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Predgovor

Zbirka je nastala sa ciljem da studentima Gradevinskog fakulteta Subotica, Univerziteta u Novom Sadu, koji slusaju
predmet Matematika 3, olakSa savladavanje gradiva predmeta putem testova i ispitnih zadataka. U zbirci su obuhvaceni
dvostruki i trostruki integrali, brojni i funkcionalni redovi, s posebnim osvrtom na Furijeove redove. 1z oblasti numericke
analize su obuhvadeni: teorija gresaka, interpolacija, numericka integracija i numericko reSavanje jednacina. Poslednju
obradenu oblast ¢ine osnovni pojmovi vezani za parcijalne diferencijalne jednacine. Stoga, zbirka moZe da posluZi svima
koji Zele da provere svoje znanje iz predenih oblasti.

Za svaku obuhvadenu oblast je navedeno po deset testova. Ti testovi imaju ulogu u proveri teorijskog znanja, te
su sastavljeni od teorijskih pitanja i pitanja u kojima se proverava primena teorije na jednostavnim primerima. Pitanja
su viSestrukog izbora, tako da sadrZe pet alternativa za odgovor. Od pet ponudenih tvrdenja za odgovor, jedno ili viSe
tvrdenja je tacno. Odgovor je tacan ukoliko su odabrana sva tacna tvrdenja. Ukoliko se odabere netac¢no tvrdenje, odgovor
je netacan. Za svaki test su data reSenja, a iz svake oblasti, za polovinu testova su data i obrazloZenja za reSenja. Kod
svakog zadatka, simbol © direktno vodi na reSenje tog zadatka, a kod svakog reSenja, broj zadatka je link ka postavci
zadatka.

Na ispitu iz predmeta Matematika 3 se ispituju sve navedene oblasti, osim parcijalnih diferencijalnih jednacina, tako
da za te oblasti, zbirka sadrZi i reSene reprezentativne ispitne zadatke.

Za praéenje sadrzaja zbirke, potrebno je predznanje o polinomima, racionalnim funkcijama, matricama, determi-
nantama, sistemima linearnih jednacina, brojnim nizovima, vektorskim prostorima, analitickoj geometriji, krivama i
povrSima drugog reda, realnim funkcijama jedne i viSe realnih promenljivih, diferencijalnom i integralnom racunu realne
funkcije jedne realne promenljive i obi¢nim diferencijalnim jednacinama.

U prvom poglavlju zbirke su navedene definicije i teoreme koje su upotrebljene u izradi zadataka i obrazloZenjima.
Drugo i trece poglavlje su posveceni testovima i njihovim resenjima. ReSeni reprezentativni ispitni zadaci su prikazani u
poslednjem poglavlju.

Zahvaljujem se recenzentima dr Hajnalki Pei¢, redovnom profesoru Gradevinskog fakulteta Subotica, i dr Natasi
Krklec Jerinki¢, vanrednom profesoru Prirodno-matematickog fakulteta u Novom Sadu, na savetima i predlozima kojima
su doprineli tome da sadrzaj zbirke bude jasniji i precizniji.

Subotica, 2023. Andrea RoZnjik
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Glava 1

Pregled pratecih definicija i teorema

U ovom poglavlju su navedene oznake, definicije i teoreme koje su upotrebljene u fomulisanju odgovora na pitanja iz
testova i reSenjima ispitnih zadataka. Detalji i dokazi teorema se mogu naci u navedenoj literaturi. UdZbenici [10,14,15]
obuhvataju gradivo koje je potrebno za predznanje.

Skup prirodnih brojeva, skup celih brojeva, skup realnih brojeva i skup kompleksnih brojeva su redom oznaceni sa
IN, Z, R i C. Oznake N i R predstavljaju skup prirodnih brojeva sa nulom i skup pozitivnih realnih brojeva, redom.
Skup uredenih realnih n-torki, gde je n € IN, je obeleZzen sa IR”. Operacija M predstalja uniju, a U presek skupova. e
je Ojlerov broj, e ~ 2.7182818. Logaritam broja x sa osnovom e je Inx, dok je log x logaritam broja x sa osnovom
10. Apsolutna vrednost broja x je oznacena sa |x|. Za prvi i drugi izvod realne funkcije f jedne realne promenljive x se

redom koriste oznake f'(-) i f”(+), ali i %(-) i 527{(-). Za parcijalne izvode realne funkcije f dve realne promenljive
x iy se koriste oznake: fL(-,-) i %(-, ) za prvi izvod po promenljivoj x, odnosno fy(-,-) i %(-, -) za prvi izvod po

2 2
promenljivoj y, fi.(-,-) i %(-, ) za drugi izvod po x i x, fi, (-, ) i %(-, ) za drugi izvod po x, papo y i fy, (-, ) i
2
% (+,+) za drugi izvod po y i y. Za determinantu reda 7 i matricu tipa m X n su, redom, upotrebljene oznake

ainr a2 ... d1n ailr 4z ... dip

a1 dx ... O . a1 dx ... dp
1

Al A2 .. Oupn Aml Am2 - Amn

n! predstavlja faktorijel prirodnog broja n,
n
Y i=1+2+43+4...+n [[i=1-2:3-...-n.
i=1 i=1

Posto, za neprekidno diferencijabilne realne funkcije # = u(x) i v = v(x), formula parcijalne integracije ima oblik

/udU:uv—/vdu,

pri odredivanju funkcije v racuna se neodredeni integral. U zbirci €e biti izostavljeno dodavanje proizvoljne konstante pri
racunanju tog neodredenog integrala jer e se koristiti funkcije v za koje je ta konstanta jednaka nuli.

1.1 Dvostruki i trostruki integrali

Definicija 1.1 Neka je S proizvoljan skup (moZe bitii S C Ri S C R*i S C R3). Skup S je OGRANICEN ako postoji
pozitivna konstanta c sa osobinom da je rastojanje izmedu proizvoljne dve tacke skupa S najvise c. Tacka skupa S je
RUBNA TACKA skupa S ako se u svakom krugu iji je centar ona sama nalaze tacke koje pripadaju S, ali i tacke koje ne
pripadaju skupu S. Skup svih rubnih tacaka skupa S ¢ini RUB skupa S, u oznaci S. Skup S je ZATVOREN ako je S C S.
DIJAMETAR SKUPA S predstavlja najvece rastojanje izmedu proizvoljne dve tacke skupa S.

Definicija 1.2 Kriva koja je zadata funkcijom koja je neprekidno diferencijabilna na intervalu na kojem je definisana
kriva je GLATKA KRIVA. Kriva je PO DELOVIMA GLATKA ako se moZe podeliti na konacan broj glatkih krivih.

1



2 GLAVA 1. PREGLED PRATECIH DEFINICIJA I TEOREMA

Definicija 1.3 Neka je funkcija f : D C R? — R ogranicena, a skup D ogranicen i zatvoren, sa 0D koji je po delovima
glatka kriva. Neka je P, = {D1, Dy, ..., Dy} proizvoljna podela oblasti D, pravama koje su paralelne koordinatnim
osama, na podoblasti D1, D, ..., D,. Neka je za svaku podoblast D; njena povrsina oznacena sa AD; i proizvoljno
izabrana tacka (&;, ;) € D;, i = 1,2,...,n. Zbir zapremina cilindricnih tela sa osnovama D; i visinama f (i, ;) za
i=1,2,...,nje

f Pﬂ Zf 511771

i naziva se RIMANOVA INTEGRALNA SUMA funkcije f za podelu P,. Duzina najduZeg dijametra medu dijametrima
podoblasti D1, D, ..., D, je DUAMETAR PODELE Py, u oznaci A(Py).

Definicija 1.4 Neka su zadovoljene pretpostavke definicije 1.3. Ako za realan broj 1 i funkciju f za svako € > 0 postoji
0 > 0 takvo da za svaku podelu P, = {D1, Dy, ..., Dy} sa osobinom da je A(Py) < ¢ i svaki izbor tacaka (&1,11) €

Dy, ((:;'2,772) €Dy, ..., (é’n,ﬂn) € D, vazi
= In(f, Pu)| <

tada je I GRANICNA VREDNOST RIMANOVIH INTEGRALNIH SUMA L, (f, Py ) i pise se

I= Ilim Zf(_fz,nl

A(Pu)—0;

Definicija 1.5 Neka su zadovoljene pretpostavke definicije 1.3. Ako postoji (konacna) granic¢na vrednost I Rimanovih
integralnih suma 1,,(f, Py ), tada se za funkciju f kaZe da je RIMAN-INTEGRABILNA (ili INTEGRABILNA) nad oblaséu
D. Broj I se naziva (RIMANOV) DVOSTRUKI INTEGRAL funkcije f nad oblaséu D i obeleZava sa

/ F(x,y) dxdy.
D

Funkcija f se naziva PODINTEGRALNA FUNKCIJA.

Teorema 1.6 (Osobine dvostrukog integrala) Neka su funkcije f i g realne funkcije dve realne promenljive i integrabilne
nad oblaséu D C R?.

© Za proizvoljan realan broj o i funkcija of je integrabilna nad oblaséu D i vazi da je

//ocf(x,y)dxdy:zx//f(x,y)dxdy. (1.1.1)
D D

¢ Funkcija zbira f + g je takode integrabilna nad oblascéu D i vaZi da je

J[Gy) + sy dxy = [[ ey dudy + [[(ey) dudy. (112
D D D

o Ako je D = D1 U Dy i D1 N Dy je najvise kriva, tada vaZi da je
//f(x,y) dxdy = //f(x,y) dxdy + //f(x,y) dxdy. (1.1.3)
D Dq Dy

o Akoje f(x,y) > 0na D, tada je
/ f(x,y)dxdy > 0. (1.1.4)
D

o Ako je f(x,y) > g(x,y) na D, tada je

//f(x,y) dxdy > / g(x,y) dxdy. (1.1.5)
D D
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Teorema 1.7 Neka je funkcija f : D C R? — R integrabilna nad D, a funkcije 21,92 : [a,b] C R — R neprekidne i
takve da je g1(x) < §»(x) za svako x € [a,b]. Akoje D = {(x,y) € R? |a < x < b, g1(x) <y < g2(x)}, tada je

//f(x,y) dxdy = /ah /gi:)f(x,y) dydx = /ub (/;:S)f(x,y) dy) dx.
D

Teorema 1.8 Neka je funkcija f : D C R*> — R integrabilna nad D, a funkcije hy,hy : [c,d] C R — R neprekidne i
takve da je h1(y) < ha(y) za svako y € [c,d]. Akoje D = {(x,y) € R* | c <y <d, l(y) < x < hao(y)}, tada je

//fxydxdy //h2 f(x,y)dxdy = / </ )f(x,y)dx>dy.

Teorema 1.9 Ako funkcija f : D C R*> — Rpricemuje D = {(x,y) CR*|a <x <bc<y<d} zaabcdecR
sa osobinom da je a < b i c < d, tada se moZe obrnuti redosled integraljenja, odnosno

//f(x,y) dxdy = /ab </Cdf(x,y) dy) dx = /Cd (/ahf(x,y) dX> dy.
D

Teorema 1.10 Ako funkcija f : D C R? — R i proizvod je funkcija koje zavise samo od po jedne promenljive, odnosno
flx,y) = X(x)-Y(y),aD = {(x,y) CR*|a<x<bc<y<d} zaahbcd € R saosobinom dajea < bi
¢ < d, tada se dvostruki integral funkcije f nad D moZe napisati kao proizvod dva odredena integrala:

/ / X(x) - Y(y) dxdy = / / Y(y)dy.

Teorema 1.11 (Smena promenljivih kod dvostrukog integrala) Neka je funkcija f : D C R? — R neprekidna na D, pri
Cemu je dD po delovima glatka kriva. Neka je funkcija ¢ : S C R? — D bijekcija takva da je

¢(u,0) = (x,y) sa x = ¢1(4,0), y = ¢2(u,0),

gde su @1 i @3 realne funkcije sa neprekidnim parcijalnim izvodima nad oblaséu S, a dS je po delovima glatka kriva. Ako
vazi da je (S) = D i ] je Jakobijan (odnosno Jakobijeva determinanta) definisan sa

]:a(x’y): g% g%
a(u,v) % % !

tada je

[ feyyaxay = [[ fo(u,0), 9200,0)) || dud.
D S

SMENA NA POLARNE KOORDINATE p i 0 definisana je funkcijama:

y
x=pcosf, y=psinb,

pri ¢emu je

p>016¢€]l02m]. 0
Veza polarnih kooordinata i promenljivih x i v je ilustrovana na slici 1.1.1. U ovom
slucaju Jakobijan je p

) 9
JEECIC) N T x
d(p,0) % = Slika 1.1.1
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Primena dvostrukog integrala:

o Neka je D zatvoren i ograni¢en podskup od R? sa rubom koji je po delovima glatka kriva i neka je funkcija
f : D — Rintegrabilna na D.
V= //f(x,y) dxdy
D

je ZAPREMINA cilindri¢nog tela koje je odozgo ograni¢eno s povrsi z = f(x, y), odozdo s ravni z = 0, a sa strane
pravom cilindricnom povrsi (paralelnom sa z-osom) koja u xOy ravni iseca oblast D.

o Neka je D zatvoren i ograni¢en podskup od IR? sa rubom koji je po delovima glatka kriva.

P://dxdy
D

je POVRSINA oblasti D.

¢ Neka je funkcija f : D C R? — R neprekidno diferencijabilna, a oblast D zatvorena, ograni¢ena i sa rubom koji
je po delovima glatka kriva. Tada je

P= / [T+ ey + (Fy(x, )2 dxdy (1.16)

POVRSINA POVRSI z = f(x,y) definisane za (x,y) € D.

Definicija 1.12 Povrs koja je zadata funkcijom koja je neprekidno diferencijabilna na intervalu na kojem je definisana
povrs je GLATKA POVRS. Povrs je PO DELOVIMA GLATKA ako se moZe podeliti na konacan broj glatkih povrsi.

Definicija 1.13 Neka je funkcija f : T C R3 — R ogranicena, a skup T ogranicen i zatvoren, sa 9T koji je po delovima
glatka povrs. Neka je Py, = {T1,To, ..., Ty} proizvolina podela oblasti T, ravnima koje su paralelne sa koordinatnim
ravnima, na podoblasti T1,T,, ..., T,. Neka je za svaku podoblast T; njena zapremina oznacena sa AT; i proizvoljno
izabrana tacka (&;,n;, (i) € Ti, i = 1,2,...,n. Zbir

f 7)” Zf i M Cz
i=1

je RIMANOVA INTEGRALNA SUMA funkcije f za podelu Py. DuZina najduZeg dijametra medu dijametrima podoblasti
Ty, Ty, ..., T, je DUAMETAR PODELE Py, u oznaci A(Py).

Definicija 1.14 Neka su zadovoljene pretpostavke definicije 1.13. Ako za realan broj I i funkciju f za svako ¢ > 0
postoji 6 > 0 takvo da za svaku podelu P, = {T1,Ta,..., Ty} sa osobinom da je A(P,) < & i svaki izbor tataka

(éll 11, él) € Tl’ (621 12, éZ) S TZ’ ) (gﬂr Mn, gﬂ) S Tn vaZi
I —L.(f,Pn)| <&,

tada je I GRANICNA VREDNOST RIMANOVIH INTEGRALNIH SUMA L, (f, Py) i pise se

I: hm Zf Clrrlllgz

A(Pn)—

Definicija 1.15 Neka su zadovoljene pretpostavke definicije 1.13. Ako postoji (konacna) grani¢na vrednost I Rimanovih
integralnih suma 1,,(f, Py ), tada se za funkciju f kaZe da je RIMAN-INTEGRABILNA (ili INTEGRABILNA) nad oblaséu
T. Broj I se naziva (RIMANOV) TROSTRUKI INTEGRAL funkcije f nad oblaséu T i obelezava sa

/4 f(x,y,z)dxdydz.

Funkcija f se naziva PODINTEGRALNA FUNKCIJA.
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Teorema 1.16 (Osobine trostrukog integrala) Neka su funkcije f i g realne funkcije tri realne promenljive i integrabilne
nad oblaséu T C R3,

© Za proizvoljan realan broj a i funkcija of je integrabilna nad oblaséu T i vaZi da je

///ocf(x,y,z) dxdydz = oc///f(x,y,z) dxdydz. (1.1.7)
T T

o Funkcija zbira f + g je takode integrabilna nad oblaséu T i vaZi da je

///(f(x,y,z) +g(x,y,2)) dxdydz = ///f(x,y,z) dxdydz + ///g(x,y,z) dxdydz. (1.1.8)
T T T
o Ako je T = Ty U T, i T1 N Ty je najvise povrs, tada vaZi da je

// f(x,y,z)dxdydz = // f(x,y,2)dxdydz + ///f(x, y,z) dxdydz. (1.1.9)
T Ty T

o Ako je f(x,y,z) > 0na T, tada je

///f(x,y,z) dxdydz > 0. (1.1.10)
T

o Akoje f(x,y,2) > g(x,y,z) na T, tada je
///f(x,y,z) dxdydz > ///g(x,y,z) dxdydz. (1.1.11)
T T

Teorema 1.17 Neka je funkcija f : T C R® — R integrabilna nad T, a funkcije 81,8 : D1 C R? — R neprekidne i
takve da je ¢1(x,y) < g2(x,y) za svako (x,y) € D1. Ako je T = {(x,y,z) | (x,y) € D1, s1(x,y) <z < g(x,y)},

tada je
82( xy 82(xy)
///fxy, dxdydz—/// f(x,y,z)dzdxdy. —// </ xy,z)dz) dxdy.
g1(xy) §1(xy)

Teorema 1.18 Neka je funkcija f : T C R® — R integrabilna nad T, a funkcije hi,hy : Dy C R* — R neprekidne
i takve da je hy(x,z) < ha(x,z) za svako (x,z) € Dy. Akoje T = {(x,y,z) | (x,2) € Dy, h1(x,z) <y < hy(x,2)},

tada je
ho(x,z) ha(x,z)
///fxy, dxdydz-///2 flx,y,z dydxdz-// (/hz xy,z)dy> dxdz.
h 1(x,z)

Teorema 1.19 Neka je funkcija f : T C R® — R integrabilna nad T, a funkcije k1,ky : D3 C R?> — R neprekidne
i takve da je k1(y,z) < ka(y,z) za svako (y,z) € Ds. Ako je T = {(x,y,2) | (y,z) € D3, k1(y,z) < x <ka(y,z)},

tada je
ka( yz ka(y.z)
// flx,y,z dxdydz—/// f(x,y,z)dx) dydz—// </ f(x, y,z)dx) dydz.
k1(y,z) k1(y,z)

Teorema 1.20 Ako funkcija f : T C R?® — R i proizvod je funkcija koje zavise samo od po jedne promenljive, odnosno
flx,y) = X(x) - Y(y) - Z(z),aT = {(x,yz) CR*|a<x<bc<y<dg<z<h} zaab,cdgh € Rsa
osobinom da jea < b, c < dig < h, tada se trostruki integral funkcije f nad T moZe napisati kao proizvod tri odredena

integrala:
g /!/X(x) Y(y) - Z(z) dxdydz = /ab X(x)dx - /CdY(y) dy - /gh Z(z) dz.
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Teorema 1.21 (Smena promenljivih kod trostrukog integrala) Neka je funkcija f : D C R3® — R neprekidna na T, pri

Gemu je OT po delovima glatka povrs. Neka je funkcija ¢ : S C R — T bijekcija takva da je

p(u,v,w) = (x,y,z) sa x=@1(u,v,w), y=¢2(u,v,w), z=p3(u,v,w),

gde su @1, @2 i 3 realne funkcije sa neprekidnim parcijalnim izvodima nad oblaséu S, a dS je po delovima glatka povrs.

Ako vaZidaje ¢(S) = T i ] je Jakobijan (odnosno Jakobijeva determinanta) definisan sa

ox  oJx  Jx

PECIC 75 I I T T
d(u,v,w) qu o godu

ou Jv Jw

tada je

///f(x,y,z) dxdydz = ///f((pl(u, v,w), p2(u,v,w), p3(u, v, w)) |J| dudvdw.
T S

SMENA NA CILINDRICNE KOORDINATE p, 0 i h definisana je funkcijama:
x=pcos, y=psinf, z=nh,

pri ¢emu je
p>0, 6€[0,2] i heR.

Veza cilindri¢nih kooordinata i promenljivih x, y i z je ilustrovana na slici 1.1.2. U
ovom slucaju Jakobijan je

Jx dx  Ox
d 00 oh
] = a(x/]/rz)_ dy dy dy =0
- — | 90 90 oh | — I
a(p,6,h) % 9 oz
J 90

SMENA NA SFERNE KOORDINATE p, 6 i ¢ definisana je funkcijama:
X =pcos@cosB, y=pcosgsind, z=psing,

pri cemu je
T T
>0, 6¢efo2n]ige |-, 7]
p= 027 i¢e|~5.3
Veza sfernih kooordinata i promenljivih x, y i z je ilustrovana na slici 1.1.3. U ovom
slucaju Jakobijan je

Jdx Jdx  Jdx

0, 0 Jo
;- Ax,y,z) | oy oy oy _ Reosg
- - B 00 0 - .
(0,0, ¢) ¥ n o
% B dp

Primena trostrukog integrala:

Neka je T zatvoren i ograni¢en podskup od IR? sa rubom koji je po delovima glatka povrs.

V= ///f(x,y,z) dxdydz
T

je ZAPREMINA oblasti T.

Z
B
Ay
Slika 1.1.2
zZ
i
Slika 1.1.3
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1.2 Brojni i funkcionalni redovi

Definicija 1.22 Neka je {a, } neN niz realnih brojeva. Izraz

ay4ay+---+ap+..., ilikrace Y _ay,

n=1

naziva se (BESKONACNI) BROJNI RED. Brojevi ay, ay, ..., Ay, ... su CLANOVI BROINOG REDA, a d, je n-TI CLAN ili
OPSTI CLAN brojnog reda.
Spo=a1+a+...+a,

[ee]
Jje n-TA PARCIJALNA SUMA, a niz {S; }neN NIZ PARCIJALNIH SUMA reda Y ay,.
n=1

o]
Definicija 1.23 Ako postoji (konacna) grani¢na vrednost S niza parcijalnih suma {S, } neN brojnog reda 'Y ay, tada se
n=1
(o] [e0]
kaZe da red ) a,, KONVERGIRA i da je S njegov ZBIR, §to se obelezava sa S = Y a;. Za red koji ne konvergira, kaZe se

n=1 n=1
da DIVERGIRA.

Definicija 1.24 Brojni red Y a, je

n=1

© RED S POZITIVNIM CLANOVIMA ako postoji ny € N takvo da je a, > 0 za svako n > ny;
& RED S NENEGATIVNIM CLANOVIMA ako postoji ny € N takvo da je a,, > 0 za svako n > ngy;

& ALTERNATIVNI RED ako je a,a,11 < 0 za svako n € IN.
Teorema 1.25 (Potreban uslov za konvergenciju) Ako brojni red konvergira, tada njegov opsti ¢lan teZi ka nuli.
Teorema 1.26 (Osobine brojnih redova)

[ee] [ee] [ee] (o] (o]
o Ako brojni redovi Y ay i Y. b, konvergirajuiakoje Y a, = Ai Y b, = B, tadared Y (a, £b,) konvergira i
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
(o]

vazi Y (a, £b,) = A£B,
n=1

(0] oo (o) [ee]
o Ako brojni red Y a, konvergira i ako je )Y a, = A, tada red ) aa, konvergira i vaZi ) aa, = «A, gde je
n=1 n=1 n=1 n=1

x € R
(o] (o]
© Ako brojni red 'Y ay, divergira, tada i red 'Y way, divergira, gde je o € R\{0}.
n=1 n=1

Teorema 1.27 (Kosijev kriterijum) Neka je brojni red Y a, takav da je a, > 0 za svakon € N, a

n=1

lgn /a, =L, gde L € [0,00].
n o]

o Ako je L < 1, tada red Y a, konvergira.

n=1

o Ako je L > 1, tada red 'Y a, divergira.
n=1
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Teorema 1.28 (Dalamberov kriterijum) Neka je brojni red Y a, takav da je a,, > 0 za svakon € IN, a

n=1

lim 21— L, gde L € [0,00].

n—oo

o Ako je L < 1, tada red Y a, konvergira.

n=1

o Ako je L > 1, tada red 'Y a, divergira.

n=1

Teorema 1.29 (Rabeov kriterijum) Neka je brojni red Y, a,, takav da je a,, > 0 za svakon € IN, a
n=1

lim n( i —1> =1L, gde L € [—o0,00].

n—reo An+1

o Ako je L < 1, tada red Y a,, divergira.

n=1

o Akoje L > 1, tada red Y a,, konvergira.

n=1

Teorema 1.30 (Integralni kriterijum) Ako je funkcija f nenegativna, neprekidna i monotono nerastuc¢a nad intervalom
[ee]

[no, c0), za neko ng € IN, i vaZi da je f(n) = a, zan € N in > ng, tada brojni red 'Y a, konvergira ako i samo ako
n=ny

konvergira nesvojstveni integral / f(x)dx.
no

Teorema 1.31 (Uporedni kriterijum) Neka su Y a,, i Y_ by, brojni redovi takvi da je 0 < a, < by, za svakon € IN.
n=1 n=1

(o)
¢ (Majorantni kriterijum) Ako red Y by, konvergira, tada konvergira i red Y a,.
n=1 n=1

(o] [ee]
¢ (Minorantni kriterijum) Ako red Y a, divergira, tada divergira i red Y_ by,.
n=1 n=1
Teorema 1.32 (Lajbnicov kriterijum) Ako je brojni niz { by } neN nenegativan i monotono nerastuci (b, +1 < by za svako
[e ]
n € IN) i tezi ka nuli, tada alternativni red 'y (—1)"by, konvergira.

n=1

(o] oo (o]

Definicija 1.33 Brojni red Y a, APSOLUTNO KONVERGIRA ako red Y |a,| konvergira. Ako brojni red Y, a, konver-
n=1 n=1 n=1

gira, ali ne konvergira apsolutno, tada se kaZe da taj red USLOVNO KONVERGIRA.

Teorema 1.34 Ako brojni red apsolutno konvergira, tada on konvergira.

Definicija 1.35 FUNKCIONALNI NIZ { f,, }neN definisan na skupu A C R, odnosno { fu(x) }nen, X € A, je niz realnih
funkcija

fi(x), fa(x), f3(x), .o, fu(x), ...

definisanih za svako x € A.

Definicija 1.36 Neka za funkcionalni niz { f,(x) }nen, x € A C R, za svaku tacku xo € A vaZi da brojni niz { f,(x0) }
konvergira. Tada je funkcija f definisana sa

f(x)=lm f,(x) za x€ A

n—oo

GRANICNA VREDNOST FUNKCIONALNOG NIZA { f, } i kaZe se da FUNKCIONALNI NIZ { f,,} (OBICNO ili TACKASTO)
KONVERGIRA NA SKUPU A.
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Definicija 1.37 Nekasu fi1, f2, f3, ..., fu, . . . realne funkcije takve da presek njihovih oblasti definisanosti, skup A C R,
nije prazan skup. Izraz

ifn(x), odnosno fi(x) + fa(x)+ f3(x) + ...+ fu(x) +..., za x € A,
n=1

naziva se FUNKCIONALNI RED. Funkcije f1, fa, f3, ..., fu, ... su CLANOVI FUNKCIONALNOG REDA, a f,(x) je n-TI
CLAN ili OPSTI CLAN funkcionalnog reda.

Sn(x) = f1(x) + fa(x) + fa(x) + ...+ fulx ka

je n-TA PARCIJALNA SUMA, a niz {S,(X) }nen, X € A, je NIZ PARCIUALNIH SUMA funkcionalnog reda 2 fn( x).

n=1

[ee]
Definicija 1.38 Funkcionalni red Y, f,,(x) definisan na skupu A je KONVERGENTAN U TACKI xg € A ako je brojni
n=1

niz {Sy(x0)} konvergentan. Funkcionalni red (OBICNO ili TACKASTO) KONVERGIRA NA SKUPU B C A ako je on
konvergentan u svakoj tacki skupa B, odnosno ako postoji funkcija S koja je grani¢na vrednost niza parcijalnih suma
{Sn(x)}, x € B. Skup B je OBLAST KONVERGENCUE funkcionalnog reda, a funkcija S ZBIR FUNKCIONALNOG REDA

Y fu(x), x € B, i pise se S(x) = ¥ fu(x), x € B.
n=1 n=1

(o)
Definicija 1.39 Funkcionalni red Y, f,(x), x € A, APSOLUTNO KONVERGIRA NA SKUPU B C A ako funkcionalni
n=1

red §1| Falx)],

x € A, konvergira na tom skupu.

Definicija 1.40 Funkcionalni red Z fn( ) definisan na skupu A C IR UNIFORMNO KONVERGIRA NA SKUPU B C A

ka funkciji S : B — R ako za svako 8 > 0 postoji ng € IN (koje zavisi samo od €) takvo da je

|Sn(x) —S(x)| <€ zasvako n >ny i x € B.

Teorema 1.41 Ako su funkcije f1, fa, f3, ..., fu, ... neprekidne na intervalu I C R, a funkcionalni red Y. f,(x) je

n=1

(o)
uniformno konvergentan na 1, tada je i funkcija zbira funkcionalnog reda Y, f,,(x), x € I, neprekidna na intervalu I.
n=1

Napomena 1.42 Ako funkcionalni red apsolutno konvergira na nekom skupu, tada on i tackasto konvergira na tom skupu.
Ako funkcionalni red uniformno konvergira na nekom skupu, tada on i tackasto konvergira na tom skupu.

(o)
Teorema 1.43 (Vajerstrasov kriterijum) Ako postoji konvergentan brojni red 'Y, ¢, takav da je
n=1
|fu(x)| < c¢n zasvako n € N i x € B,
oo
tada funkcionalni red 'Y f,(x) apsolutno i uniformno konvergira na skupu B.
n—

Definicija 1.44 Funkcionalni redovi oblika
Y cu(x—x)", x €R
=0

gde su xq i koeficijenti c,, n = 0,1,2, ..., realne konstante, nazivaju se STEPENI REDOVI sa centrom u X.
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Teorema 1.45 Za svaki stepenired Y c,(x — x)", x € R, postoji realan broj R, 0 < R < +o0, takav da je zadovoljen
n=0
jedan od uslova:

© R = 0i stepeni red (apsolutno) konvergira za x = x, a divergira za svako x € R\ {x¢};

o R > 01 stepeni red apsolutno konvergira za svako x € (xg — R, xo + R), a divergira za svako x € (—o0,xy —
R) U (XO + R, oo);

¢ R = 4-c0 i stepeni red apsolutno konvergira za svako x € R.

Broj R naziva se POLUPRECNIK KONVERGENCUE stepenog reda. Za R > 0 interval (xo — R, xo + R) naziva se
INTERVAL KONVERGENCIJE stepenog reda.

(o]

Teorema 1.46 Za poluprecnik konvergencije stepenog reda Y c,,(x — xo)" vazi da je
n=0
R = lim /ili R = lim !
= i/ili R = —,
n—eo | Cyiq n—»o00 n/|cn|

pod uslovom da navedene granicne vrednosti postoje.

oo
Teorema 1.47 Stepeni red Y c,,(x — x0)", x € R, sa pozitivnim poluprecnikom konvergencije R je uniformno konver-
n=0

gentan na intervalu (xg — R, xo + R) i funkcija zbira S(x) = Y cy(x — x0)", x € (x0 — R, x0 + R), je neprekidna.

n=0

1.3 Furijeovi redovi

Definicija 1.48 Neka su funkcije f, : [a,b] C R — R, n = 1,2,3,..., integrabilne. Niz funkcija (funkcionalni niz)
{fu(x) }nen, x € [a,b], je ORTOGONALAN ako vazi da je

b
/ fn(x) fu(x)dx =0, zasvako m #n, mn=1,2,3,....
a
Ako vaZi da je
b
/(fn(x))zdx:l, zasvako n=1,2,3,...,
a

tada je niz funkcija {fu(x)}nen, ¥ € [a,b], NORMIRAN. Niz funkcija {fn(-) }nen je ORTONORMIRAN na intervalu
[a, ] kada je ortogonalan i normiran na [a, b].

Primer ortogonalnog niza funkcija na intervalu [a, a + 27t za proizvoljno a € R:
1, sinx, cos x, sin2x, cos2x, ..., Sinnx, COSHXx, ..., (1.3.12)

a primer ortonormiranog niza funkcija:

1 cosXx sinx cos2x sin2x cosnx sinnx

(1.3.13)

Teorema 1.49 Ako su funkcije f, : [a,b] C R — R, n = 1,2,3,..., integrabilne, a funkcionalni red E fu(x) je
n=1
uniformno konvergentan na [a, ], tada je

e © b
/anZ;_]fn(X)dx:ngl/a fu(x) dax.
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Teorema 1.50 Neka je | > 0 i funkcija f : [—1,1] — R neprekidna i neparna, tada je

[ fx)ax=

Teorema 1.51 Neka je | > 0 i funkcija f : [—1,1] — R neprekidna i parna, tada je

/_Zlf(x)dx:2/01f(x)dx:2/_olf(x)dx

Teorema 1.52 Neka je funkcija f : [a,b] C R — R neprekidna i nenegativna. Ako postoji tacka ¢ € [a, b] takva da je
f(c) >0, tada je

/abf(x)dx > 0.

Definicija 1.53 Funkcionalni red oblika

i (an CosnZ + b, sm@> (1.3.14)

%
2 l

sa pozitivnom realnom konstantom 1, realnom promenljivom x i realnim konstantama agy, a, i by, n = 1,2,3,..., je
TRIGONOMETRIJSKI RED.

Teorema 1.54 Neka je trigonometrijski red (1.3.14) uniformno konvergentan na intervalu x € [a,a+2l], a € R
I € Ry, a funkcija f njegova funkcija zbira, odnosno

flx) = + Z (ancos b smm;x), x € [a,a+2].

Tada su koeficijenti ag, a, i by, n = 1,2, ... definisani sa

1 a+2l

ag = 7/ f(x)dx (1.3.15)
a+21

4, = 7/ f(x)cos@dx, n=1,2,3... (1.3.16)
a+21

b, = Z/ fx sm l dx n=1,273,. (1.3.17)

i nazivaju se FURIJEOVIM KOEFICIUENTIMA funkcije f, a (1.3.14) je FURIJEOV RED funkcije f.

Teorema 1.55 Ako je funkcija f : R — R periodicna sa periodom 21, 1 > 0, i po delovima neprekidno diferencijabilna
na intervalu [—1,1), tada Furijeov red funkcije f konvergira u svakoj tacki skupa R. U tacki xo u kojoj je funkcija f nepre-

1
kidna, zbir Furijeovog reda je f(xo), dok je u tacki prekida x1 zbir Furijeovog reda 3 ( lim . f(x)+ lim f(x) ).
X—X1—

x—x1+0

Teorema 1.56 Furijeov red parne funkcije je RED KOSINUSA, a Furijeov red neparne funkcije RED SINUSA.

1.4 Numericka analiza

Definicija 1.57 Neka je v* priblizna vrednost broja ili izraza v. GRESKA pribliZne vrednosti v* je
A(v*) =v -1,

a njena APSOLUTNA GRESKA je
Ap(0") = v —20"|.
Svaki broj 6 za koji vaZi da je
Ay(0*) <9

Jje GRANICA APSOLUTNE GRESKE pribliZne vrednosti v*.
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Definicija 1.58 Neka je v* priblizna vrednost broja ili izraza v i neka je v # 0. RELATIVNA GRESKA priblizne vrednosti
v* je

a svaki broj p za koji vaZi da je
Ar(0") <p

je GRANICA RELATIVNE GRESKE priblizne vrednosti v*.

VAZECE CIFRE ili ZNACAINE CIFRE broja su prva nenula cifra sleva i sve cifre iza nje.
Broj x zapisan u DECIMALNOM OBLIKU SA POKRETNOM DECIMALNOM TACKOM, u dekadnom brojnom sistemu,

je oblika
x =sgn(x)-0.aay...a;-10°%, (1.4.18)

gdesua;, i =1,...,tcifre u posmatranom brojnom sistemu, pri cemu je a; # 0, i

+1, x>0,
() =1 21 x<o

Prirodan broj ¢ definiSe PRECIZNOST, € je EKSPONENT, a broj 0.414; . . . a; je MANTISA.
ZAOKRUZIVANJE S PRECIZNOSCU t je definisano sa

) .10° <
fl(x) = { o (sgn (x)-0.a1az . ..a; - 10, 0<aq <5 (1.4.19)

x)- (0aqay...a,+1071) - 109, 5 < a;4q < 10.

Neka je f realna funkcija sa jednom realnom promenljivom, x* priblizna vrednost od x sa granicom apsolutne greske
Jd,a f* = f(x*). Ako je funkcija f diferencijabilna na intervalu [x* — J, x* + 4], tada je

f(x) = f(x")|<op., O = |f'(x)] -0,

gde < predstavlja manju ili priblizno jednaku vrednost, a 519* se naziva LINEARNA OCENA GRANICE APSOLUTNE
GRESKE PRIBLIZNE VREDNOSTI FUNKCIJE.

1.4.1 Interpolacija
Neka funkcija f : [4,b] C R — R, n € IN i neka su date tacke xg, x1, . .., X, iz intervala [a, b] tako da vaZi da je
a=x0<x1<...<x,=>0.
Neka su vrednosti funkcije f u datim tackama:
fxo) =yo, f(x1) =y, --s f(xn) = Y-
Funkcija F : [a,b] — R sa osobinom da je
F(xo) =yo, F(x1) =1, ..., F(xn) = yn. (1.4.20)

je INTERPOLACIONA FUNKCIJA. Tacke xg, X1, . . ., X, su CVOROVI INTERPOLACIJE, a uslovi (1.4.20) su USLOVI INTER-
POLACUE. U slucaju kada &vorovi interpolacije dele interval [, b] na jednake podintervale, re¢ je 0 EKVIDISTANTNIM
CVOROVIMA, odnosno o EKVIDISTANTNOJ PODELI, za koju vaZzi

x;=a+ih, i=0,1,...,n, h=
LINEARNA INTERPOLACIJA je odredivanje interpolacione funkcije F u obliku

F(x) = appo(x) + a1 (x) + a2 (x) + ... + andn(x),

gde su funkcije ¢; : [a,b] - R,i=0,1,2,...,n linearno nezavisne funkcije koje se nazivaju BAZNE FUNKCIJE.
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U slu¢aju POLINOMNE INTERPOLACIJE

po(x) =1, ¢1(x) =x, ..., Pu(x)=1x"

Kod TRIGONOMETRIJSKE INTERPOLACIJE

Po(x) =1, Poe_1(x) = sinkx, ¢o(x) = coskx, k=1,2,.. g
gde je n paran broj. Kod EKSPONENCIJALNE INTERPOLACIJE
Pi(x) = N, i=0,1,...,n,
priemuje Ag < Ay < ... < Ay Za
Pi(x) = Ai}l—x' i=01,...,n,
saa+A) >0i0< Ay <A <...< Ay, jeupitanju RACIONALNA INTERPOLACIJA.
Teorema 1.59 Za date tacke xo, x1, ..., Xn sa osobinom da je xo < x1 < ... < Xy i date vrednosti funkcije f:

f(x0) =yo, f(x1) =y1, ..., f(Xn) = yn postoji jedinstveni interpolacioni polinom.

LAGRANZOV INTERPOLACIONI POLINOM L, je definisan sa

(1.4.21)
; v H Xi — xk
k#i
Teorema 1.60 Neka funkcija f : [a,b] C R — R i neka je n + 1 puta diferencijabilna. Ako je
M. — ’ (1) ()|
w1 = max | f (x)
tada je
n+1 M1 n+1
x—x| < —(b—a .
Definicija 1.61 Za date tacke xo, X1, ..., Xn sa osobinom da je xo < x1 < ... < Xy i date vrednosti funkcije f:
f(xo) =yo. f(x1) = 1. ..., f(xu) = Y funkcija
So(x),  [xo,x1]
S1(x), X1, X2
s =] S0 [l
Snfl(x)/ [xnfll xn]
gdesu S;, i =0,1,...,1n—1, polinomi m-tog stepena, se naziva SPLAIN stepena m. Ako vaZi da je
S(Xi) =Yi, 1= O,l,...,n,
splajn S se naziva INTERPOLACIONI SPLAJN.
Teorema 1.62 Za date tacke xo, X1, ..., Xn sa osobinom da je xo < x1 < ... < Xy i date vrednosti funkcije f:
f(x0) =yo, f(x1) =1, ..., f(xn) = yn postoji jedinstveni PRIRODNI KUBNI SPLAJN
So(x),  [xo0,x1]
S1(x), X1, X2
sy ] S Tl

Sn—1(x), [Xn—1, %]
sa osobinama:

o uslovi interpolacije: S(x;) =vy;, i =0,1,...,n,

© neprekidan splajn: S;(xiyv1) = Siv1(xiv1),1=0,1,...,n =2,

o neprekidan prvi izvod splajna: Sj(xiy1) = Sj,1(Xit1), 1 =0,1,...,n =2,
o neprekidan drugi izvod splajna: S (xi11) = S}, 1(xi31), i =0,1,...,n =2,

o konturni uslov: 8" (xo) = S"(x,) = 0.
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1.4.2 Numericka integracija

Neka je funkcija f : [4,b] C R — R ograni¢ena na intervalu [a, b],

I:/ubf(x)dx

i neka je interval [a, b] podeljen tatkama, CVOROVIMA INTEGRACIUJE, Xq, X1, . . . , X;; sa osobinom da je
a=x<x<...<x, =0

PRIMITIVNE KVADRATURNE FORMULE su postupci numeric¢ke integracije u kojima se povr$ina podintegralne fun-
kcije aproksimira zbirom povrSina pravougaonika.
FORMULA LEVIH PRAVOUGAONIKA:

Ln = 2f(xi,1)(xi — xi,l), (1.4.22)

FORMULA DESNIH PRVAOUGAONIKA:

Dn = if(xi)(xi - xi,l), (1.4.23)

P, = if <xl‘12+xl) (x; — xi_1). (1.4.24)

Teorema 1.63 Neka je funkcija f : [a,b] C R — R neprekidno diferencijabilna. Ako je
M; = max |f'(x)
x€(a,b]

7

tada je
M n
|I — Ly| < 71 Y (xi—xi1)?,
i=1
M n
II—D,| < 71 Y (xi— xio1)2. (1.4.25)

i=1
Teorema 1.64 Neka je funkcija f : [a,b] C R — R dva puta neprekidno diferencijabilna. Ako je
M, = max |f"(x)

X€E[a,b]

7

tada je
M2 1 3
[I=Pa < =5 Y (% —xioq)° (1.4.26)
i=1

Neka su ¢vorovi integracije ekvidistantno rasporedeni:

xi=a+ih, i=0,1,...,n, sa h= ;a,
i neka je

yo = f(x0), y1=f(x1), .., yn = f(xn)

Ml B 2 M1 2 M1 (b — Cl)z

7;(351‘ —Xi1)" = 777}1 I P (1.4.27)
1

M, ¢ 5 My o My(b—a)d

ETy (x; — xi_1) Ty h Y (1.4.28)

(SLOZENA) TRAPEZNA FORMULA je definisana sa

i=1

h n—1
T, = 5 (yo +2 Z Yi +yn> . (1.4.29)
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Teorema 1.65 Neka je funkcija f : [a,b] C R — R dva puta neprekidno diferencijabilna. Ako je

M, = max |f"(x)

4

x€la,b]
tada je
b—a)h? b—a)d

Neka je n paran broj, odnosno # = 2m. (SLOZENA) SIMPSONOVA FORMULA je definisana sa

h m m—1
Sn = 3 Yo+4)Y Yoii1+2 Z Yoi +Yom | -

i=1 i=1

Teorema 1.66 Neka je funkcija f : [a,b] C R — R Cetiri puta neprekidno diferencijabilna. Ako je

M, = max ‘f(4)(x)

4

x€a,b]
tada je
(b —a)h* (b —a)®

1.4.3 Numericki postupci za reSavanje jednacina

Neka je f realna funkcija jedne realne promenljive. Posmatramo jednacinu
f(x)=0. (1.4.32)

Svako ¢ € R za koje vaZi da je f(&) = 0 naziva se RESENJE ili KOREN jednacine (1.4.32).

Jednacina (1.4.32) je LINEARNA ako je funkcija f linearna. U suprotnom je NELINEARNA.

Ako je f polinom stepena 7, tada se jednacina (1.4.32) naziva ALGEBARSKA JEDNACINA stepena 7. Jedna¢ina koja
nije algebarska naziva se TRANSCENDENTNA JEDNACINA.

Numeri¢kim postupcima za reSavanje jednacina se pribliZzno reSava jednacina (1.4.32). ITERATIVNIM POSTUPKOM
se generise niz APROKSIMACIJA RESENJA { Xy }xeN na osnovu ITERATIVNOG PRAVILA sa zadatim POCETNIM APROK-
SIMACIJAMA. Aproksimacije xj se racunaju sve dok uslov, IZLAZNI KRITERIJUM,

|xp — xx_1| < e (1.4.33)

ne bude zadovoljen, pa se za pribliZzno reSenje x* uzima aproksimacija x.

LOKALIZACIJA RESENJA jednaline podrazumeva odredivanje intervala koji sadrZi bar jedno reSenje posmatrane
jednacine. GRAFICKA LOKALIZACIJA se moZe sprovesti crtanjem grafika funkcije f. ReSenja jednaline (1.4.32) su
apscise preseka grafika funkcije f i x-ose. Za f(x) = g(x) — h(x) jednalina f(x) = 0 je ekvivalentna jedna&ini
¢(x) = h(x), tako da se grafitka lokalizacija moZe sprovesti i crtanjem grafika funkcija ¢ i /. Tada, su reSenja jednaline
(1.4.32) apscise preseka grafika funkcija g i h.

Teorema 1.67 Neka je realna funkcija f neprekidna na intervalu [a,b). Ako je f(a)f(b) < 0, tada u intervalu (a,b)
postoji bar jedno reSenje jednacine f(x) = 0.

POSTUPAK POLOVLIJENJA je primenljiv ako je funkcija f neprekidna na intervalu [a,b] i zadovoljava uslov da je

fla)f(b) <0.

Algoritam
1. korak Odrediti toleranciju €. Uzetidaje xo = a,x1 = b, A1 =a,Bi=bik=2.
Ag-1+ B
> :
3. korak IzraCunati f(xi). Ako je f(xx) = 0, traZeno reSenje je x; ¢ime je kraj postupka, inace preéi na sledeéi korak.

2. korak Odrediti x =
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4. korak Ako je |xx — xx_1| < &, traZeno priblizno reSenje je xi, pa je kraj postupka. U suprotnom preci na sledeéi
korak.

5.korak Akoje f(Ax_1)f(xx) <0, ondaje Ay = Ag_1 i By = X, u suprotnom je Ay = x i By = By_1. Povecati k
za 11 preéi na 2. korak.

NJUTNOV POSTUPAK je primenljiv ako je funkcija f diferencijabilna.

Algoritam
1. korak Odrediti pocetnu aproksimaciju xy i toleranciju €. Uzeti da je k = 1.

2. korak IzraCunati f(x;_1)1 f'(xx_1). Ako je f'(xx_1) = 0, promeniti xo i poéi od 1. koraka, a ako je f’(xx_1) # 0
preéi na sledeéi korak.

f(xe1)

f (k1)

4. korak Ako je |x; — xx_1| < &, traZeno priblizno reSenje je xi, ¢ime je kraj postupka, inafe povedati k za 1 i preéi na
2. korak.

3. korak Odrediti x;, = x4_1 —

POSTUPAK SECICE je primenljiv ako je funkcija f neprekidna.

Algoritam
1. korak Odrediti poCetne aproksimacije xg i x1 i toleranciju €. Uzeti da je k = 2.

2. korak Ako je k = 2 izradunati f(x;_2) i f(x,_1), inace izralunati f(x;_1).

3. korak Odrediti x = xj_j — —— 2 KL gy ),

fxk—2) = f(xk-1)

4. korak Ako je |x; — x;_1| < &, traZeno reSenje je X, pa je kraj postupka, inae povecati k za 1, i preci na 2. korak.

1.5 Parcijalne diferencijalne jednacine

Definicija 1.68 Funkcionalna jednacina koja sadrZi realnu nezavisnu promenljivu, nepoznatu realnu funkciju i izvo-
de nepoznate funkcije je DIFERENCIJALNA JEDNACINA. RED diferencijalne jednacine je najvisi red izvoda nepoznate
funkcije koji se javlja u jednacini. Diferencijalna jednacina sa nepoznatom realnom funkcijom jedne realne promenlji-
ve je OBICNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA. Diferencijalna jednacina sa nepoznatom realnom funkcijom dve realne
promenljive je PARCIJALNA DIFERENCIJALNA JEDNACINA.

Definicija 1.69 RESENJE (ili INTEGRAL) diferencijalne jednacine reda n na skupu S je funkcija koja je n puta diferen-
cijabilna na skupu S i identicki zadovoljava diferencijalnu jednacinu na posmatranom skupu.

RESITI (ili INTEGRALITI) DIFERENCIJALNU JEDNACINU na skupu S znaci odrediti sva njena reSenja na S.
Definicija 1.70 Diferencijalna jednacina je LINEARNA ako je linearna po nepoznatoj funkciji i po njenim izvodima.

Definicija 1.71 Neka je y nepoznata realna funkcija jedne realne promenljive, y = y(x), n € N, a p1, p2, ..., pni f
realne funkcije jedne realne promenljive. Linearna obic¢na diferencijalna jednacina reda n

v 4 pr )y i ()Y pa(0)y = (), (15.34)

gde su koeficijenti p;, i = 1,2,...,n, i slobodan ¢lan f neprekidni na intervalu (a,b), je HOMOGENA ako je f(x) =0za
svako x € (a,b), u suprotnom je NEHOMOGENA.

Definicija 1.72 ReSenje obicne diferencijalne jednacine reda n € IN koje sadrZi n proizvoljnih realnih konstanti je
OPSTE RESENIJE. Dodeljivanjem konkretne vrednosti bar jednoj konstanti u opstem resenju, dobija se PARTIKULARNO
RESENIE. ReSenje obicne diferencijalne jednacine koje ne moze da se dobije iz opsteg reSenja, naziva se SINGULARNO
RESENJE.
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Posmatramo parcijalne diferencijalne jednacine prvog i drugog reda za koje vazi da je nepoznata funkcija jednom,
odnosno dva puta neprekidno diferencijabilna na skupu S C IR?, §to obezbeduje da su odgovarajuéi mestoviti izvodi
jednaki.

Definicija 1.73 Neka je u nepoznata realna funkcija dve realne promenljive, u = u(x,y), aa, b, ¢, d, e, f i g realne
funkcije dve promenljive definisane na skupu S C R?. Linearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda

a(x,y)uy +b(x,y)uy +c(x,y)u = g(x,y),

gde su koeficijenti a, b i ¢ i slobodan ¢lan § neprekidni na S je HOMOGENA ako je g(x,y) = 0 na S, u suprotnom je
NEHOMOGENA.

Definicija 1.74 Neka je u nepoznata realna funkcija dve realne promenljive, u = u(x,y), aa, b, ¢, d, e, f i g realne
funkcije dve promenljive definisane na skupu S C R?. Linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda

a(x,y)u, + b(x, y)uy, +c(x,y)uy, +d(x,y)u + e(x,y)uy + f(x,y)u = g(x,y), (1.5.35)

gde su koeficijenti a, b, ¢, d, e i f i slobodan ¢lan g neprekidni na S je HOMOGENA ako je g(x,y) = 0 na S, u suprotnom
je NEHOMOGENA.

Definicija 1.75 Neka je F realna funkcija pet realnih promenljivih, a u nepoznata realna funkcija dve realne promenljive,
u = u(x,y). RESENJE PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE prvog reda

Ju du
F <x/]//u/ax/ay) =0

koje sadrzi jednu proizvoljnu neprekidno diferencijabilnu funkciju jedne realne promenljive je OPSTE RESENJE. ReSenje
koje sadrzi dve proizvoljne konstante je POTPUNO RESENIE. Dodeljivanjem konkretnog izraza proizvoljnoj funkciji u
opstem resenju ili konkretne vrednosti proizvoljnoj konstanti u potpunom reSenju, dobija se PARTIKULARNO RESENIJE.

Definicija 1.76 Neka je F realna funkcija osam realnih promenljivih, a u nepoznata realna funkcija dve realne promen-
liive, u = u(x,y). RESENJE PARCIJALNE DIFERENCIJALNE JEDNACINE drugog reda

(g 2 0P P P
"7 9x” oy 9x2’ 9xdy’ 9y?

koje sadrZi dve proizvoljne dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije jedne realne promenljive koje su nezavisne
Je OPSTE RESENIJE. ReSenje koje sadrzi pet proizvoljnih konstanti je POTPUNO RESENIJE. Dodeljivanjem konkretnog
izraza proizvoljnoj funkciji u opstem reSenju ili konkretne vrednosti proizvoljnoj konstanti u potpunom reSenju, dobija se
PARTIKULARNO RESENJE.

POCETNI PROBLEM ¢ini diferencijalna jednacina sa POCETNIM USLOVIMA — uslovi na vrednosti trazene funkcije
i/ili njenih izvoda za jednu promenljivu fiksiranu na po€etnu tacku intervala za koji se posmatra.

KONTURNI (ili RUBNI ili GRANICNI) PROBLEM ¢ine diferencijalna jednacina i KONTURNI (ili RUBNI ili GRANICNI)
USLOVI — uslovi na vrednosti traZzene funkcije i/ili njenih izvoda na rubu skupa nad kojim se posmatra diferencijalna
jednadina.

MESOVITI PROBLEM ¢ini parcijalna diferencijalna jednacina sa pocetnim i konturnim uslovima.

Pocetni, konturni i meSoviti problem za koji vaze osobine:

¢ egzistencija — postoji reSenje problema,
¢ jedinstvenost — problem ima tacno jedno reSenje,

¢ stabilnost — reSenje neprekidno zavisi od datih podataka (uslova, koeficijenata, slobodnog ¢lana), odnosno, male
promene u datim podacima rezultuju male promene u reSenju.
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je DOBRO (ili KOREKTNO) postavljen.
Za linearnu obi¢nu diferencijalnu jednacinu drugog reda

Y + ()Y +pa(x)y = f(x), y=yx),

najopstiji konturni uslovi na intervalu (a,b) C R su oblika

a1y (a) + azy'(a) + asy(b) + agy' (b) = as
Bry(a) + Bay'(a) + Bay(b) + Bay' (b) = Bs,

gde su aq, ap, ..., s, B1, P2, ..., PB5 realne konstante takve da su vektori (a7 a ... as]i[B1 B2 ... PBs] linearno
nezavisni. Kada je a5 = B5 = 0 za KONTURNE USLOVE se kaZe da su HOMOGENL.

Ako diferencijalna jednacina ili konturni problem zavise od parametra, tada se vrednosti tog parametra za koje di-
ferencijalna jednacina, odnosno konturni problem, ima netrivijalno reSenje naziva KARAKTERISTICNA (ili SOPSTVENA)
VREDNOST, a odgovarajuce netrivijalno reSenje je KARAKTERISTICNA (ili SOPSTVENA) FUNKCIJA.

(1.5.36)

Definicija 1.77 Linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda (1.5.35) je

© HIPERBOLICNA na S ako je H(x,y) > 0 za svako (x,y) € S,
© PARABOLICNA na S ako je H(x,y) = 0 za svako (x,y) € S,
© ELIPTICNA na S ako je H(x,y) < 0 za svako (x,y) € S,

pri Cemu je

H(x,y) = (b(x,y))* — 4a(x,y)c(x, ). (1.5.37)
TALASNA JEDNACINA: ) )
0cu  o°u
2 _ _
c 2 a2 =0, u=u(xt), c>0 (1.5.38)
JEDNACINA PROVODENJA TOPLOTE:
*u  du
aﬁ = 0, u=u(x,t), a>0 (1.5.39)
LAPLASOVA JEDNACINA: , ,
ocu  o°u
ﬁ_'_aif =0, u:u(x,y) (1.5.40)

Teorema 1.78 Data je homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda
a(x, y)us, + b(x,y)uyy, +c(x,y)uy, +d(x,y)uy +e(x,y)uy, + f(x,y)u =0, u=u(x,y), (1.5.41)

nad oblaséu S C R?, gde su realne funkcije a, b, ¢, d, e i f neprekidne na S. Ako su uy i uy reSenja jednacine (1.5.41),
tada je i njihova linearna kombinacija

u(x,y) = Cuui(x,y) + Couaz(x, y)

reSenje jednacine (1.5.41) na S, za proizvoljne realne konstante Cq i Cy.

Uopsteno, po PRINCIPU SUPERPOZICUIE, ako je u1, Uy, ..., Uy, ... niz reSenja jednacine (1.5.41) na S, tada je i funkcija
o0
u(x,y) =Y Cattn(x,y)
n=1
oo
resenje jednacine (1.5.41) na S, za proizvoljan niz realnih konstanti Cq, Co, ..., C,, ...za koji red Z Cuttn(x,y)
n=1

konvergira za svako (x,y) € S.

(FURIJEOVA) METODA RAZDVAJANJA PROMENLIJIVIH je postupak za resavanje linearne parcijalne diferencijalne
jednacine po kojem se reSenje traZi u obliku proizvoda funkcija jedne promenljive, i to po jedne funkcije za svaku
promenljivu. Dakle, metodom razdvajanja promenljivih reSenje linearne parcijalne diferencijalne jednacine (1.5.35) se
traZi u obliku u(x,y) = X(x)Y(y).
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2.1 Dvostruki integrali

Test 1.1

17 Zaokruziti slova ispred jednacina cilindri¢nih povrsi.

2
Nz=y B)z= .y Ox+y+z=3 DF+L=1 BP=2

2% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

n
U definiciji dvostrukog integrala //f(x,y) dxdy = lim Y f(&,7;)AD; ...
2 A(Pu)—0 =

A) A(Py) je dijametar podele P, oblasti D.
B)DiUDyU...UD, =D

C) AD,; je zapremina podoblasti D;, zai =1,2,...,n

D) ({3, 773) su proizvoljne tacke oblasti D.

E) f(&;, 17:)AD; je povrsina podoblasti D, zai =1,2,...,n

3% Neka je dvodimenzionalna oblast D zatvorena, ograniCena i sa rubom Kkoji je po delovima glatka kriva. ZaokruzZiti
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)// x+y)dxdy = //xdxdy+//ydxdy

B)//x y)dxdy = //xdxdy //ydxdy

C)// (x*+y*+1) dxdy >0
D

D) //y dxdy = //y dxdy + //y dxdy za proizvoljne oblasti Dy i D, takve da je D; U D, = D.
D D D

E) //x ~ydxdy = //x dxdy - //y dxdy za proizvoljne oblasti D i D, takve da je D1 U Dy = D.
D D D

1 1
47 Neka je [ = / / dx dy. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
0 Jo

A) Ne postoji oblast Cija je povrSina jednaka sa I. B) Povrsina jedini¢nog kruga je jednaka sa I.
C) Povrsina jedini¢nog kvadrata je jednaka sa I. D) Zapremina jedini¢ne kocke je jednaka sa I.

E) Zapremina jedini¢ne lopte je jednaka sa I.

57 Zaokruziti slova ispred integrala ¢ija je oblast integracije zatvorena oblast odredena krivama: x = y2 ix=1

A)/ (/ X+v) dx>dy B)/j(/ol\/}dy>dx C)/jl(/ng/ydx)dy
D)/ (/ (12 —1) dy)dx E)/ (/ y+1)dy>dx

1 4 z T
67 Nekaje I} = / </ x e’ dx) dyil, = /2 (/ (cosx+1) dy) dx. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
0 \J2 0

T

2

28
AL =6(e—1) B)I1:?(e—1) O L =¢"—¢ D), =2n+m* E),=nm*-2n1
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7% Neka je [ = //f(x,y) dxdy, pri ¢emu je zatvorena oblast D odredena krivama: y = x2,y =2 —xiy = 0,a
D

funkcija f integrabilna nad D. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A= /;( ;yf(x,y) dx)dy B)I = /01< xj_xf(x,y) dx)dy

C)1:/02< xjxf(x,y)dy>dx D)I:/Oz(/olf(x,y)dy>dx
E)I:/O1 (/Oxzf(x,y)dy>dx+/12< Ozxf(x,y)dy>dx

8 U xOy koordinatnom sistemu su date krive x* + y* = 3 i tatka T koja leZi na njoj. Neka su p € [0,00) i
6 € [0, 27| polarne koordinate. ZaokruZiti slova ispred tatnih tvrdenja.

A) 6 predstavlja ugao izmedu duzi OT i pozitivnog dela y-ose.
B) 6 predstavlja ugao izmedu duzi OT i pozitivnog dela x-ose.
C) 0 predstavlja ugao izmedu duzi OT i negativnog dela y-ose.
D) x* + 3% = p

E)x = pcosf,y = psin6

9% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

1/ 2 1/ 2
A)/ (/ (2x—4y)dy>dx:0 B)/ (/ (2x—4y)dy)dx:_12
-1\J1 -1 1
1/ 01 1/ 2 )
2 _ 5 B _
C)/_1</0 6xy dx)dy—2 D)/0 </1 \/;dx)dy—7(8\f2 1)
1 2 5
E Sdx \dy = 2
)/0 (/1 v x) y=7
10~ Neka je I = / / xy dxdy, pri ¢emu je zatvorena oblast D odredena krivama: y = |x| i y = 2 — x%. Zaokruziti
D

slova ispred tacnih tvrdenja.

A)I:/02</11xydx>dy B)I:/11</02xydy>dx C)Iz/(f(/i)cydx)dy
D)I:/01</_yyxydx>dy—|—/f(/_\/z\/:iyyxydx)dy
E)I:/O1 (/ixzxydy)dx—l—/ol </;xzxydy>dx

Test 1.2

17 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

n
U definiciji dvostrukog integrala funkcije f nad oblas¢u D //f(x,y) dxdy = N 7ljim . Y f(&i,mi)AD;, ..
4 ) =02

A) oblast D je trodimenzionalna oblast.

B) P, predstavlja podelu {D1, Dy, ..., D, } dvodimenzionalne oblasti D.

C) A(Py) je najkraca stranica medu stranicama pravougaonika koji ¢ine podelu P,,.
D) AD;,i=1,2,...,n, supovrsine podoblasti iz podele P;,.

E) (&, ni),i=1,2,...,n, suproizvoljne tacke iz trodimenzionalne oblasti D.
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b/ pd
2" Nekasua,b,c,d € Rtakvidajea <bic<d,al = / (/ (f(x) +g(y)+h(x,y))dx> dy, pri ¢emu su

funkcije f, g i h integrabilne nad odgovaraju¢im oblastima. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

1= ([ 00+t + b ay ) ax

B)I_/ dy+/f dx+/ </ xydx>dy

O 1=~ [ ([ (-0 + g + ey ) ay
D)I:(a—b)/;df(x)dx+(c—d/ dy+/ (/ xydx)dy
E)I:/Cdf(x) (/ﬂbdy>dx+/a g(v) (/C dx)dy-i—/a </C h(x,y)dx)dy

3% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A) Presek poviSiz =0iz = y2 je parabola.

B) Presek povrsi z = 01z = x? je koordinatni po¢etak.
2
C) Presek povrsi % + yz =1iz = 2jeelipsa.

D) Presek povrsi x = 11z = 0 je prava.

E) Presek poviSix = 0, x =1,y = 0,y = 11z = 0 je koordinatni pocetak.

z cos 2x
4% Zaokruziti slovo iznad grafika oblasti integracije integrala / ’ ( / \ (1—x?) dy) dx.
-2 772

A) B) C) D) E)
y y y y y

AN A AN A LA

i I
2 2 :
_ —dy -t -t -t

57 Neka je I = //ﬁdxdy, gde je zatvorena oblast D odredena tatkama A(1,3), B(1,1) i C(2,1). Zaokruziti

[
MO\ =
|
[\S)
|
[\S)

D
slova ispred tacnih tvrdenja.

A)1=/12</152x\/§dy>dx B)I:/13< T A ) C)Iz/j(/lg_g\/}dx)dy
D)I:/13< lysﬁdx>dy E)I:/5 2(/ Jxdx )

6~ Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)/l (/1 (xvx = yvy) dx>dy=—1 B)/1 </01 (xvx = y*/7) dx)dy:;;

c/(/ll ydx>dy_1 D)/ </11 ydx)dy_e—l E)/ </11yydx)dy 2

7% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Veli¢ina povriine zatvorene oblasti odredene krivamay = x>iy =2 — x je ...

35 64 1 9
AP:].Z = — = —— = J= = —
) B) P G OP 3 D) P 52 E) P >
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8" Neka je sa V oznaCena zapremina tela odredenog povriima x> +y? = 1,z = 0iz = x>+ y> + 1, dok je sa P
oznadena povrsina povrsi z = x? + yz + 1 koju iz nje iseca cilindar x> + yz = 1. Zaokruziti slova ispred ta¢nih

tvrdenja.
AV = // 2 dxdy B)V = // (2 +y2+1) dxdy C)P = // (x® + 37+ 1) dxdy
x2+y2<1 x242<1 x24y?<1
D)P://\/1+2x—|—2ydxdy E)P:// 1+ 4x2 + 4y? dxdy
x2+12<1 x2+y2<1

9% Neka je I = / / f(x,y) dxdy, pri ¢emu je funkcija f neprekidna nad zatvorenom i ograni¢enom oblaséu D sa

D
po delovima glatkim rubom, i neka je uvedena smena na polarne koordinate p i . ZaokruZiti slova ispred tacnih

tvrdenja.
A)x =pcosf,y =psind,p > 0,6 € [0,271] B) x = psinf,y = pcosf,p > 0,0 € [—g,g}
C)l= //f(pcose,psine)dpde D)= //f(p,e)dpde

D D
E)] = //f(psinf),pcosf))pdpd@

D

2
10~ Neka je I = / / (4x2 + yz) dxdy, gde je D oblast ograni¢ena krivom X%+ i 1. Neka je uvedena smena
D

x =pcosf,y =2psinb, gde je p € [0,00), 0 € [0,277] i neka je sa | oznalen Jakobijan. ZaokruZiti slova ispred
tacnih tvrdenja.

A) Oblast D se transformiSe u krug. B) Oblast D se transformiSe u pravougaonik.
O ]| =20 D) |J| = 20(cos? 6 — sin?0) E) ag y | =P
% 0
Test 1.3

2

2 y+2
1¥ Nekaje I = / : ( / (x+y) dx) dy. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
- ¥

2 y+2 2 /42 y+2
A= B)I = it
) I /1</y2 (x+y)dy>dx ) I /1<2+yx> ; dy
2 /42 y+2 2 yz y+2
C 1:/ a d D 1:/ ( ) d
) 1<2 +yx) - x ) B xy + 2) 1, Yy

E)I:/O1 (/\\/;(ery)dy) dx+/14 </x\/j(x+y)dy> dx

2% Dat je integral [ = // (x*+/y) dxdy, gdeje D = {(x,y) € R? |1 < x <2, 0 <y < 1}. ZaokruZiti slova
D

ispred tacnih tvrdenja.

A)I:2/01dy B)I:/lz(/()l(x2+\/y)dy>dx
c)lz/ol/l2x2+\/ydxdy D)I:/Ol<§+\/§)dy
E)I:/12</01(x2+\/37)dx)dy



GLAVA 2. TESTOVI PREDISPITNIH OBAVEZA

3% Neka je D zatvorena oblast prikazana na slici 2.1.1. ZaokruZiti slova ispred y
zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Oblast D je ograni¢ena krivama: ... )

Ay=x>-1Ly=x+1
B)y:x2+1,y:x—1,x:0,x:1.
Oy=x>+1Ly=x—-1y=0,y=1.
Dy=x>-1,y=x—1. -2 -1 2
E)y=x>-1y=x+1Ly=0y=1 7

4% Zaokruziti slova ispred dvostrukih integrala Cija je vrednost jednaka veli¢ini
povrsine oblasti D prikazane na slici 2.1.1.

(e (e ()
D) /_01 </Oy+ldx> dy—l—/oz (/ﬁdx) dy E) /_01 (/Oy+1dx> dy+1+/12 </\1/yjdx> dy

57 Neka je P veli¢ina povrSine oblasti D prikazane na slici 2.1.1. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
11 15 5 5

A) P A B)P c CP 16 D)P G )

67 Neka je f neprekidna realna funkcija dve realne promenljive. ZaokruZiti slova ispred zavrietaka re¢enice kojima
se dobijaju tacna tvrdenja.

2 y+2
Oblast integracije integrala / < . f(x,y) dx) dy je ...

Slika 2.1.1

A) zatvorena oblast odredena krivama x = y?iy = x — 2.
B) zatvorena oblast odredena krivama y = /xix =y + 2.
C) polukrug. D) paralelogram. E) trougao.

7> Neka su date podintegralne funkcije integrabilne nad skupom D C IR?. ZaokruZiti slova ispred taénih tvrdenja.

A) //dedy: //\/dedy—#//\/ydxdy
) D )

_ JJ v dxdy
B) /D/\/;dxdy = W

C)//\/@dxdy://\/}dxdy-//\/ydxdy
) D D

D) // (VX +/7) dxdy://ﬁdxdy—k//\/ydxdy
D D D

E) //dedy = \/E//\/@dxdy
D D

8~ Neka Dy, Dy, ..., Dy &ine podelu P, dvodimenzionalnog skupa D, neka (&, 7;) € D;,i = 1,2,...,n ineka je
n
dvostruki integral definisan izrazom lim Y f(&;,1;,)AD; = / / f(x,y) dxdy. Zaokruziti slova ispred ta¢nih
03
D

A(Pu)—0 =
tvrdenja.
A) A(Py) je povrSina oblasti D. B) f(&1,11) je visina pravougaonika.
C) f(&1,m ) je visina cilindri¢nog tela. D) A(P,) je dijametar podele P,,.

E) A(P,) je dijametar oblasti D.
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9% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reenice kojima se dobijaju tana tvrdenja.
Nakon uvodenja polarnih koordinata ¢ i ¢, definisanih sa x = gcos ¢, y = osing, 0 € [0,00) i ¢ € [0,277],u

integral / / (x* + y*) dxdy, nova podintegralna funkcija ¢e biti ...
S

A)o. B) 0°. C) o’ D) —./0. E) ,/0.

T 1
107 Dat je integral [ = / < / ng) df. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
0 0

T 1
MNI==Z _1 _
) > B) I > Ol=mn

D) I je polovina povrSine jedini¢nog kruga. E) I je povrSina kruga poluprecnika 0.5.

Test 1.4

17 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Translacijom konusa z = \/m duz x-ose u pozitivnom smeru za dve jedini¢ne duZi dobija se konus
z=/(x+2)2+y%
B) Translacijom konusa z = \/m duZ y-ose u pozitivnom smeru za dve jedini¢ne duZi dobija se konus
z=/x2+(y—2)~
C) Presek povrsi % + y? — z2 = 11z = 0 je kruZnica.
D) Presek povrsi x2 — y? — z2 = 1i x = 0 je kruZnica.
E) Povrsi x? + y? +z> = 1iy = 1 se ne seku.
2 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Grafik funkcije f : D € R?> — R je povrs.
B) Grafik funkcije f : D € R — R je povrs.
C) Grafik funkcije f : D € R? — R? je povrs.
D) Realna funkcija dve realne promenljive preslikava realan broj u realan broj.

E) Realna funkcija dve realne promenljive preslikava ureden par realnih brojeva u realan broj.
3” Nekaje I = / / f(x,y) dxdy. Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

U definiciji int]ggrala I..

A) D je podskup skupa IR.

B) D je zatvoren i ograni¢en podskup od IR? takav da mu je rub po delovima glatka kriva.
C) Funkcija f je periodi¢na.

D) I je grani¢na vrednost Rimanove integralne sume funkcije f.

E) I je zbir povrsina odredenih podelom oblasti D.

1 1
47 Neka je I = / ( / 2x sin (x2 +y) dx) dy. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
-2 \Jo

1/ 1 1/ 41
A)I:/ (/ Sintdt>dy zat=x>+y B)IZ/ (/ 2xsin(x2+y)dx>dy
-2\ Jo 0 \/-2
1/ py+ 1/ 01
C)I:/ </ smtdt) dy zat=x2+y D)Iz/ </ 2xsin(x2+y)dy> dx
2 \Jy 0 \J-2

1/ 41
E)I:/ (/ 2xsintdt>dy zat=x>+y
—2 \Jo
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5% Neka je T prav valjak sa visinom 2 i osnovom D koja lezi u ravni xOy. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Veli¢ina zapremine valjka T je / 2dxdy. B) Velic¢ina zapremine valjka T je / dxdy.
O) / / dxdy je veli¢ina povrsine valjka T. D) / / dxdy je veli¢ina povrsine osnove D.
D
E) Veli¢ina povrsine povisi y = f(x,y) definisane za (x,y) € D je //f(x,y)dxdy.
D

6~ Zaokruziti slova ispred integrala Cija je oblast integracije zatvorena oblast odredena krivama: y = x?i y=1

A)/Ol</_\f/yy\/§dx>dy B)/ (/ x+y) dy)dx C)/_ll(/xj\s/}dy)dx
D)/;(/Ol\/ydx)dy E)/O </_1x2dx>dy

7% ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)/ </ x—y dy) dx = 0 B)/ </ x—y)dy)dx:—B C)/_11</1yxy2dx>dy:é
1))/0 </1\/de)dy:4 E)/0 </1\/de)dy:§§

1 1 n s
8~ Neka je I; = / (/ (x2 + yz) dy) dx,al, = /2 </2 Cosxsinydx> dy. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih
0 1 -7 0

tvrdenja.
2
AhL=3 B)I =2 OL=1 D)L= 1
E) I; je veli¢ina zapremine tela ogranicenog povrSima: x = 0, x =1,y = -1,y =1,z=0iz = x2 4+ y2'

9% Neka su funkcije f i g integrabilne nad obla§¢u D C IR?, a F i G neprekidne realne funkcije jedne realne promen-
ljive. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) //F(x)G(y) dxdy = F(x)//G(y) dxdy
D D

B) Ako je f(x,y) > 1zasvako (x,y) € D, tada je //f(x,y) dxdy > 1.

C) Ako je f(x,y) > 0 zasvako (x,y) € D, tada je //f(x,y) dxdy > 0.
D

D) //f(x,y) -8(x,y) dxdy = //f(x,y) dxdy-//g(x,y) dxdy
D D D

E) / / (f(x,y) +g(x,y)) dxdy = / /f(x,y) dxdy + / / g(x,y) dxdy
D D D

10~ Neka je u integral [ = //f(x,y) dxdy uvedena smena x = uviy = %, pri ¢emu je u > 0iv > 0. ZaokruZiti

D
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

oy _| & & o(xy) _ _2u o) _ | 5 &
A) o(u,v) | & % B) o(u,v) v © dxy) | & ¢
owo) 5, U E)I =[] f(u,v)dudo
Vot T /D/
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Test 1.5

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Grafik funkcije f : D € R — R? je ravan.
B) Grafik funkcije f : D € R?> — R je ravan.
C) Parabola y = x? definisana na intervalu (—1,1) je glatka kriva.
D) Ako je skup D C IR? ogranicen, tada postoji pravougaonik koji sadrzi skup D.
E) Ako je skup D C IR? ograniéen, tada postoji interval koji sadrZi skup D.

2% Neka je skup D ogranien i zatvoren, sa rubom koji je po delovima glatka kriva, a f : D C R> - R
ograni¢ena funkcija. Neka je P, = {D1,Da,..., Dy} proizvoljna podela oblasti D s osobinom da je D =
DyUDyU...UDy, a DiN Dy, i # j, je najviSe grani¢na kriva za svako 7,j = 1,2,...,n. Neka su tacke
(¢1,m), (&2,12), .., (En, ) proizvoljno izabrane, redom, iz podoblasti Dy, D», ..., D,,. ZaokruZiti slova ispred
zavrSetaka reCenica kojima se dobijaju tacna tvrdenja.

Ako je I dvostruki integral funkcije f nad oblas¢u D, tada je ...

A) I Rimanova integralna suma.

B)I = (71)11)11 Zf &i,mi)AD;, gde je A(P,) dijametar od Py, a AD; visinaod D;, i = 1,2,.

O1I= Ef(é‘u 1i)AD;, gde je AD; zapreminaod D;, i = 1,2,...,n.
i=1
n
D) = Amljir)n Zf((fi, 1;)AD;, gde je A(Py) dijametar od Py, a AD; povi§inaod D, i =1,2,...,n.
n)—0 i=1

E)I] = (7131r;n Zf ¢i, mi)AD;, gde je A(Py) dijametar od Py, a AD; povrSinaod D;, i =1,2,...,n.

3> Neka je skup D C IR? ogranigen i zatvoren, sa rubom koji je po delovima glatka kriva. ZaokruZiti slova ispred
tacnih tvrdenja.

A) //sin(x+y)dxdy://sinxdxdy—l—//ydxdy

D D D
B) //sinx-sinydxdy://sinxdxdy-//sinydxdy

D D D
C) // (siny +sinx) dxdy = //sinydxdy—l—//sinxdxdy

D D
D)//smi y:;//sin(x—ky)dxdy
D

E) //nsin(x+y)dxdy: n//sin(x+y)dxdy

D D

2/ y 1/ 1
4% Neka je [} = / </ 3x? dx> dyil, = / (/z (VY +2x) dy) dx. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
o \Jo 0 \Jx
AL =0 B, =4 OL=1 D)L, =05 E)L=-3

0 1
57 Neka je I = / ( / 3 (x + yz) dy) dx. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
-2 \Jo

A)I——/O (x—|—1>dx B)I=2 C)I=-2 D)= —4
-/, ; _ _ _

1«:)1:3/02 (/01 (x+y2)dy>dx
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6~ Neka je u integral I = / / f(x,y) dxdy uvedena smena na polarne koordinate: p € [0,00) i 6 € [0,277] i neka je
D

S nova oblast integracije. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) p predstavlja rastojanje taCke od koordinatnog pocetka u xy koordinatnom sistemu.

B) x = psinf, y = pcosf C)x=0sinp, y=~0cosp
D)l = //f(Pcose,psine)pdpde g 2Y) _ —p
y ()

7% Zaokruziti slova ispred integrala ija je oblast integracije zatvorena oblast odredena krivama: y = 1iy = |x|.

A)/11</1X| \/mdy> dx B)/11</|:I¢ydy) dx C)/_ll(/ol\/mdy) dx
D)/Ol</_yy(x+y)dx>dy E)/Ol</_llxydx>dy

8> Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Povr§ data jednacinom x = z je ravan.

B) Povrs data jedna¢inom x? + y? = z? je paraboloid.

2

C) Presek povrsi x© = ziy = 1 je parabola.

D) Presek povrsi x2 + y? = 1iy = 0 je jedna prava.
E) Kriva data jedna¢inom x? 4 y2 = 0 je parabola.

pud
2

o T
9% Neka je | = / < / (sinx + 4y) dx> dy. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
0o \Jo

A= B)[=mn+7 Ol=n—m

s s
2 2

D)= /n (cos x + 4yx) dy
0

dy E)I:/ cos x
0

0 0

10~ Neka je I = / / f(x,y) dxdy gde je oblast D ogranitena i zatvorena, sa rubom koji je po delovima glatka kriva.

D
ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Ako je f(x,y) =1, tada I predstavlja veli¢inu povrSine oblasti D.
B) Vrednost integrala I je pozitivna.

C) I predstavlja veli¢inu zapremine tela ograni¢enog povrSima: z = f(x,y),z = —f(x,y) i cilindrom koji u xOy
ravni iseca oblast D.

D) I predstavlja veli¢inu povrSine oblasti D.

E) Vrednost integrala I ne moZe biti negativna.

Test 1.6

1% Zaokruziti slovo iznad grafika na kojem je prikazana zatvorena oblast odredena krivama: y = 1 — /x,y = 3 — x,

y=1

A) B) 0) D) E)
y y y y y
3 3 3 3 3
2 ,,,,,

-

[E'
-
[

-

N /\35x
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2% Nekaje I = / / x dxdy, gde je zatvorena oblast S odredena krivamay = 1 — \/x, y = 3 — x, y = 1. ZaokruZiti

S
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)Iz/i(/la:/};xdy)dx B)I:/_11</(13:yy)2xdx>dy C)I:/12</:_yy)2xdx>dy
D)Iz/j(/:;xdy)dx E)I:/()l(/:_\;;xdy)dx

3” Neka je P veli¢ina povrSine oblasti prikazane na grafiku prvog zadatka pod E. ZaokruZiti slova ispred tacnih
tvrdenja.

28 59 15 1 9
A)P—g B)P—g C)P——? D)P—SE E)P_E

b d 1
47 Neka je I = / </ (f(y) + > g(x)> dx> dy, gde su a, b, c i d realne konstante, a funkcije f i g neprekidne
a c

realne funkcije jedne realne promenljive. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

wi= [ (@-orw+y [swa)a mi=2[ ([ 7w+ seax)a
C)I=/abf(y)dy+;/6dg(X)dx D) I = % </abf(y>dy+/cdg<X>dX>
1= [ ([ fwar+ 36— s ) as

5% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)/ </ 2x(x? —1)? dx>dy:2 B)/3 </12x(x2—1)2dx)dy:0
C)/ (/elnydy>dx:; D)/ </1 Y4 >dx e_l E/ (/ dy)dx—l

6~ Nekaje [ = / dxdy, gde je D oblast ograni¢ena krivama x> + y?> = 11 x? + y? = 2, i neka je uvedena smena

D
na polarne koordinate p € [0,00) i1 6 € [0, 277]. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)x =psinf, y = pcos0 B)p € [1,2] C)oc [—g,g}
Jdx  dx

D) Jakobijan date smene je p. E) gg 33 je Jakobijan date smene.
dp 90

7% Nekaje [ = / dxdy, gde je D oblast ogranicena krivama x? + y2 =1ix>+ y2 = 2, i neka je uvedena smena

D
na polarne koordinate p € [0,00) 16 € [0, 27]. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Oblast D se transformise u krug. B) Oblast D se transformise u pravougaonik.
27 V2 27 V2 z
C)I:/ / pdp | 6 D)I:/ / dp | d6 E)I:/ (/ pdp>d9
0 1 0 1 z
8" Zaokruziti slova ispred izraza koji su jednaki veli¢ini zapremine zatvorene oblasti odredene povrSima y = —x2,

y=x>-2,z=0iz=2.

A)/_11</x2_jdy>dx B)/ (/ 2dy>dx C)2/ (/2 ydy)dx
o [ ([omw)e w ([ )
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9> Neka je zatvorena oblast T odredena povrsima: z = 0, x2 +y?> = 9iz = x? + y2 + 3. Neka je V zapremina tela
T, a P povrSina osnove tela T. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)V:/ dxdy B)V = // \/ 1+ 4x? + 4y? dxdy

x2+y2<9 x2+y2<9

C)V= // (2 + 2 +3) dxdy D)P = // J1+ 422 + 4y2 dxdy
x24y2<9 x24y2<9

E)P = / dxdy
x24y2<9

10~ U definiciji dvostrukog integrala /\(71>inm Oiiif(fi, 1) Ao; = //f(X,y) dxdy, 01,09, ..., 0, Eine podelu P, dvo-
dimenzionalne oblasti D i ({;, ;) € 07,1 =1,2,...,n. Zaokn?iiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A)o;,i=1,2,...,n, sudvodimenzionalne oblasti.
B) f(&i,mi),i=1,2,...,n, sudvodimenzionalne oblasti.
C) A(Py) je najkracdi dijametar medu dijametrima oblasti 01, 09, . . ., 0.
D) A(P,) je najduZi dijametar medu dijametrima oblasti 01, 07, . . ., 07,.

E) Ac;,i=1,2,...,n, su zapremine cilindri¢nih povrsi.

Test 1.7

1¥ Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Grafik realne funkcije jedne realne promenljive je povrs.
B) Grafik realne funkcije dve realne promenljive je povrs.
C) Povrs data jedna¢inom x? + y? — z2 = 0 je parabola.
D) Povrs data jednacinom 2x2 + 3y? = 1 je elipti¢ki cilindar.
E) Hiperbola je povrs.

27 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

2

A) Kriva data jedna¢inom x~ = y2 je parabola.

B) Povr3 data jednacinom x? + y? = 4 je sfera.

C) Povrs data jedna¢inom x?

2

= z je parabolicki cilindar.
D) Presek povrsi x© = z iy = 0 je prava.
E) Presek povrsi x? + y?> = 1iz = 1 je kruZnica.
3> Neka je D zatvoren i ograni¢en podskup od IR? takav da mu je rub po delovima glatka kriva. ZaokruZiti slova
ispred tacnih tvrdenja.
A) U definiciji dvostrukog integrala funkcije f nad D dijametar podele oblasti D teZi ka nuli.
B) U definiciji dvostrukog integrala funkcije f nad D dijametar podele oblasti D teZi ka cc.
C) Dvostruki integral nema geometrijsko znacenje.

D) Dvostruki integral funkcije f nad oblaséu D je definisan kao zbir povrsina odredenih podelom oblasti D.

E) Dvostruki integral funkcije f nad oblaséu D je definisan kao grani¢na vrednost Rimanove integralne sume
funkcije f za podelu oblasti D.
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4% Neka je oblast D ograni¢ena pravama: x = a,x =b,y =ciy =d, priemujea,b,c,d € Ria <b,c <d,af
i ¢ su neprekidne realne funkcije jedne realne promenljive. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

& ([0 + sty = [ fxaxs [“g(w)ay

B) /:/ (F(x) + () dxdy = /D | £(x) dady + /D [8(y) dxdy
O [[rgtaxay = [ (0 [ sway) ax

D) / [ £ gy dxdy = [ f(x)dx- [g(v)ay

B) /D/ £(x) - g(y) dady = Z/ fx) dxdl; - /D [ (y) dxdy

5% Zaokruziti slova ispred integrala Cija je oblast integracije zatvorena oblast odredena krivama: x = 0,y = 0 i

x+y=1
1 1-x

A)/0 < ; ﬁdy)dx B)/ (/ x+y) dy)dx
1 1-y 3 1—x 1—y

C)/0 ( O \/de)dy D)/0 ( O \/ydx)dy

E)/Ol</()l(x+y—1)dx>dy

6 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)/ (/ (x+v) dy)dx:3 B)/(/ x+7) dy)dx—z
C)/ </ ydx>dy—3 D)/Ol</ [dy)dx_—
o [/( [ Vo

1 13
7% Neka je [ = / / “y dx | dy. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
~1\Jo x¥¥+1

mi=[ ([ Yar)a 1 L Ly
)—/1</1tt>yzat x3 + B)I—</O 251 x>(/_1yy>
o 14t e o 1 3x2y
C)I—/1y</0 >dyzat—x +1 D)I—/_l(/0 x3+1dy>dx
1 1 3y
E)I_/oy</ x3+1dy>dx

e / 1 1 1
8” Neka je } = / </ (2+1ny) dx> dy,a b = / </ e* sinydx> dy. Zaokruziti slova ispred tacnih
1 \Jo 0

-1

tvrdenja.
AL =2 B); =2 +e¢ -3 O =2—1
D), =0 E)I, =2(e—1)cos1
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9" Nekaje [ = / / dxdy. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
x2412<1

A) I predstavlja veli¢inu zapremine tela Cije osnove leZe u ravnima z = 0 iz = 1, a sa strane je ograni¢eno
cilindrom x? + y? = 1.

B) Ne postoji telo ¢ija je zapremina jednaka sa I.
C) I ne predstavlja veli¢inu povrSine jedini¢nog kruga.
D) I je jednako velicini povrsine povrsi koju cilindar x? + y? = 1 iseca iz ravni z = 1.

E) Vrednost integrala I je negativna.

10~ Neka je u integral [ = / / f(x,y) dxdy uvedena smena na polarne koordinate p i 6, gde p predstavlja rastojanje

D
tacke od koordinatnog pocetka, i neka je | Jakobijeva determinanta. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A= //f(psin@,pcos@)dpdf) B)I = //f(psin@,pcos@)pdpd@
D D
a(p,0) 3—; x a(x,y) cosf —psin6
O] = = D)J = =
! a(x,y) ' 3% 3—5 ) a(p,0) sinf pcos6

E) x = pcosb, y = psinb, p >0, 0 € [0,27]

Test 1.8

Neka su oblasti D1, D>, D3, D4 i D5 definisane kao na slede¢im slikama.

NF-————
=
Iil‘
>
V]

17 ZaokruzZiti slovo ispred oblasti koja je odredena krivamay = vx — 1,3y =2x —4,x = 1.
A) Dy B) D, C) D3 D) Dy E) Ds
27 Neka je I = //f(x,y)dxdy, gde je zatvorena oblast D odredena krivamay = v/x — 1,3y = 2x — 4, x = 1.
D

ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

2 y2+1 5 x—1
A= /_ ( / — f(x,y)dy) dx B)I= /1 ( / (2x_4)f<x,y>dy> dx

2 3

2 1(3y+4) 0 ?+1
or=[ ( /yzf f(x,y)dx> dy D= ( [ f(w)dx) dy

% 2 (By+4)

0 3(3y+4) 2 [ 306y+4)
E)] = /§ </1 f(x,y)dx) dy+/0 (/]/2+1 f(x,y)dx) dy

3% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

Ako se vrednost integrala / / dxdy racuna tako $to se prvo integrali po promenljivoj x, a potom po promenljivoj

D
Y, tada se oblast D ne mora podeliti na dva dela za ...

A)D = D;y. B) D = D». C)D = Ds. D) D = D;,. E) D = Ds.
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47 ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.

U definiciji dvostrukog integrala)L limﬁ if(éji, 7i)AD; = //f(x,y) dxdy ...
n)=0i =3 4
A) A(P,) je minimalna povrSina oblasti Dy, D», ..., D,,.
B) (¢, 1i) € D;jzasvakoi =1,2,...,n.
C) AD; predstavlja zapreminu.
D) Dy, D,, ..., D, ¢ine podelu P, dvodimenzionalnog skupa D.
E) A(P;) je maksimalna vrednost medu visinama f(&1,71), f(&2,12), - - -, f(En, 1)

5% Zaokruziti slova ispred krivih koje odreduju zatvorenu oblast.

x2 y2 x2 yZ X2 y x2 y x yZ
A=+Z =1 B=—-L=1 | D)— +Z=1 Ey-+LZ =1
)35 )3 75 O35 )35 '3%%

6~ Nekaje I = / / af(x,y) - g(x,y)dxdy, gde su funkcije f i g integrabilne nad S, a S je zatvorena oblast odredena
S

krivamay = x,y = 2 —x iy = 0. Neka je 51 zatvorena oblast odredena krivamay = x,y = 0ix = 1,a 5;
zatvorena oblast odredena krivama x = 1, y = 2 — x iy = 0. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

Al =u //f(x,wdxdy-g(x,y)+f(x,y)-//g(x,y)dxdy
S S
B)I = (x//f(x,y)dxdy-//g(x,y)dxdy
S B

Ol= vc//f(x,y) -g(x,y) dxdy
S
D)I=u //f(x,y)-g(x,y) dxdy+//f(x,y) -g(x,y) dxdy
S1 Sy

E)l =« //f(x,y) dxdy + //g(x,y) dxdy
S S2

4 3
7% Neka je I = / ( / xIn (x*+7) dx) dy it = x? + 7. ZaokruZiti slova ispred taénih tvrdenja.
-4 \1
oi=2 " (Pmea)ay  mi=[ ([ 2a)a C I (2
=z tdt = —dt =
) 2/4(/1n >y ) /4(1 > )y O)1I 8/1x1n(x—|—7)dx
3 4
D)I= / < / xIn (x2 +7) dy> dx E) I je veli¢ina povrSine oblasti integracije.
1 —4

8~ Neka je I = / / dxdy, pri ¢emu je D zatvoren i ogranien skup takav da mu je rub po delovima glatka kriva.

ZaokruZiti slovaDispred tacnih tvrdenja.

A) D je dvodimenzionalna oblast i I predstavlja veli¢inu povrSine oblasti D.
B) D je trodimenzionalna oblast i I predstavlja veliinu zapremine oblasti D.
C) D je dvodimenzionalna oblast i I predstavlja veli¢inu zapremine oblasti D.

D) I predstavlja veli¢inu zapremine tela odredenog ravnima z = 0 iz = 1 i pravom cilindricnom povrsi koja u
xQOy ravni iseca oblast D.

E) I ne moze da predstavlja veli¢inu zapremine trodimenzionalne oblasti.
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9" Neka je za integral / / y dxdy uvedena smena promenljivih x = 3p cos 6,y = 5psin6, gdejep > 016 € [0,27],

D
da(x, . : : .
inekaje | = BE; ]9/; . Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
% 2 E 3
A)J=p B) ] =15p 0)J=0 D)J=|% % E) =3 d
ox oy %

10~ Neka je za integral I = / ydxdy uvedena smena promenljivih x = 3pcosf, y = 5psinf, gde je p > 0

D
i6 € [0,27], i neka je D, oblast odredena grani¢nim krivama oblasti D zapisanim preko promenljivih p i 6.
ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A = / / 50 sin 0dpd6 B) = / 50 sin 6dpdo C)I= / 502 sin 8dpdo
D Do Dps
D)I = / 750 cos 0dpd6 E)I = / 750° sin 0dpd6
ng DpG
Test 1.9

17 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Translacijom jedini¢ne kruZnice sa centrom u koordinatnom pocetku duz x-ose u pozitivnom smeru za 4 jedi-
ni¢ne duzi dobija se kruznica (x +4)? + y? = 1.

B) Translacijom jedini¢ne kruZnice sa centrom u koordinatnom pocetku duZz y-ose u negativnom smeru za 3 jedi-
ni¢ne duzi dobija se kruznica x> + (y +3)? = 1.

C) Presek povrsi x> — y?> = 11z = 1 je hiperbola.
D) Presek krivih x> 4+ 3% = 1i x> — y? = 1 je tatka.
E) Presek krivih x2 + y? = 1i x2 — y? = 1 je prava.

2% Zaokruziti slova ispred integrala Cija je oblast integracije zatvorena oblast odredena krivama: x = 0, y = 0i
x—y=1

A)/ </ xdy) dx B)/ </ dy) dx C)/OH< OHdex) dy
D)/ </ X — —1)dx>dy E)/_1</0 G/de>dy

1 1
3% Nekaje I = / ( / (x + yz) dx) dy. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
0

1 11 5
= _= BJI=_—"" =~
A) I 5 ) I 3 O >

D)I:/_12</Ol(x+y2)dy>dx E)I:/lzxdx+/()1y2dy

1/ 1
4~ Neka je [ = / < / 2sin(2y+1) dy) dx it = 2y + 1. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
0 0

1/ 1 1/ /3
A)I:2/O (/0 sintdt)dx B)I:/l(l—cosl)dx C)I:/O (/1 sintdt)dx
. 0
1 3 1
D)I:/0 (cos3 —cos1)dx E)I = (/1 sintdt)-(/o dx)
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57 Neka je I = / / f(x,y)dxdy, pri ¢emu je D zatvoren i ograni¢en podskup od IR? takav da mu je rub po delovima
D

glatka kriva. Rimanova integralna suma funkcije f za podelu P, = {Dj, Dy, ..., D, } oblasti D je definisana sa

n
Li(f, Pn) = 2 f(&;, ;) AD;. Zaokruziti slova ispred tatnih tvrdenja.
i—1

A) I je definisan kao grani¢na vrednost od I, (f, Py, ) kada maksimalni dijametar podele oblasti D teZi ka 0.
B) AD; je povrSina oblasti D;, gdejei =1,2...,n.

C) AD; je zapremina cilindri¢nog tela ¢ija je osnova D;, a visina f(&;,77;), gdejei =1,2...,n.

D) I je definisan kao grani¢na vrednost od I, (f, P ) kada maksimalni dijametar podele oblasti D teZi ka oco.
E) I = I,(f, Pu)

6~ Neka su funkcije f i g integrabilne nad obla§¢u D C IR?, a F i G neprekidne realne funkcije jedne realne promen-
ljive. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) / / F(x)- G(y) dxdy = / / F(x) dxdy - / / G(y) dxdy
D D D

B) //F(x) -G(y) dxdy = F(x) - //G(y) dxdy
D D
C) Ako je D = D; U Dy, tada je //f(x,y) dxdy = //f(x,y) dxdy + //f(x,y) dxdy.
D Dy D»
D) Akoje D = D1 U Dy i D1 N Dy najvise kriva, tadaje [ [ f(x,y)dxdy = [ | f(x,y)dxdy+ [ [ f(x,y)dxdy.
s e

E) / / Bf(x,y) — 8(x,y)) dxdy =3 / / f(x,y) dxdy — //g(x,y) dxdy
D D D

7% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Podintegralna funkcija dvostrukog integrala je realna funkcija dve realne promenljive.
B) Podintegralna funkcija dvostrukog integrala je realna funkcija jedne realne promenljive.

C) Geometrijsko znacenje dvostrukog integrala je veli¢ina zapremine tela izmedu povrsi definisane podintegralnom
funkcijom nad obla$¢u integracije i ravni z = 0.

D) Geometrijsko znaCenje dvostrukog integrala je veli¢ina povrsine zatvorene oblasti izmedu krive odredene pod-
integralnom funkcijom nad oblas¢u integracije i x-ose.

E) Podintegralna funkcija dvostrukog integrala je funkcija koja preslikava podskup skupa R u R?.
1 2 1 1
8~ Nekaje I; = / </ 2y(x+1) dy> dx,aly = / (/2 e dy> dx. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
-1 1 -1 x

2 4
AL =0 B) L, =6 COL=0 D)L= 3 )L =

9~ Neka je I = / / f(x,y) dxdy. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
x24y2<1
A) I predstavlja veli¢inu zapremine tela pravog valjka ¢ija je donja osnova jedini¢ni krug u ravni z = 0, a visina 1.
B) Za f(x,y) > 0 I predstavlja veli¢inu zapremine tela ograni¢enog povrsima: x> +y*> = 1,z = f(x,y) iz = 0.
C) Za f(x,y) = 1 I predstavlja veli¢inu povrsine povrsi x> + y? = 1.
D) Za f(x,y) = 1 I predstavlja veli¢inu povrine oblasti x> + y? < 1.

E) Vrednost integrala I ne moZe biti negativna.
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10~ Neka je u integral I = dxdy uvedena smena na polarne koordinate: p € [0,00) i 6 € [0,27] i neka je S nova
x2412<4
oblast integracije. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
Al = //dpd9 B)I = //p2 cos 6 dpdf C) S je pravougaonik.
S S
D) x = pcosf, y = psind E) x = psinf, y = pcos0
Test 1.10

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Grafik funkcije f : D € R — R? je povrs.
B) Grafik funkcije f : D € R? — R je povrs.
C) Kriva y = |x| definisana na intervalu (—1, 1) je glatka.
D) Ako skup D C IR? nije ograni¢en, tada postoji pravougaonik koji sadrZi skup D.
E) Ako je skup D C IR ogranicen, tada postoji zatvoreni interval koji sadrZi skup D.

2% ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Povrs data jednaCinom x = y je ravan.

B) Povrs data jednacinom x? + y2 = z je paraboloid.

2

C) Presek povrsi x© = z iz = 1 je parabola.

D) Presek povrsi x2 + y? = 11y = 0 su dve tacke.

E) Kriva data jednacinom x> — y2 = 0 je parabola.

3% Neka je skup D ograniCen i zatvoren, sa rubom koji je po delovima glatka kriva, a f : D C R?> — R
ograni¢ena funkcija. Neka je P, = {D1,Dy,...,D,} proizvoljna podela oblasti D s osobinom da je D =
DiuUuD,U...UDy, a D;N Dj, i # j, je najviSe grani¢na kriva za svako i,j = 1,2,...,n. Neka su tacke
(¢1,m),(&2,12), .., (En, ) proizvoljno izabrane, redom, iz podoblasti D1, Ds, ..., D,,. ZaokruZiti slova ispred
zavrSetaka reCenica kojima se dobijaju tacna tvrdenja.

Ako je I dvostruki integral funkcije f nad oblas¢u D, tada je ...

A) I Rimanova integralna suma.

n

B)I = A(gr{\ oY f(E,1)AD;. gde je A(Py) dijametar od Py, a AD; visina od Dy, i = 1,2, n.
n) V=1

n
OI= Ef((’j,-, 1;)AD;, gde je AD; dijametar od D;, i = 1,2,...,n.
i—1

n
D) = A(71)ir3f1 . Zf(@i, 1:)AD;, gde je A(P,) dijametar od P, a AD; povi§inaod D;, i =1,2,...,n.
n)7Vi=1

n
E)I = AUlDir)n . Zf((’jl, 7;)AD;, gde je A(P,) dijametar od Py, a AD; zapreminaod D;,i =1,2,...,n.
n)=Vi=1

4~ Neka je u integral [ = / / f(x,y) dxdy uvedena smena na polarne koordinate: p € [0,00) i 6 € [0,277] i neka je
D

S nova oblast integracije. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) p predstavlja rastojanje tacke od koordinatnog pocetka u xy koordinatnom sistemu.

B) x = psinf, y = pcosf C)x=0sinp, y=~0cosp

D)I = //f(psin@,pcos@)pdpd@ E) g(x,y) =p
S

(0, 0)



2.1. DVOSTRUKI INTEGRALI 37

5 Neka je dvodimenzionalna oblast D ograni¢ena i zatvorena, sa rubom koji je po delovima glatka kriva. ZaokruZiti
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)//cos(x+y)dxdy://cosxdxdy+//ydxdy
D D D

B) // (cosx +cosy) dxdy = //cosxdxdy+//cosydxdy
D D D

()] // (cosy + cos x) dxdy = //cosydxdy+ //Cosxdxdy, gdeje D = Dy UD,
D Dy "Dy
cos (x + ) 1
D) //fdxdy: E//cos(x—l—y)dxdy
D D

E) //cos(nx—i—y)dxdy: n//cos (x +y) dxdy
D D

2/ 2 1/ Y
6~ Nekaje I; = / ( / 3x? dy> dx,al, = / < / (VY +2x) dx) dy. ZaokruZziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
0 \Jx o \Jo

AL =0 B, =4 OL=1 D), =05 E)L=-3
0 13
7% Neka je I = / < / 5 (x+v?) dy> dx. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
-2 \Jo
1 /0 1
A)l=—= X+ |dx B)I=1 Ol=-1 D)I=-2
2 /)2 3
3 0 1 5 p p
E)yl == / / X+ > X
=5/, < | () dy
8 Zaokruziti slova ispred integrala Cija je oblast integracije zatvorena oblast odredena krivama: x = —1, x = 1,
y=1liy=x2

A)/_11</1x2,/x2+yzdx> dy B)/11</01,/x2+yzdy> dx C)/11</;\/ydy>dx
D)/01</_11xydx>dy E)/()l</_g(x+y)dx)dy

- L4
9% Nekaje I = / ( / ’ (cos x +4y) dx> dy. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
0o \Jo

AI=7m B)I=m-n Ol=n+1

T T
2 2

dy

7T
D)I:/ (—sinx + 4yx)
0 0

T
dy E)I:/ sin x
0

0

107 Nekaje I = / / f(x,y) dxdy gde je oblast D ograniena i zatvorena, sa rubom koji je po delovima glatka kriva, a
D

funkcija f neprekidna na D. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Akoje f(x,y) =1, tada I predstavlja veli¢inu povrSine oblasti D.
B) I predstavlja veli¢inu povrSine oblasti D.

C) I predstavlja veli¢inu zapremine tela ograni¢enog povrsima: z = f(x,y), z = 0 i pravim cilindrom koji u xOy
ravni iseca oblast D.

D) I predstavlja veli¢inu povrine povr§i x = f(x,y) definisane za (x,y) € D.

E) Vrednost integrala I je nenegativna.
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2.2 Trostruki integrali

Test 2.1

17 Zaokruziti slova ispred parova povrsi &iji presek je kruZnica.
A +y>=1y=0 B)z2 =x*+1y? z=2 Ox+y+z=3,2z=0
D)z:x2+y2,z:3 E)z:xz,yzl

27 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

n
U definiciji trostrukog integrala ///f(x, y,z)dxdydz = /\(}Dim Y f(&ini Ci)AT; ...
0
T i=1

n

A) A(P,) je zapremina najvece podoblasti u podeli P, oblasti T.
B)T,NTN...NT, =T

C) AT; je zapremina podoblasti T;, zai = 1,2,...,n.

D) (&3,13,{3) je proizvoljna tacka oblasti Tj.

E) f(&;,1i, Ci)AT; je zapremina podoblasti T;, zai = 1,2,...,n.

3% Zaokruziti slova ispred integrala Cija je oblast integracije zatvorena oblast odredena povr§ima: x = 0, x = 3,

z=4iz=y>

A)/{(/E(/{zdz)dy)dx B)/()Z(/y;:(/oz\/}dx>dz>dy
C)/Z(/O (/yzwdz>dx>dy 1))/O (/_2</de>dy>dz
E)/22</;</03(y+1)dx>dz>dy

4% U xyz koordinatnom sistemu, sa koordinatnim poc¢etkom O, su date povrs x? y2 = 4 i tacka T koja leZi na njoj.
Neka su p € [0,00),6 € [0,271] i h € R cilindri¢ne koordinate. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) 0 predstavlja ugao izmedu duzi OT i pozitivnog dela x-ose.
B) 6 predstavlja ugao izmedu duzi OT i pozitivnog dela y-ose.
C) 6 predstavlja ugao izmedu duzi OT i pozitivnog dela z-ose.
D) Povr3 x* + y* = 4 u pfh koordinatnom sistemu ima jedna&inu p = 2.

E)x =pcosf,y = psinb, h =z

5% Neka je trodimenzionalna oblast T zatvorena, ograni¢ena i sa rubom Kkoji je po delovima glatka povrs. ZaokruZiti
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) ///(x+z) dxdydz = ///xdxdydz+ ///zdxdydz
T T T
B) ///(x-z)dxdydz = ///xdxdydz : ///zdxdydz
T T T
0) /// (x* +y* +2%) dxdydz > 0
T
D) ///x dxdydz = ///x dxdydz + ///x dxdydz za proizvoljne oblasti T; i T, takve daje Ty U T, = T.
T T T

E) / / / y - zdxdydz = / / y dxdydz - / / / 2 dxdydz za proizvoljne oblasti Ty i T takve daje Ty U T, = T.
T T T
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6 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)/l1 (/01 (/Ozyzdx> dy) dz — (/1lzdz> </01ydy> </0de>
B)/_l1 (/01 (/Ozyzdx> dy> dz:/_ll </01yzzdy> dz

o ([ ([e))o- [ ([ (1))
1))/02 </ZZ </03xex+ydx> dy) dz:2/03 </22xex+yd§/> dx

o [ ([ ([ aevas)a)as= ([ (s] - [eran) ar)

7% Neka je I = / / / e* cos y dxdydz, pri Cemu je zatvorena oblast T odredena povr§ima: x = 0, x =1,y = — i
T

Ea
y= g, z = —21iz = 3. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
1 z 3 1 2 /3
A= </ exdx> </ cosydy) </ dz) B)I:/ / / e cosydxdydz
0 -z -2 0 J-FJ-=2
C)I=—10e D)I=2(c—e?) E)I=10(e —1)

8" Neka je zatvorena oblast T odredena povr§ima: x = 0,y =0,z =0,x =1,y =1iz = x4+ 1. Nekaje V
zapremina tela T. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)V:/{/(xﬂ)dxdydz B)V:/{/(z—ndxdydz C)V:/{/dxdydz
1 1 x+1 x+1 1 1
D)V:/O </0 </0 dz)dy)dx E)V:/O (/0 (/0 dz>dy)dx

3/ 47/ 1
9 Nekaje I = / < / < / 6xz> dz> dy) dx. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
1 \J4 /1

A)I=0 B)I =48 COI1=20 D)I=72 E) I =288

4/ 8/ (3
10~ Neka je [ = / < / < / (2x + z) dx) dy> dz. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
3 \Js5 -1

A) I =66 B)I =24 C)I:% D) I =108 E)I =96

Test 2.2

17 Zaokruziti slova ispred povrsi za koje vazi da im sve nivo linije imaju iste jednacine.
2 2

nL+l =1 BYry =7 0F+=z D4y =4 BP=:

3 1 y° 1
27 Neka je I = / < / ( / <—f> dx) dy) dz. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
-3 \Jo 1 X

9 36 33 36
A)I=0 - -2 S _ 2
) B)I=_ 0= D) I 5 E)l= 7

3% Zaokruziti slova ispred vrednosti koje su jednake zapremini oblasti odredene povr§imax +y =2,z = —2,x =0,
y=0iz=23.

A) 10 B) 20 C) 40 D) 0 E)2
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4% Neka su f i g realne funkcije tri realne promenljive koje su integrabilne nad trodimenzionalnom oblaséu T. Zao-
kruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) ///f(x,y,z) dxdydz = ///f(x,y,z) dxdydz + ///f(x,y,z) dxdydz ako je T = Ty N Ty.
T T T

B) ///f(x,y,z) dxdydz = // f(x,y,z)dxdydz + ///f(x,y,z) dxdydz akoje T = Th'UTr, aTh N Ty je
T T1 TZ

grani¢na povrs tela T7 i Tp.

O) /// (f(x,y,2) +g(x,y,2)) dxdydz = // lf(x,y,z) dxdydz + ///g(x,y,z) dxdydz
D)///fxy, g(xy,z dxdydz—///f x,Y,z)dxdydz - ///gxy, dxdydz
E) /// (f(x,y,2))? dxdydz = ///f(x,y,z) dxdydz - ///f(x,y,z) dxdydz

T T T

57 Neka je T trodimenzionalna oblast takva da su date podintegralne funkcije integrabilne nad njome. ZaokruZiti
slova ispred tacnih tvrdenja.

A) ///nsinx-lny-tgzdxdydz = n///sinxdxdydz-///lnydxdydz-///tgzdxdydz
T T T T

B) ///(nsinx—lny-tgz) dxdydz = 1 (///sinxdxdydz// lny-tgzdxdydz)

(0)) /// msiny —Iny - tgz) dxdydz:n///smxdxdydz—// Iny dxdydz - ///tgzdxdydz

D) /// (In7-sinx +3tg’z dxdydz—ln7///smxdxdydz+3/// tg? z dxdydz

E) /// (xy +In7-e¥ —tg?3z) dxdydz = ///xydxdydz+ln7///eydxdydz—///tgz?)zdxdydz
T T T T

6 Nekaje I = /
1

A)I:/On (/:( s1nydz> >

B)I=0 C)I1=3 D)I=2 E)I =—-

2
< < siny dz) ) dx. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

7% Nekaje [ = // dxdydz, gde je T telo koje je odredeno povrsima y = x?, x = y%,z = —11iz = 1. Zaokruziti

T
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)I:/_l1 (/ZZ (/Oldx)dy>dz B)I:/O1 (Lf(/_lldz>dy)dx

C)I:/_ll(yZ_xZ)dz 1))1:/01(/1 (\/}_x2)dz)dx

E)I:/O1 (Lf(/_lldx>dy> dz
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8~ Neka je I = / / / \/x%2 + y? + z%2 dxdydz, gde je T trodimenzionalna oblast .
T

odredena sa sferom x? + y? + z? = 472, i neka je uvedena smena na sferne
koordinate p, 6 i ¢, pri ¢emu su p, 6 i ¢ definisani kao na slici 2.2.1. ZaokruZiti
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)p>0,0€0,2m), ¢ €[0,27)

B) Apsolutna vrednost Jakobijana uvedene smene je p2 Cos @.

C) Nova podintegralna funkcija je ,02 cos @.

D) Oblast T se transformise u kocku.

E) Nova oblast ;}gtegracu; je odredena ravnima: p = 0, p = 27, 0 = 0, Slika 2.2.1

9:27‘[’(P:—E’(P:E

9% Neka je V zapremina jedini¢ne lopte L sa centrom u koordinatnom pocetku i neka su p, 6 i ¢ sferne koordinate
definisane kao na slici 2.2.1. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)Vz/{/«/x2+y2+22dxdydz B)V:/_ll </_11 (/_11dz)dy> ix

C)V:/11 (/11 </111/x2+y2+22dz>dy>dx D)V:/gﬂ </02n</11dp)d9>dcp
z 27 1 :

E)V:/_g (/0 </0 pzcosq)dp> d9> de

10 Neka je I = / / / f(x,v,z) dxdydz, pri ¢emu je T zatvoren i ogranicen podskup od R® takav da mu je rub
T

po delovima glatka povr§. Rimanova integralna suma funkcije f za podelu P, = {T1,Ty,..., Ty} oblasti T je

n
definisana sa I, (f, Pu) = Y f (i, i, {;) AT;. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
i=1

A) AT, je zapremina cilindri¢nog tela ¢ija je osnova Tj, a visina f(G;, 17, (i), gdejei =1,2...,n.
B) AT; je zapremina tela T;, gdejei = 1,2...,n.

C) I je definisan kao grani¢na vrednost od I, ( f, P,) kada dijametar podele oblasti T teZi ka oco.
D) I je definisan kao grani¢na vrednost od I, (f, Py, ) kada dijametar podele oblasti T teZi ka 0.

E) I = In(f/pn)

Test 2.3

1> Neka je T zatvoren i ogranicen podskup od IR? takav da mu je rub po delovima glatka povrs. ZaokruZiti slova
ispred tacnih tvrdenja.

A) U definiciji trostrukog integrala funkcije f nad T dijametar podele oblasti T tezi ka co.

B) U definiciji trostrukog integrala funkcije f nad T dijametar podele oblasti T teZi ka nuli.

C) Trostruki integral funkcije f nad oblas¢u T je definisan kao zbir zapremina odredenih podelom oblasti T
D) Trostruki integral nema geometrijsko znacenje.

E) Trostruki integral funkcije f nad oblas¢u T je definisan kao Rimanova integralna suma funkcije f za podelu
oblasti T.

2/ 3/ r4
2% Dat je integral I = / ( / ( / xSyZZ dz) dy> dx. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
0 0 0

A)I=4-8-9 B) I =489 C) =148
D) Oblast integracije je kvadar. E) Oblast integracije je kocka.
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3> Neka je skup T C IR® zatvoren, ograniten i sa rubom koji je po delovima glatka povrs. ZaokruZiti slova ispred
tacnih tvrdenja.

A) /4/(3—#99() dxdydz = 3/{/dxdydz+3/{/xdxdydz
B) ///xy5 dxdydz = ///x5dxdydz . ///y5dxdydz
T T T
(0)) /!/y dxdydz = y/! dxdydz
D) ///(3x+y—z)dxdydz = 3///xdxdydz—|—///(y—z)dxdydz
T T T
V2 =2
E) /Z/ 2dxdydz Z/l/dxdydz

2 2 1
4% Dat je integral I = / < / < / \/édg> dh) df. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
0 0 \Jo

A)I:/Ozn</02\fg</oldg>dh>d9 B)I:/()2</02n</01\fgdg>d0>dh
C)l= 0271\@(/02(/0:51@)5114)219 D)I=2r
E)Iz(/o \/édg)) </Ond9> </O dh)

21 1 1
5% Dat je integral I = / < / ( / ng) dh) d0. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
0 0 0
Al=rm B)I =21 O I=4n
D) I je povrsina omotaca pravog valjka visine 1 i baze poluprec¢nika 1.
E) I je zapremina pravog valjka visine 1 i baze poluprecnika 1.
6~ Neka je telo T odredeno povrsima z = 0, z = 4 i x> + y* = 1. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Telo T je prizma. B) Telo T je krug. C) Telo T je valjak.
D) Projekcija tela T na ravan z = 0 je jedini¢ni krug.

E) Projekcija tela T na ravan z = 0 je pravougaonik povrsine 4.

2 2—x x2+z2+1
7% Nekaje I = / / / dy | dz | dx. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
JO 0 0

A) Zapremina tela Ty = {(x,y,2) € R3 |0<x<2 0<y<2 0<z<1}jedatasaintegralom I.
B) Zapremina tela T, = {(x,y,z) € R3 |0 <x<20<z<2-x0<y< x2—|—22—|—1}jedata sa

integralom 1.
2—x 23 2—x
+ |5 +z dx.
0 3 0

C)I:/O2 (xz(z)
Dyl /Oz—x </02 </Ox2+z2+1 dy) dx) .

E) Povrsina omotaca tela T, = {(x,y,z) € R3 |0<x<20<z<2-x0<y< x? +zz+1}je data sa
integralom 1.
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8> Neka je D zatvorena dvodimenzionalna oblast odredena krivom x? -+ y2 = 1. ZaokruZiti slova ispred vrednosti V
koje odgovaraju zapremini tela koje je ograni¢eno: paraboloidom z = x? + yz, cilindri¢nom povrsi x% + yz =1i
ravni z = 0.

AV = // (2 + ) dxdy BV — /D/ (/1x2+y2 dz) dxdy ©V = /D/ </Ox2+y2 dz) dxdy
D)V = //(/ e >dxdy E)V = // 4+ y* — 1) dxdy

9~ Neka je telo T odredeno povi§imax = 0,y = 0,z = 0, x = —1, y = 1, z = 2. ZaokruZiti slova ispred izraza
koji su jednaki integralu / / dxdydz.
T

A)2 B)/:(/Oldy)dz C)/(f(/()l(—l)dy)dz
D)/ (/ dz)d E)/_01</02</01dy>dz>dx

10~ Neka je integral [ = / / / \/ %% + y? + z2 dxdydz i neka su uvedene sferne koordinate ¢, ¢ i 6, definisane sa

X = 0cos@cost,y = QZOS @sin 0, z = g sin ¢. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Nova podintegralna funkcija bice QZ.

B) Nova podintegralna funkcija bice Q3 sin ¢.

C) Nova podintegralna funkcija bice Q3 CoS @.

T
D) Ako je T jedini¢na lopta sa centrom u koordinatnom pocetku, tada je [ = o
E) Ako je T jedini¢na lopta sa centrom u koordinatnom pocetku, tada je [ = 2

Test 2.4

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Grafik funkcije f : D € R — R® je povrs.
B) Grafik funkcije f : S € R® — R je povrs.
C) Paraboloid z = x? + y? definisan na krugu {(x,y) € R? | x> + y* < 1} je glatka povrs.
D) Ako je skup T C IR3 ograniéen, tada postoji kvadar koji sadrzi skup T.
E) Ako je skup T C IR? ogranien, tada postoji pravougaonik koji sadrzi skup T.

2 y x 2 1 1
2% Nekaje I; = / (/ (/ 6z dz> dx> dy, I, = / </ </2 (VY +2x) dy> dx> dz. Zaokruziti slova is-
o \Jo \Jo 1 \Jo \Jx

pred tacnih tvrdenja.

AL =0 B)IL =4 OL=1 D)L, =0.5 E)b=-3
0 1 1
3” Nekaje I = / < / ( / (x + yz) dz) dy> dx. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
-2 \Jo -2
0 1
A)I:—/ <x+3>dx B)I =2 C)l=-2 D)= —4
-2

1«:)1:3/02 (/01 (x+y2)dy>dx
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4% Neka je skup T ogranien i zatvoren, sa rubom koji je po delovima glatka povr§, a f : T C R3 — R ograni¢ena
funkcija. Neka je P, = {T1, Ty, ..., T,,} proizvoljna podela oblasti T s osobinomdaje T = Ty UT, U...U Ty,
aT;NTj, i # j, je najviSe grani¢na povrs za svako i,j = 1,2,...,n. Neka su tacke (C1,m,C1)s (&2,12,C2), -+,
(&, Mn, Cn) proizvoljno izabrane, redom, iz podoblasti Ty, Ty, . . ., T,. ZaokruZiti slova ispred zavrietaka reenica
kojima se dobijaju tac¢na tvrdenja.

Ako je I trostruki integral funkcije f nad oblascu T, tada je ...

A) I Rimanova integralna suma.

n
B)I = A(}Jir)n . Y f(&i 1i, Ci)AT;, gde je A(Py) dijametar od Py, a AT; povisinaod T;, i = 1,2,...,n
n)=0i=1

n
O)1I= Zf((;‘i, 1i,Ci)AT;, gde je AT; zapreminaod T;,i =1,2,...,n
i=1

n

D) = A(71911;n Zf((’ji, 1i, Ci)AT;, gde je A(Py) dijametar od Py, a AT; zapreminaod T;,i = 1,2,...,n
n) 7 =1

E)I = (7131r)n Zf &i,mi, Ci)AT;, gde je A(Py,) dijametar od Py, a AT; zapreminaod Tj, i = 1,2, .

5> Neka je T zatvoren i ograni¢en podskup od R® takav da mu je rub po delovima glatka povrs. ZaokruZiti slova
ispred tacnih tvrdenja.

A) /// sin (x 4+ y) dxdydz = /// sin x dxdydz + ///y dxdydz
B) /// sinx - sinzdxdydz = /// sinx dxdydz - /// sinz dxdydz
8 /// siny + sinxz) dxdydz = /// siny dxdydz + /// sin xz dxdydz

D) /// sin y dxdydz = /// sin (x + y) dxdydz

E) ///nsin(x+y+z)dxdydz:n///sin(x+y+z)dxdydz
T T

6 Neka je u integral [ = / / / dxdydz, gde je T valjak odreden cilindri¢nom povrsi x? 4+ y? = 1 i ravnima z = 0

iz = 1, uvedena smena na cilindri¢ne koordinate p > 0, 6 € [0,271] i h € R. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih
tvrdenja.

1 27 1
A) Valjak T se transformise u kvadar. B)I = / ( / ( / dp> d9> dh
0 0 -1

C) Jakobijan je 6. D)l = /01 (/Ozn </01pdp> de) dh
E)I:/_ll (/Ozn (/Olpdp>d9)dh

U z 3
7% Nekaje I = / < / ( / (sinx + 4y) dz) dx) dy. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
0 0 2

A =7 B)I =+ Ol=nr®-n
%
dy

7 n
dy E)I = / cos x
0 0

D)I:/ (cosx + 4yx)
0 0
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8" ZaokruZiti slova ispred integrala Cija je oblast integracije zatvorena oblast odredena povrSima: x = —1, x = 1,

y=-2,y=2,z=0iz=/x2+ 1>

oL rea)a)a o (L e ) o
o [,/ ([ veree)ada o () ([ ) o) a
E) / ( / ( / Ve xyzdx> dy) dz

9% Neka je V zapremina oblasti ograni¢ene ravnima: x = —1,x =2,y = 1,y = 2,z = —1 iz = 3. Zaokruziti
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

AV =12 B)V =2 | ZC)V/21</12</31dz>dy>dx
D)V = / </ (/ dx)dy)dz E)V:/l</1 3dy>dx

107 Neka je I = / / / f(x,y,z)dxdydz, gde je funkcija f integrabilna nad datom oblascu integracije. ZaokruZiti

x24y2+22<1
slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Za f(x,y,z) = 1 I predstavlja veli¢inu zapremine tela x> + y? + z% < 1.

B) Za f(x,y,z) = 1 I predstavlja veli¢inu povrsine povrsi tela x% + y? + 22 < 1.
C) Vrednost integrala I je pozitivna.

D) I predstavlja veli¢inu zapremine valjka visine f(x,y,z).

E) Vrednost integrala I ne moZe biti negativna.

Test 2.5

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Grafik funkcije f : T € R?® — R nema geometrijsku interpretaciju.
B) Presek povrsi \/x% + y> = ziz = —1 je kruZnica.

C) Presek povrsi x% + y? = z?

i x = 0 su dve paralelne prave.
D) Realna funkcija tri realne promenljive preslikava ureden par realnih brojeva u realan broj.

E) Realna funkcija tri realne promenljive preslikava uredenu trojku realnih brojeva u realan broj.

27 Nekaje I = / / / f(x,y,z) dxdydz. ZaokruzZiti slova zavrSetaka reenice kojima se dobijaju tatna tvrdenja.

U definiciji inteTgrala I..

A) T je podskup skupa IR.

B) T je zatvoren i ograniéen podskup od IR3 takav da mu je rub po delovima glatka povrs.
C) Funkcija f je periodi¢na.

D) I je grani¢na vrednost Rimanove integralne sume funkcije f.

E) I je zbir povrsina odredenih podelom oblasti T.
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3% Neka je oblast T ograni¢enaravnima: x = a,x = b,y =c,y =d,z=eiz = f,pricemujea < b,c < d,e < f,
a funkcije X, Y i Z neprekidne realne funkcije jedne realne promenljive. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)///X dxdydz—/X ) dx - /y ) dy

B /X0 Y0 dyaz = [[[x(axduaz - [[[ () dxayic

©) /Z/ (X(x)+Y(y))dxdydz:T / 4 /X(x)dxdydz:— / Z [¥(y) dxdyds

D /{/mx)+y<y>+z<z)>dxdydz: [ xwars ["vwars [ 26
B [z s~ [ xcoae vy [ 2000

4> Neka je sa V oznalena zapremina tela koje je odozgo ograniéeno paraboloidom z = 1 — x% — yz, a odozdo s ravni
z = 0. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

AV = // dxdydz B)V = // (1—x* —y?) dxdy

x2+y2<1 x24+y2<1
1—x2—
V= // (/ )dxdy D)V = // (1% —y?) dxdydz
2hype<t x24y2<1

E)V = // dxdydz
1-x2—

1 1 x24y? z z cos x
5% Nekaje I} = / / / dz |dy |dx, a I, = / (/ </ sinydz> dx) dy. ZaokruZziti slova
o \/-1\Jo — \Jo 0

ispred tacnih tvrdenja.

4 2
A)Ilzg ]3)11:§ OL=2 D)L =-1 EYL=1

6~ Zaokruziti slova ispred integrala ¢ija je vrednost jednaka zapremini oblasti integracije.

A)/O1 </02 (/jm) dy) dx B)/]1 (/01 </02(x+y)dz>dy> dx
C)/11 (/01 (/02(x2+y2) dz)dy)dx 1))/22 (/11 (/Ode)dy>dx
E)/l1 </12 </0xdz>dy>dx

7% Zaokruziti slova ispred integrala ¢ija je oblast integracije zatvorena oblast odredena povrSima: y = x2, y=1,
z=0iz=2.

A)/ (/ (/ fdz)dx)dy B)/_l1 (/01 (/02(x+y)dz>dy>dx
C)/1</X2</0 %dz)dy)dx D)/02</xi(/01\/§dx)dy>dz
E)/()Z(/O] (/11x2dx)dy)dz
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8" Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.

A)/}(/lz(/y:dz)dy>dx0 | | B)/11</12(/yxdz>dy>dx:—3
C)/0 </y1 (/1 \/y?dz)dx)dyz/o (/y1</1 y—3dz)dx)dy
D)/Ol</yl</lz\/gﬁdz)dx>dy:4 E)/J(/yl(/lz\/y?dz)dx)dy:;‘;

9~ Nekaje I = / / / f(x,y,z) dxdydz, gde je f neprekidna funkcija, a oblast T ograni¢ena povr§ima: x = 0,y = 0,
T

z=0,x =1,y = 2, z = x. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)I:/Ox (/02 </01f(x,y,z)dx>dy>dz B)I:/Ox </01 </02f(x,y,z)dy)dx>dz
C)I:/O1 </02 </Oxf(x,y,z)dz>dy)dx D)I:/O2 </01 </Oxf(x,y,z)dz)dx)dy
E)I:/O2 (/Ox </01f(x,y,z)dx>dz>dy

10~ Neka je u integral I = / / / f(x,y) dxdy, gde je funkcija f integrabilna nad T C R3, uvedena smena x = uv,
T

U .\ . _ .
y = —, z = w. ZaokruZiti slova ispred taCnih tvrdenja.
v

dx dx  Ox
a2y 88 p) 2yz) _ 2u
o(u,v,w) FO T %ig a(u,v,w) v
ou dv  Jw
dx  dx  ox
) duv,w) | % % % D) o(u,v,w) _ I
a(x,y,z) o a(x,y,z) v
ou Jdv Jdw

Test 2.6

1¥ Neka je trodimenzionalna oblast T zatvorena, ograni¢ena i sa rubom koji je po delovima glatka povr§, a f i g
realne funkcije tri realne promenljive integrabilne nad T. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) ///nxyz dxdydz = nxyz// dxdydz
T T

B) ///Zf(x, y,z)-3g(x,y,z)dxdydz = 2///f(x,y,z) dxdydz - 3///g(x,y,z) dxdydz
T T T

C) /// (2f(x,y,2z) —3g(x,y,2)) dxdydz = 2///f(x,y,z) dxdydz — 3///g(x,y,z) dxdydz
T T T

D)///(x-l—y—l—z)dxdydz:///xdxdydz-l—///ydxdydz-i—///zdxdydz
E)///(x+y+z)dxdydz:///xdx+///ydy+///zdz
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b/ opd [ rf
2% Nekaje I = / (/ (/ (F(x)+G(y) + H(z)) dz) dy) dx, gdesua,b,c,d,ei f realne konstante, a F, G i

H neprekidne realne funkcije jedne realne promenljive. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A= /abH(z)dz+/ch(y)dy+/efF(x)dx

mi= [ ([ ([ odz)av)av+ [ ([ [ )+ ) az) ) ax
o 1= ([ i) ([ cway) ([ mea:)

D)l = /abp(x) (/CdG(y) (/f H(z)dz> dy> dx

E)— /abH(z) </ch(y) (/EfF(x)dz> dy> dx

3% Neka Ty, Ty, ..., T, Cine podelu P, trodimenzionalne oblasti T, neka (;,#;,¢;) € T, i = 1,2,...,n i neka
je trostruki integral definisan formulom A(71>i:)n—>0§ f(&i,mi, 0)AT; = / / / f(x,y,z)dxdydz, gde je f realna
funkcija tri realne promenljive. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja. !

A) Ty, T, ..., T, sudvodimenzionalne oblasti.
B) T1, T, . .., T}, su trodimenzionalne oblasti.
C) f(&2,12,C2) je visina podoblasti T».

D) f(&3,13,{3) je dijametar podoblasti T3.

n
E)I, = Z f (&, 1:, C;)AT; je Rimanova integralna suma funkcije f nad oblaséu T.
i=1

1 x y
47 Neka je [ = / ( / < / xyz dz> dy> dx. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
0 0 0

A)I:% B)I:—% C)I:/0x</0y</oldx>dz>dy
1

D)I= 18 E)I=0

5% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A) x% +y? — 22 = 0 je povr3. B) x2 + y? — z2 = 0 je jednaCina kruga.
C) x> + y2 — 2% =1 je jednaina konusa. D) x? + y2 + z% = 1 je jednacina sfere.

E) x> + y? + z = 1 je jednaina ravni.
6~ Neka je [ = / / dxdydz, gde je T zatvorena oblast odredena paraboloidom x? 4+ y?> +z = 1 i xOy ravni.
T

Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

w LT e e L (1 )
OlI= /_11 < _\;\/?i; </01—x2—y2 dz) dx) dy D)I = /01 (/0 o </01—x2—y2 dz) dx) dy
E)I = /_11 </01—x2 </01—x2—y2 dz) dy) dx
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2/ 2/ /1
7% Nekaje I} = / (/ (/  (—cosx) dz) dy) dx,al, = / </ </ ledz> dx) dy. Zaokruziti slova
-1 1 0 1

2

o,

ispred tacnih tvrdenja.

AL = —In4 B)I; =2In2 C)L =0 D)L =-3 E),= =

8™ Neka je za izraCunavanje integrala I = / / / (x2 + y2)2 dxdydz, gde je T

T
trodimenzionalna oblast odredena s povrsi x2 + y? + z2 = 2, uvedena smena
na sferne koordinate p, 6 i ¢, pri cemu su p, 0 i ¢ definisani kao na slici 2.2.2.
ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Jakobijan ove smene je p? cos .
B) Jakobijan ove smene je p° cos® ¢.
C) Nova podintegralna funkcija je p6 cos’ Q.
D) Nova podintegralna funkcija je p4 cos* Q.
E) ¢ € [0,27)

Slika 2.2.2

9" Neka je V zapremina lopte sa centrom u koordinatnom pocetku i poluprecnika 3. ZaokruZiti slova ispred tacnih
tvrdenja.

A) V se ne moze izraCunati pomocu trostrukog integrala.

o= ([ () )
v (12 () )

27 27
D)V = / </ </ dp> d@) de, gde su p, 8 i1 ¢ promenljive u sfernim koordinatama sa slike 2.2.2.
0 0 -3

z 27 3
E)V = / ’ ( / ( / 0% cos @ dp> d9> de, gde su p, 6 i ¢ promenljive u sfernim koordinatama sa slike 2.2.2.
-z \Jo 0

10> Zaokruziti slovo ispred preseka povrsi S = {(x,y,z) € R3|x? 4+ y? = z2} i xOy ravni.

A) JediniCna kruZnica B) Jedini¢ni kvadrat C) Parabola
D) Prava E) O(0,0)
Test 2.7

17 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

n
U definiciji trostrukog integrala funkcije f nad oblaséu T, / / / f(x,y,z)dxdydz = A(71)ir;r1 Y f(&ini Ci)AT;,
—0
T n i=1
A) Ty, Ty, ..., T, sudvodimenzionalne podoblasti oblasti T.
B) P, predstavlja podelu {Ty, Ty, ..., T, } trodimenzionalne oblasti T, gde n € IN.
C) AT; je zapremina podoblasti T; iz podele Py, pri cemujei =1,2,...,n
D) A(P,) je najkraca stranica medu stranicama kvadrova koji ¢ine podelu Py,.

E) f(&;, i, C;) je proizvoljna tacka iz oblasti T, gde je i = 1,2,...,n

2/ px/ gl 1/ 1/ 41
2% Nekaje [; = / (/ (/ 2z(x +y) dz> dy) dx,al = / </ (/ /3 dy> dx) dz. Zaokruziti slova ispred
1 \Jo \Jo —2\Jo \/Jx

tacnih tvrdenja.
AL =3 B) =35 OL=7 D), =625 E), =1
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3™ Neka su funkcije F, G i H neprekidne realne funkcije jedne realne promenljive, a funkcije f i ¢ integrabilne nad
i p J€ ] p ] ] 8 g
oblaséu T C R3. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) ///F(x) -G(y) - H(z) dxdydz = ///F ) dxdydz - ///G z) dxdydz
T

B) ///F(x) -G(y) - H(z) dxdydz = ///P(x) dxdydz - ///G(y) dxdydz - ///H(z) dxdydz
T T T T

C) Akoje T = Ty U Ty, tada je ///f(x, y,z)dxdydz = ///f(x,y,z) dxdydz + ///f(x,y,z) dxdydz.
T T T

D) Ako je T = Ty U Ty, a Ty N T, najvise povrs, tada je ///f(x,y,z) dxdydz = ///f(x, y,z) dxdydz +
T T

+///f(x,y,z) dxdydz.
E)/// Bf(x,y,2z) —g(x,y,2) dxdydz—3///f X, Y,z dxdydz—// g(x,y,z)dxdydz

4% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Podintegralna funkcija trostrukog integrala je realna funkcija tri realne promenljive.
B) Podintegralna funkcija trostrukog integrala je realna funkcija dve realne promenljive.
C) Podintegralna funkcija trostrukog integrala je funkcija koja preslikava podskup skupa R u IR3.

D) Geometrijsko znacenje trostrukog integrala je veli¢ina zapremine tela ograni¢enog povrsi definisanom podinte-
gralnom funkcijom nad oblas¢u integracije i ravni z = 0.

E) Geometrijsko znacenje trostrukog integrala je veli¢ina povrSine zatvorene oblasti izmedu krive odredene podin-
tegralnom funkcijom nad obla$¢u integracije i x-ose.

0 1 1
5% Nekaje I = / < / < / (x + yz) dx) dy) dz. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
-2 \Jo -2

A)I:/O1 (/12 </02(x+y2)dz> dx)dy B)I:/O2 (/12xdx+/01y2dy> dz

OIlI=1 D)I=-5 E)yI=-1

65 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Translacijom jedini¢ne sfere sa centrom u koordinatnom pocetku duz z-ose u pozitivnom smeru za 4 jedini¢ne
duZi dobija se sfera x2 + y2 + (z+ 4)2 =1.

B) Translacijom jedini¢ne sfere sa centrom u koordinatnom pocetku duZ y-ose u negativnom smeru za 3 jedini¢ne
duZi dobija se sfera x2 + (y + 3)? +2z2 = 1.

C) Presek povrsi x> + yz =2z y = 0 su dve prave koje se seku.
D) Grafik funkcije f : T € R® — RR3 je povrs.
E) Grafik funkcije f : T € R — R je povrs.

7% ZaokruZiti slova ispred integrala Cija je oblast integracije zatvorena oblast odredena ravnima: x = 0, y = 0,
x+y=1z=-31z=2

A)/1</1x</2\/§dz>dy>dx B)/01</0'1y</23\3/§dz>dx>dy
C)/H(/ly(/ fdz)dx>dy D)/23(/01</01(x-|-y—1)dx>dy>dz
E)/ (/ (/ x+y)dy>dx>dz
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1 x 1
8~ Nekaje I = / ( / < / 2sin (2z + 1) dz> dy) dx i t =2z + 1. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
0o \Jo \Jo

A) =2 01 (/Ox (/Olsintdt) dy)dx B) =4 01 (/Ox (i/olsin(z—kl)dz)dy)dx
C)I:/O1 </Ox (/13sintdt> dy)dx D)I:/O1 </0x(cos3—cos1)dy>dx
E)I = (/13sintdt>-</01 </0xdy>dx>

9 Nekaje I = / / / f(x,y,z) dxdydz gde je funkcija f integrabilna nad trodimenzionalnom obla$c¢u T. ZaokruZiti
T

slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) I predstavlja veli¢inu povrSine oblasti T.

B) I predstavlja veli¢inu zapremine oblasti T.

C) Vrednost integrala [ je pozitivna.

D) Akoje f(x,y,z) = 1, tada I predstavlja veli¢inu zapremine oblasti T.

E) Vrednost integrala I ne moZe biti negativna.

107 Neka je u integral [ = / / / dxdydz uvedena smena na sferne koordinate: p € [0,00),6 € [0,271] i ¢ € [—E E}

272
x24y?+22<4
i neka je S nova oblast integracije. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
Al = // dpdfd¢ B)I = // 02 cos 0 dpdfd e C) S je kvadar.
S T

D) x = pcostcos @, y = psinfcos ¢, z = psing
E)x = pcosf, y = psinb, z = psin¢g

Test 2.8

17 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

n
U definiciji trostrukog integrala AUIJir)n Y f(&ini, Ci)AT; = ///f(x, y,z)dxdydz ...
) —0 i—1
T

A) A(P,) je maksimalna zapremina oblasti Ty, Ty, . . ., T.

B) (&i,1:,Ci) € Tii=1,2,...,n.

C) f(&i, ni, C;)AT; predstavlja zapreminu.

D) AT; predstavlja zapreminu.

E) Ty, T, ..., T, ¢ine podelu P, dvodimenzionalnog skupa T.
2% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

U definiciji trostrukog integrala ...

A) Rimanova suma predstavlja zbir duZina.

B) Rimanova suma predstavlja zbir povrSina.

C) Rimanova suma predstavlja zbir zapremina.

D) Rimanova suma je jednaka vrednosti trostrukog integrala.

E) grani¢na vrednost Rimanove sume je jednaka vrednosti trostrukog integrala.
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3% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Povrs x% 4+ y? = 1 je krug. B) Povr§ x2 + y? = 22 je sfera.
C) Povrs x2 + y? = 22 je konus. D) Povrs x2 + y? = 1 je cilindar.
E) Povr§ x2 + y? + z% = 1 je paraboloid.

4% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Presek povrsi x2 + y? = 3 i ravni ...

A) z = —3 je prazan skup. B) z = 1 su dve prave. C) yOz su dve paralalne prave.
D) xOz je parabola. E) xOy je kruZnica.
5% Zaokruziti slova ispred povrsi koje odreduju kupu.
A2 +yPP=222z=1 B) x>+ =2z2z=1 C)J;Z+y52:1,z:1
D) >+ =42z=1 E) X+ +22=1,z=1

1/ 5/ r2n
6” Neka je | = / < / < / sinx-Iny -2* dx> dy) dz. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
0 3

7T

1 5 27 27 5 1
A)I:/ 27 (/ Iny (/ sinxdx> dy) dz B)I:/ 2 (/ Iny (/ sinxdx) dy) dz

0 3 T T 3 0

1 5 27 21 5 1
C)I:/ szz/ lnydy/ sin x dx D)= ZZdz/ lnydy/ sin x dx

0 3 T T 3 0

1 /5 2n 1 /5 2n L5 oam
B1= [ [ [ sinxaxydz- [ [*[“inydxayaz- [0 [° 72 axdyd

) OsnsmxxyzOBHnyxyzosn xdydz
2

"X 1
7% Neka je I = / < / ( / (x +2y) dz) dy> dx. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
-1 \Jo \J-1

2 X 1 2 X
A)I:2/ </ (/ (x+y)dz>dy>dx B)I:4/ (/ (x+y)dy)dx
-1 \J0 -1 -1 \J0
C)I=18 D) =12 E)I =0
8~ Neka je [ = / / / f(x,y,z)dxdydz, pri ¢emu je funkcija f integrabilna nad S. ZaokruZiti slova ispred taénih
S

tvrdenja.

A) S je zatvorena trodimenzionalna oblast, a f je realna funkcija tri realne promenljive.
B) Vrednost integrala I ne moze biti 0.

C) S moze biti krug.

D) S je zatvorena trodimenzionalna oblast i I predstavlja veli¢inu zapremine oblasti S.

E) Ako je f(x,y,z) = 1, tada I predstavlja veli¢inu zapremine oblasti S.

9" Neka je za integral / / / xy dxdydz uvedena smena promenljivih x = 2pcosf, y = 3psinf, z = h, gde je
S

a 7 4 .o . . . .
p€[0,00),0 €[0,2t]ih € R,inekaje ] = M ZaokruZiti slova ispred tagnih tvrdenja.

d(p, 6, h)
dp 9 dx dx ox
o 9y 9z d 98 oh
A= ai’f ﬁ é B) ] = ﬁ Yy Iy OJ=6
=l o 9y oz =1 3% 9 on P
oh  oh Oh dz 9z 9z
ox Jdy 0z dp 96 oh

D) ] = 6k B) 1= [[[121p% cos0 dpdoan
S
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10> Neka je I; = // h? coszeddedh, al, = // 12hp2 cos 0 dhdpdf, gde je oblast S ogranicena povrSima:
S S
p=1,p=2,0=m60=2mr h= —1ih = 1. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

AL =0 B) L= on=2 D) I, = 56 E) L — 247

Test 2.9
1¥ Neka Ty, T, . . ., T,, Eine podelu P, trodimenzionalnog skupa T i neka (&;, 7, (i) € T;, i = 1,2,...,n. Trostruki
n
integral je definisan izrazom R ;311? Z f(Ci,ni, Ci)AT; = / / / f(x,y,z) dxdydz. ZaokruzZiti slova ispred ta¢nih
' T

tvrdenja.
A) A(P,) je dijametar podele P,,.
B) A(P,) je zapremina oblasti Ty.
C) A(Pn)
(€
(

2,12,02)AT, je zapremina cilindri¢nog tela.

je maksimalni dijametar medu dijametrima podoblasti Ty, 1>, . .., Ty.

D) f

E) (2,12, {») je visina cilindri¢nog tela.

2% Neka su funkcije f i g integrabilne nad oblaséu T C IR3, a funkcije F i G neprekidne realne funkcije jedne realne
promenljive. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) ///f x,y,2)-8(x,y,z)dxdydz = // f(x,y,z)dxdydz - // g(x,y,2z) dxdydz
B) ///(f(x,y,z) +9(x,y,2)) dxdydz = ///f(x,y,z) dxdydz + ///g(x, y,z) dxdydz
T T T

C) Ako je f(x,y,z) > 0 zasvako (x,y,z) € T, tada je ///f(x,y,z) dxdydz > 0.
T

D) Ako je g(x,y,z) > 1zasvako (x,y,z) € T, tada je // g(x,y,z)dxdydz > 1.
T

E) ///P(x)G(y) dxdydz = P(x)///G(y) dxdydz
T T

3" Neka je u integral [ = / / / f(x,y,z) dxdydz uvedena smena na cilindri¢ne koordinate p, 6 i h, gde je p > 0,

T
6 € [0,27], h € R i ] Jakobijeva determinanta. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)I:///f(psine,pcose,h)dpdedh B)I:///f(psine,pcose,h)pdpdedh
T T
% 5 6 —psind 0
Ao, 0,h) |3y ay ay (x,y,2) cosv —psin
OJ= = =2 D)J=-—""+ =] sinf cosf O
Avyz) | ¥ % 9(p,0,h) o T
p a0 o

E)x =pcosf,y =psinf,z=h
47 ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Grafik realne funkcije dve realne promenljive je povrs.
B) Grafik realne funkcije tri realne promenljive je povrs.
C) Povrs data jedna¢inom x? + y? + z2 = 1 je parabola.
D) Povrs data jednaginom 2x? — 3y? = 1 je hiperbolicki cilindar.
E) Elipsa je povrs.
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5% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Povrsi x? + y* 4+ 22 = 1iz = 1 se seku.
B) Presek povrsi x2 — y? — z2 = 1iy = 0 je kruZnica.
C) Presek povrsi x% + y? — z2 = 11 x = 0 je kruZnica.
D) Translacijom konusa z = \/ﬁy2 duZ z-ose u pozitivnom smeru za 2 jedini¢ne duZi dobija se konus sa
jedna¢inom z — 2 = /x2 + 2.
E) Translacijom konusa z = \/m duZ y-ose u pozitivnom smeru za 2 jedini¢ne duZi dobija se konus sa

jedna¢inom z = /x2 + (y + 2)2.

6~ Zaokruziti slova ispred integrala Cija je oblast integracije zatvorena oblast odredena ravnima: x = 0, y = 0,
x+y=1z=-1liz=1.

[ ([ eea)a) e w [ ([ ([ ) ) e
of (L7 (L) ([ (fense)a)s
o /([ (fo5) )

enesaien = [ ([7([M2rmnas)ar)azan = [ (['( [ esinya) ix) ay zaoknii sova

ispred tacnih tvrdenja.
AL =2 B) =2¢+e¢ -3 O)L=2-1
D)L=0 E)I, =2(e—1)cos1

2/ (0 7 1 322xy
8" Nekaje I = / < / < / 211 dz) dy) dx i t = z% + 1. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
0 -1 \Jo

A)1/0:</:1</01xtjdt>dy>dx B)I:/Ozzfzjl(/iy(/:xdz)dy)dx
C)l:/O (/1xy</l ”?)dy)dx | D)I:/02</01(/Olz3j_y1dz>dy>dx
E)I:(/OZxdx>-(/jydy)-(/olzfildz)

9 Zaokruziti slova ispred integrala koji predstavljaju veli¢inu zapremine lopte.

A) // dxdydz B) /// (x +y+z) dxdydz

x24y2422<1 Xy’ +22<2

L 1 01 1 s o
O [ [ [ (¢+y+2) dudyd D) [ [ [ (a2 - 2) dxayd
)Ooo(xyz)xyz )Ooo(xyz)xyz
E) /// dxdydz

x2+y24}z2§5

0 1/ 1

10~ Neka je [ = / ( / < / (x+ yz) dz> dy> dx. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
-2 0 -2

A)I=—-6 B)I=—-4 OI=-8 D)Iz—% E)Izg
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Test 2.10

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Grafik funkcije f : R — R3 je povrs.
B) Grafik funkcije f : R® — R je povrs.
C) Telo odredeno povrsima: 1 = x? + 2,z = —1, z = 2 je kupa.
D) Telo odredeno povrsima: 1 = x? + yz, z = —1, z = 2 je valjak.
E) Telo odredeno povr§ima: 1 = x? + yz, z = —1,z = 2 je lopta.

2% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

U definiciji trostrukog integrala ///f(x, y,z)dxdydz = X im Y £(i,7i, Ci)AT,
- i=1

n

A) f(&,ni,0i)AT;,i=1,2,...,n, suzapremine kvadrova ili delova kvadrova koji ¢ine podelu oblasti T.
n
B) Ef(cfl, i, Ci)AT;, i =1,2,...,n, je Rimanova integralna suma.

C) P, je podela dvodimenzionalne oblasti T.
D) Funkcija f je ograni¢ena.
E) Tacke f(&;,1:,0i),1=1,2,...,n, su proizvoljne tacke iz oblasti T.

3% Neka su funkcije f i g integrabilne nad oblaséu T C R3, a oblasti T;, T» C R3 takve da jehhuUlL,=TiT1NT,
najvise povrs. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) ///f(x,y,z) dxdydz = ///f(x,y,z) dxdydz + ///f(x, y,z) dxdydz
B)///7fxy, g(x,y,2) dxdydz-7///fxy, dxdydz—///gxy, ) dxdydz

[[[f(x,y,z)dxdydz
f(x,
© /// dXdde B f}fg(x, Y, z) dxdydz
T

D) Akoje f(x,y,z) < g(x,y,z) na T, tada je ///f(x,y,z) dxdydz < ///g(x,y,z) dxdydz.
T] TZ

E) ///(f(x,y,z) +3g(x,y,z)) dxdydz = 3///f(x,y,z) dxdydz + ///g(x,y,z) dxdydz
T T T

4% Zaokruziti slova ispred integrala Cija je oblast integracije trostrana prizma ograniena ravnima z = —1iz = 0,
pri ¢emu je projekcija prizme na xOy ravan trougao odreden tatkama A(—1,—1), B(1,—1)iC(1,1).

A)/l1 </x1 (/Olﬁdz> dy> dx B)/l1 (/01 </1xxdy) dx> iz
C)/_O1 </_11 (/_11\3/}dy>dx>dz 1))/_11 </_1 (/jﬁdx)dz)dy
E)/l1 (/yl (/Olydz>dx>dy

5% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Zapremina zatvorene oblasti odredene povr§imax =0, x =1,y =1,y = ziz = 0 jednaka je ...

A)/Ol</0y(/01dx>dz>dy B)/Ol</01(/oldx>dy>dz C)/Ol</0y(/01dx>dy>dz

D)1 E)%
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65 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)/} (/OJ </Ox3ydz>dx>dyzi B)/} (/} </111x2dz>dy>dx:0
C)/_11 </Oly</0j3ydz>dx>dy:0 1))/_1 (/_1 (/_1x2dz>dy)dx:§
E)/_1</_1</_122dz)dy>dx:16

1 2/ 2
7% Zaokruziti slova ispred integrala koji su jednaki integralu / < / < / sin dx> dy> dz.
1 \Jo \Jo

A) /Ozy </02 </_11siny2dz) dy) dx B) /_11 (/Ozy </Ozsiny2dy) dx) dz

© /11 </022y siny%ly) dz D) /11 </Ozsintdt> dz sat = y?
R _

E) /71 </o sintdt> dz sat = y?

8~ Neka je V zapremina oblasti ograni¢ene povr§ima: x = 1, x =2,y = —1,y = 3,z = —11iz = 2. ZaokruzZiti
slova ispred ta¢nih tvrdenja.
3 2
AV =2 B)V =12 C)V:/ (/ dx)dy
-1 \J1

D)V:/_z1 </12</_31dz> dx> dy E)V:/12</_31 (/jdz)dy) dx

9% Neka je u integral I = / / / f(x,y,z) dxdydz uvedena smena na cilindri¢ne koordinate: p € [0,00), 8 € [0,271] i
T
h € R ineka je S nova oblast integracije. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A)x =pcosf,y =psinb,z=nh B)I= ///f(pcos@,psin@,h)pdpd@dh
S

a(x,y,z) )
I e D) x = 0,y = 0,z=nh
8)) 3(p,0,1) Y )x = psinb,y = pcosb,z

E) p predstavlja rastojanje tacke od koordinatnog pocetka u xyz koordinatnom sistemu.

10 Neka je T jedini¢na lopta, funkcija f neprekidna na T i neka je u integral I = / / dxdydz uvedena smena na
T

T
sferne koordinate p > 0,0 € [0,271] i ¢ € [_E' E] . Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) x = psingsinf, y = pcos @ cost, z = pcost
B) Nova podintegralna funkcija je 1.
C)x =pcosg@cosb,y = pcos@sinb, z = psin ¢

D) Oblast T se transformise u kocku.

E)l = / / dodfdg
T
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2.3 Brojni i funkcionalni redovi

Test 3.1
1 Neka je {Sy, }reN niz parcijalnih suma brojnog reda Z an. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1
i a
A) Ako je lim S, = —1, tada a, divergira. B)S, = "l oan = 1,2,3,...
n—o0 1 an
C) Ako je lim S, = oo, tada je lim a, = 0. D) Ako lim S, ne postoji, tada } | a, divergira.
n—oo n—oo n—00 o}
E) Ako {S, } kovergira ka 3, tada je Z a, = 3.
n=1
2" Neka je Z a, brojni red sa pozitivnim ¢lanovima. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n=1
0]
A) ) (—1)"ay je alternativni red.
n=1
oA+l . :
B) Ako je lim =LsaL <1,tada Z a, konvergira.
n—oo [y B
C) Ako je lim 1 L L<1tdooak i
oje —— =1Lsa , tada n konvergira.
n—oo {/ay, =1
D) Ako je nlgxt}o a, # 0, tada ,;1 a, divergira.
E) Ako je V}gr.}o a, = 0, tada n;l a, konvergira.
3% Neka je x € R. ZaokruZiti slova ispred stepenih redova.
(o) [e) (o) ) o0 (o) (x o 1)n
A) 212” B) Zlnlzx C) Zl(x +1)2" D) Zln!(—l)" E) ZlT
n= n= n= n= n=

47 ZaokruZiti slova ispred redova koji konvergiraju.
A)Y = B)Y —— o) (-1)" D) ) 8" E)) (5+2
n=1 n! n=1 (nl)n n=1 n=1 n=1 n

oo
57 Neka je Z a, konvergentan brojni red sa nenegativnim ¢lanovima, a f,, realna funkcija jedne realne promenljive
n=1
iz intervala I C IR za svako n € IN. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Akoje |fu(x)| < anzasvakox € Iin € N, tada ) _ f,(x) apsolutno konvergira na I.

n=1

B) Akoje a, < |fu(x)|zasvakox € Iin € N, tada ) f,(x) uniformno konvergira na I.
n=1

C) Ako ) f,(x) uniformno konvergira na I, tada ) | f,(x) tatkasto konvergira na I.
n=1 n=1

D) Ako ) fu(x) tatkasto konvergira na I, tada ) _ f,(x) apsolutno konvergira na I.
n=1

n=1

E) Ako 0 € I, tada je ) _ f,(0) stepeni red sa centrom u nuli.

n=1
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[e0]
6 Neka je 2 a, proizvoljan brojni red. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1

A) Ako Z a, konvergira, tada Z a, uslovno konvergira.

n=1 n=1

(o] (o] (o]
B) Ako Z a konvergira, a Z |a,| divergira, tada Z a, uslovno konvergira.

n=1 n=1 n=1
(o] (o]
C) Ako Z a, apsolutno konvergira, tada Z an uslovno konvergira.
n=1 n=1

D) Ako Z |a,| konvergira, tada Z a, apsolutno konvergira.

n=1 n=1

E) Ako Y |a,| divergira, tada ) _ a, divergira.

n=1 n=1

77 Dat je red Z an. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

n=1
A) Ako je a, = ”jz , tada je a1 = 2;:32. B) Ako je a, = Z”jzl, tada je a1 = 2:;5;’.
C) Akojea, = ;—i, tada je a, 41 = W D) Ako je a, = Znn— 1’ tada je a,41 = 3nn— 1‘
E) Ako je a, = 2n - 1,tadajean+1 = nzfl'
8% Zaokruziti slova ispred vrednosti promenljive za koju red i g x +2)", x € R, konvergira.
A)x=3 B)x=-3 C)x=-2 : D)x=0 E)yx=2

9% Dat je brojni red Z an. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

n=1

A) Po Kosijevom kriterijumu za konvergenciju, ako je a,, > 01 li_r)n Wa, <1, tada dati red divergira.
n [ee]

C . .. . . 1s a
B) Po Rabeovom kriterijumu za konvergenciju, ako je a,, > 0i lim n ( u
n—o0 an+1

— 1) < 1, tada dati red divergira.

C) Lajbnicov kriterijum za konvergenciju se moZe primeniti ako je {a, } monotono nerastuéi i lim a, = 0.
n—00

D) Akojea, > 0i hm p ! < 1, tada je Zan = lim —— u"“
n

=1 n—oo  (y

E) Po integralnom kriterijumu za konvergenciju, ako za funkciju f definisanu na intervalu [1,00) takvu da je
f(n) = a,, n € N, vazi da je neprekidna, nenegativna i monotono opadajuca na [1,c0) i ako / f(x)dx
1

konvergira, tada dati red konvergira.

10~ ZaokruZiti slova ispred redova za koje vazi da apsolutno konvergiraju na intervalu (—1,1) i divergiraju na skupu
(—o0, ~1) U (1, 0).

00 n

[ee) 1” oo oo _1” (o]
MY oo B) Zl(“,;) € ) n-x D) ;(xn,) B)).(-

n=1
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Test 3.2

17 Neka je Z fn(x) funkcionalni red sa x € R. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

n=1

A) Za x = —1 se dobija brojni red.

B) Za x = —1 se dobija alternativni red.
)] Z fn(x) (x — 1)2je stepeni red.
n—=

1000
D) Z fu(x) je parcijalna suma datog funkcionalnog reda.

E) f1 (x) — fa(x) + fa(x) — fa(x) + ...+ fu(x) za proizvoljno n € IN je alternativni red.

2 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Ako opsti ¢lan brojnog reda konvergira, tada je taj brojni red konvergentan.
B) Ako niz parcijalnih suma brojnog reda konvergira, tada je taj brojni red konvergentan.
C) Ako niz parcijalnih suma brojnog reda divergira, tada je taj brojni red divergentan.
D) Ako brojni red divergira, tada divergira i njegov opsti ¢lan.

E) Funkcionalni red nema niz parcijalnih suma.

3% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.

A) Red E i - konvergira. B) Red i (=1 divergira. C) Red i (=1 konvergira.
a1 nVn3 nm1 nvn
1) , (=" -
D) Red Z —|— 23 ) konvergira. E) Red Z + 23 | divergira.
nvn nvnd
47 Neka je Z a, brojni red. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n=1
A) Ako je r}g{}o a, # 0, tada };1 a, divergira.
B) Ako Z a, apsolutno konvergira, tada Z |a, | konvergira.
n=1 n=1
C) Ako Z |a,| divergira, tada Z a, uslovno konvergira.
n=1 n=1
D) Ako Z a, uslovno konvergira, tada Z an 1 apsolutno konvergira.
n=1 n=1
E) Ako 2 a, apsolutno konvergira, tada 2 ay 1 uslovno konvergira.
n=1 n=1
5% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
00 A2 00 . 3
A) Z (COS ) uniformno konvergira za x € R. Z (sm ) divergira za x € R.
n=1 n=1
C) Z cos ¥ ne konvergira uniformno za x € R. Z Ccosx divergira za x € R.

=
[
—
—~
=
~—
w
=

4
sinx\?3 .
< > apsolutno konvergira za x € R.
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x—1
2
A)x=-4 B)x=-3 C)x=0 D)yx=1 E)yx=3

[e°] n
65 Dat je stepeni red Z < > , x € R. Zaokruziti slova ispred vrednosti za koje dati red konvergira.
n=1

7% Dati su funkcionalni red Z fn(x) 1brojni red Z ay,. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

n=1 n=1

A) Ako Z a, konvergira i | f,, (x)| > a, zax € R, tada 2 fn(x) uniformno konvergira nad R.
n=1

n=1

B) Ako ) _ a, konvergirai |f,(x)| < a, zax € R, tada ) _ f,(x) uniformno konvergira nad R.

n=1 n=1

C) Ako 2 a, konvergira i f,(x) > 0za x € R, tada 2 ay fn(x) uniformno konvergira nad R.

n=1 n=1

D) Ako je lim = 00, tada red Z a,x" divergira za x € R.

n—oo n ’an =1
1 (o]
E) Ako je lim —— = oo, tada red Z a,x" konvergira za x € R.
nreo |lZ ’ n=1

8> ZaokruZiti slova ispred redova koji apsolutno konvergiraju.
[e0] oo (] 3)’1

A) Y (- 0 ) (-1)"n! D)),
n=1 n=1 n=1 (” )

9% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

B) ) (-1 i
n=1

I
A) Konvergencija reda Z 716 e T (on) se moZe utvrditi Dalamberovim kriterijumom za konvergenciju.
d 1)! ad 1
B) Red ’;5 565117—’_);1 konvergira. C) Red n;;:, n;—) divergira.
[ee] _ 1 n (o] 1 n
D) Red ,El én(n)) divergira. E) Red n;l (n—1) konvergira.
(= 1)”

10~ Dat je red E . Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Na osnovu Rabeovog kriterijuma za konvergenciju dobija se da dati red divergira.

B) Na osnovu Rabeovog kriterijuma za konvergenciju dobija se da dati red konvergira.

C) Na osnovu Dalamberovog kriterijuma za konvergenciju dobija se da dati red konvergira.
D) Na osnovu Lajbnicovog kriterijuma za konvergenciju dobija se da dati red konvergira.

E) Dati red apsolutno konvergira.

Test 3.3

1¥ Dat je brojni red E (=1)"a,, gde niz {ay,},cN monotono opada i a, > 0 za n € IN. ZaokruZiti slova ispred
n=1
tacnih tvrdenja.

A) a, je opsti Clan datog brojnog reda.
B) Iz divergencije niza {(—1)"a, } sledi da dati brojni red divergira.
C) 1z lim a, = 0 sledi da dati brojni red divergira.
n—oo
D) Iz lim {/a, = 0 sledi da dati brojni red konvergira.
n—oo

E) Iz 1i_r>n an, = 0 sledi da dati brojni red konvergira.
n—oo
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(e 0]

2% Dat je brojni red 2 a,. Neka je {S, } e niz njegovih parcijalnih suma. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

n=1
A)S,=a1+ay+---+ay.
B)S, =a,.
C) 1z konvergencije niza {a, } sledi konvergencija datog brojnog reda.
D) Iz divergencije niza {S, } sledi divergencija datog brojnog reda.
E) Iz divergencije niza {S, } sledi konvergencija datog brojnog reda.
3% Neka je a,, > 0 za svako n € IN. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Ako je lijn \/|ay| = 1, tada brojni red Z a, apsolutno konvergira.
n—oo

n=1

B) Ako je lim {/|a,| = oo, tada brojni red ) = a, apsolutno konvergira.
n—oo =1

C) Ako je li_r>n /a, = 0, tada brojni red Z a, konvergira.
n o]

n=1

D) Ako je lijn Va, = 1, tada brojni red Z a, konvergira.
n—oo

n=1
E) Ako je lim {/a,, = oo, tada brojni red Z a, divergira.
n—oo =1

47 Zaokruziti slova ispred konvergentnih redova.

) 1 ) 1 | ) 1 0.999 00 1
A) Z 1.111 B) Z 0.111 © Z n D) Z * E) Z 2.023
n=1 n n=1 n n=1 n n=1 n n=1 n
5% Zaokruziti slova ispred divergentnih redova.
= (1) = = (~1)'n : !
A)Z o B)ZF C)Z on D)ZTC" E)Zozn
n=1 n=1 """ n=1 n=1 n=1""
[} 2 1
6" Dat je red Z :mn_i_w Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1
n? n(n+2)
-1 ¢ je ——————. B 1)-i Clan dat daje ————.
A)(n—l—l)1clandatogredalje311%_2024 ) (n + 1)-i ¢lan datog re TS
2
C) (n — 1)-i ¢lan datog reda je 3714?% D) Dati red divergira.

E) Dati red konvergira.

7% Neka je | f(x)| < ¢, zasvakon € Nix € B C R. ZaokruzZiti slova ispred ta¢nih definicija.
2 00
A)Zac, = ;7 funkcionalni red Z fn(x) apsolutno i uniformno konvergira na skupu B.

n=1

B) Za ¢, = /2 funkcionalni red E fn(x) apsolutno i uniformno konvergira na skupu B.

n=1

C) Za ¢, = 1 funkcionalni red Z fn(x) apsolutno i uniformno konvergira na skupu B.
n=1
| [e0]
D)Zac, = % funkcionalni red fn (x) uniformno konvergira na skupu B.
n=1

n
(v2) -
E)Zac, = o funkcionalni red fn(x) apsolutno konvergira na skupu B.
n=1
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1 1
8~ Nekazan € N vazidajea, > — 1 0 < by, < ———. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

2023"°
A) Red Z a, konvergira. B) Red Z a, divergira.
n=1 n=1
C) Red Z b, konvergira. D) Red 2 b, divergira.
n=1 n=1

E) Iz navedenih uslova se ne moZe odrediti ni konvergencija ni divergencija datih redova.

o0
9 Neka je pozitivan realan broj R polupreénik konvergencije stepenog reda E cn(x —1)", x € R. Zaokruziti slova
n=1
ispred tacnih tvrdenja.
A) Centar datog stepenog reda je —1.

B) Centar datog stepenog reda je 1.
C) ) cu(R —1)" konvergira.

D) Za x € (—R, R) dati stepeni red apsolutno konvergira.
E) Zax € (—oo, —R) U (R, c0) dati stepeni red divergira.

10~ ZaokruZiti slova ispred redova koji apsolutno konvergiraju za x € (—3,3).

x\" = (n+2)x"
NY (-3 BY iy Oy (3) Z (3x)" By 2
n=1 n=1 n=1 3 n=1 n=1 3n
Test 3.4
17 Neka je x € R. Zaokruziti slova ispred funkcionalnih redova.
- n - n = 2" = n - (x — 2>n
A Y 2 B) Y (2" +n!) C)E pe D) Y 2(-1) E)Yy —
n=1 n=1 x5+ n=1 n=1 n:

o0

27 Neka je Z a, konvergentan brojni red sa pozitivnim ¢lanovima, a f,, realna funkcija jedne realne promenljive iz

intervala I C R za svako n € IN. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Akoje |fu(x)| < a,zasvakox € Iin € N, tada Z fn(x) uniformno konvergira na I.

n=1

B) Ako je 1, < |fu(x)| za svakox € Iin € N, tada ) _ f,(x) apsolutno konvergira na I.

n=1

¢

&) 7}1_T>rolo an =0 Z a, + 1) konvergira. E) } (—a,) divergira.

n=1

3% Neka je {5, } nen niz parcijalnih suma brojnog reda Z a,. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

n=1
A) Akoje lim S, =1, tada 21 ay divergira. B) Ako je lim a, = 0, tada je lim S, = 0.
n=
C) Ako je nh_f};lo Sy = oo, tada je nh—r>r010 ap = 09, D) Ako {S, } divergira, tada Z a, divergira.

n=1

E) Ako {S,} kovergira, tada je Z a, = r}grolo S,.

n=1
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47 ZaokruZiti slova ispred redova koji apsolutno konvergiraju

ad 2021 ® 12 ad 8
© Z 2021 D) le 20% E) Z:l (,llz + 1)
n—= n=

B)Z

5 Datjered ) (—2x)", x € R. ZaokruZiti slova ispred tatnih tvrdenja.

A) Dati red je stepeni red sa centrom u —2. B) Dati red je funkcionalni red.
C) Poluprecnik konvergencije datog reda je —0.5. D) Za x € (—2,2) dati red apsolutno konvergira.
E) Za x € (—0.5,0.5) dati red apsolutno konvergira.

00 3

6" Zaokruziti slova ispred vrednosti promenljive za koju red Z n (x —4)", x € R, konvergira.
n=1
A)x=0 B)x=1 COx=14 D)x =45 E)yx=5
7% Neka je interval (—oo,0) oblast konvergencije funkcionalnog reda Z fn(x) definisanog na skupu realnih brojeva.
n=1
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A)Red ) f,(—2) je konvergentan. B)Red ) f,(1) je konvergentan.
n=1 n=1
C) ) fu(—1) je alternativni red. D) Red ) f,(2) je divergentan.
E) ) £4(0) je funkcionalni red.
n—=
8% Zaokruziti slova ispred redova koji konvergiraju.
A)Y S mzﬁ C) ) n! D)) = mzﬁ
n=1 n: n=1 n=1 n=1 h n=1
9" Neka je Z a, proizvoljan brojni red. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1
A) Ako Z a, uslovno konvergira, tada Z |a,| konvergira.
n=1 n=1

B) Ako ) a, uslovno konvergira, tada ) |a,| divergira.

n=1 n=1

(o] [ee]
C) Ako Z a, uslovno konvergira, tada Z ap divergira.
n=1 n=1

D) Ako Z a, uslovno konvergira, tada Z a, konvergira.

n=1 n=1

o0 [ee)
E) Ako Z |a,| konvergira, tada Z a,, uslovno konvergira.
n=1 n=1

10 ZaokruZiti slova ispred redova za koje vaZi da divergiraju na (—oo, —1) U (1,00) i apsolutno konvergiraju na
intervalu (—1,1).

5n2 -5
n=1 n=1 n=1 n=1

(x—1)" E) i V5 x"
n=1
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Test 3.5

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

10000 1 1 1

A) Y~ je brojni red. B)14+=+<-+...+~, n €N, jebrojni red.
n=1 n 2 3 n

O Z fu(x :R — R, je funkcionalni red. D)3 +3%43%+ ... +3", n € N, je stepeni red.

E) Ako se u funkcionalnom redu Z fn(x), x € R, za promenljivu x uzme proizvoljan realan broj, tada se dobija
n=1
brojni red.

2% Neka je {S;; } nen niz parcijalnih suma brojnog reda Z a, inekaje lim S, = S, gde je S realan broj. Zaokruziti
n—00

n=1
slova ispred ta¢nih tvrdenja.
= . Apy1 = . an
A)Zan:hm— B)Zan:hman C)Zan—hmn< —1>
— n—oo ' n—00 o —00 Ay
D) Z ay =S E) Ne moze se odrediti zbir reda.
3% Neka je E a, brojni red, a {S,, },cN njegov niz parcijalnih suma. ZaokruZiti slova ispred taénih tvrdenja.
n=1
A) Ako je lim S, = —oo, tada je lim a, = 0. B) Ako je 11m S, = —7,tadaje lim a, = 0.
n—o00 n—00 n—oo
C) Ako je lim S,, = 0, tada je lim a,, = 0. D) Ako je lim S,, = oo, tada je lim a, = 0.
n—o00 n—oo n—00 n—o0
E) Ako lim S, ne postoji, tada je lim a, = 0.
n—00 n—00
4% ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
oo 1 oo
A) Iz divergencije reda Z —— sledi dared E /n konvergira.
n=1 V1 n=1
.. = 1 Lo = 3 .
B) 1z konvergencije reda Z:l 2 sledi daired Z:l 2 konvergira.
n= n=
= 1 = (1
() 1z konvergencije reda Z:l 2 sledi da i red Z:l <nZ — 2010) konvergira.
n= n=
=1 = [ —2010
D) Iz konvergencije reda 21 3 sledi da red 21 ( > divergira.
n= n=

=1 = 1
E) Iz divergencije reda Z —— sledi dared Z <—> konvergira.
n=1 V1 n=1 \/ﬁ

5% Zaokruziti slova ispred redova koji konvergiraju po Lajbnicovom kriterijumu.

A) i(—l)ni’l B) i(_l)nfl\/ﬁ C) i(_l)n+1n2 D) Z n+1 3 E) i(_l)n
n=1 n=1 n=1

6~ Dat je stepeni red Z (x +2)"), x € R. ZaokruZiti slova ispred vrednosti za koje dati red konvergira.

n=1

A)x=—4 B)x=-3 C)x=-2 D)x=0 E)yx=1



2.3. BROJNI I FUNKCIONALNI REDOVI 65

o s
) sinx ... . . .
7% Dat je red 2 — > ¥ € R. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n
n=1

sin x
s

1
A)lz < pors za svako x € Rin € IN sledi da dati red apsolutno konvergira nad IR.

B) Po Vajerstrasovom kriterijumu za konvergenciju, iz < ” za svako x € Rin € IN sledi da dati red

A
uniformno konvergira nad IR.
i sin x
4
n=1 n

C) Ako red konvergira nad IR, tada dati red apsolutno konvergira nad IR.

n 3 3
D) Iz konvergencije brojnog niza { Z 811:}1 } sledi da dati red konvergira za x = 3.
k=1 nelN

in 3
E) Iz konvergencije brojnog niza {31:[;} sledi da dati red konvergira za x = 3.
nelN

8" Dat je red Z . Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1

2n+5
A) Na osnovu Dalamberovog kriterijuma dati red divergira.

B) Na osnovu Dalamberovog kriterijuma se ne dobija odgovor o konvergenciji datog reda.
C) Na osnovu Kosijevog kriterijuma dati red konvergira.

D) Na osnovu Rabeovog kriterijuma dati red divergira.

E) Na osnovu Rabeovog kriterijuma se ne dobija odgovor o konvergenciji datog reda.

9% Dat je red Z 8". Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

n=1

A) Lajbnicov kriterijum za konvergenciju se ne moZe primeniti.

B) Na osnovu Rabeovog kriterijuma se ne dobija odgovor o konvergenciji datog reda.

C) Na osnovu Dalamberovog kriterijuma se ne dobija odgovor o konvergenciji datog reda.
D) Na osnovu Kosijevog kriterijuma dobija se da dati red konvergira.

E) Na osnovu KoSijevog kriterijuma dobija se da dati red divergira.

> -1

10~ Datjered ) ————
=n(n+x)

, x € [0,00). ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Apsolutna konvergencija datog reda na intervalu [0, c0) se moZe pokazati primenom VajerStrasovog kriterijuma

.. L 1
za konvergenciju sa majorizacijom —,X € [0,00), n € N.

- - <
nn+x) — n
B) Apsolutna konvergencija datog reda na intervalu [0, 00) se moZe pokazati primenom Vajer§trasovog kriterijuma

.. D 1
za konvergenciju sa majorizacijom < —,x€[0,00),n € N.

nn+x) ~ n
C) Uniformna konvergencija datog reda na intervalu [0, 00) se moZe pokazati primenom VajerStrasovog kriterijuma
. D 1
za konvergenciju sa majorizacijom —— < —, x € [0,00),n € N.
nn+x) ~ n

D) Iz lim

———— =0, x € [0,00), sledi da dati red divergira nad [0, c0).
n—o0 n(n —+ x)

E) Dati red divergira za svako x € [0, 00).
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Test 3.6

[ee]

1” Neka je Z a, brojni red sa pozitivnim ¢lanovima. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1

A) ) " (—ay) je alternativni red.
n=1

B) Ako je lim n_ _ Lsal € R, tada E a, konvergira.

n—oo ai’l+1 =1

C) Ako je lim

n—oo {/a,

=LsaL <1,tada Z a, konvergira.

n=1

D) Ako je lim n < n_ _ 1> =Lsal >1,tada 2 a, konvergira.

n—oo a?’l+1 =1

E) ) (a,)" je stepeni red.
n=1
2% Neka je Z a, konvergentan brojni red sa pozitivnim ¢lanovima takav da je Z a, = A, aneka je f, realna
n=1 n=1
funkcija jedne realne promenljive iz intervala I C IR za svako n € IN. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Ako je |fu(x)| < ay zasvakox € Iin € N, tada Y  f,(x) apsolutno konvergira na I.

n=1

(o]
B) Ako je a, < |fu(x)| zasvakox € Iin € N, tada ) _ f,(x) uniformno konvergira na I.

n=1
&) }}grc}oﬂn =A D)) (4, +1)=A+1 E) ) (—1)"a, konvergira
n=1 n=1
3% Neka je {S; } nen niz parcijalnih suma brojnog reda Z a,. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n=1

A)Akoje lim S, =1, tadaje ¥  a, = 1. B) Ako je lim S, = 0, tada je lim a, = co.
n—00 el n—oo n—00

C) Ako je lim S, = oo, tada ) a, divergira. D) Ako {S,} divergira, tada je r}gn an = 0.
n—00 =1 o0

E)Sn:: XZak
k=n

47 Neka je Z a, proizvoljan brojni red. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1

A) Ako ) a, apsolutno konvergira, tada ) _ |a,| konvergira.

n=1 n=1

B) Ako Z a, apsolutno konvergira, tada Z |a,| divergira.

C) Ako Z a, apsolutno konvergira, tada Z a, divergira.

n=1 n=1

[ee] [ee]
D) Ako 2 a, apsolutno konvergira, tada 2 a, uslovno konvergira.
n=1 n=1

E) Ako Z a, apsolutno konvergira, tada Z a, konvergira.

n=1 n=1
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5% Neka je x € R. Zaokruziti slova ispred stepenih redova.

© ) ) 3n © X (x — 3\
NP myer oYz oiscy pylo
n=0 n=0 x°+ n=0 n=0 n:

6 Zaokruziti slova ispred redova koji divergiraju.
o) 3n [e) 1 (o] 3 o0 1’13 [e) Tl!
ME; mzﬁ C)) n mzﬁ DE;
n=1""" n=1"" n=1 n=1 n=1
7% Zaokruziti slova ispred redova koji apsolutno konvergiraju.
= 2021 —22 d 1
A) Z n—22 ©) Z 2021 D) Z e E) le (nzz _22>
n=
8" Dat je red E (2x)", x € R. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n=1
A) Dati red je stepeni red sa centrom u 0. B) Dati red nije funkcionalni red.
C) Polupre¢nik konvergencije datog reda je 2. D) Za x € (—oc0, —0.5) U (0.5, 00) dati red divergira.
E) Za x € (—2,2) dati red apsolutno konvergira.
o) n4
9% Zaokruziti slova ispred vrednosti promenljive za koju red Z Y (x —3)", x € R, konvergira.
n=1
A)x=0 Byx=1 C)x=25 D)x =35 E)x=5

11
107 Zaokruziti slova ispred redova za koje vaZi da apsolutno konvergiraju na intervalu <—3, 3) i divergiraju na

(=)o (o)

0 n

) 1) 1) 3n )
DY B) )3 OLT¥ DL G+ B YA
n= n=1 =1 n=

n=1

Test 3.7

17 Neka je Z a, brojni red. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

n=1

oo
n . . . . _
A) 21(—1) a, je alternativni red. B) lim a, =0
n=
(0)) Z a, = y}grolo Vay, D) Za x € R, red 11221 a,x je funkcionalni red.
E)Zax € R, red Z ay(x +1)" je stepeni red.
n=1
2% Neka brojni red Z a, apsolutno konvergira. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1
[e0] (o] [e0]
A) E a, uslovno konvergira. B) Z a, konvergira. ()] 2 a, divergira.
n=1 n=1 n=1
D) Z |a,| konvergira. E) Z |a,| divergira.

n=1 n=1



68 GLAVA 2. TESTOVI PREDISPITNIH OBAVEZA

[e]

3% Neka je 2 a, brojni red sa pozitivnim ¢lanovima. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1

A) Y a,(—1)" je stepeni red.

B) Ako je lim n < el

n—roo Ap+1

- 1) =LsaL <1,tada Z a, divergira.

C) Akoje im —— = LsalL € R, tada Z a, konvergira.
n—o0 an =1

D) Ako je lim M Lsal < 1, tada Z a, konvergira.

n—oo (1 n+1 =1
E) Y _(—1)"ay je alternativni red.
4~ Neka je {S, } nen niz parcijalnih suma brojnog reda Z ap. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1

A) Ako je nh—r};lo S, =1, tada ,;,1 a, divergira.

B) Red ) _ a, konvergira ako i samo ako {5, } konvergira.

n=1

(e}
C) Ako je nh_r)r;o S, = oo, tada red Z a, konvergira.

n=1

S
D) Ako je lim gﬂ =1, tada red Z a, divergira.

n—o0
n n=1

E) Ako red Z a, konvergira, tada je Z a, = lim S,,.
n=1 n=1 noreo
5% Zaokruziti slova ispred redova koji divergiraju.

> 7 > 1 2, il . nl >, 5"
A)n;lm 1;)11;1871 C)) 5 D)ZT1+1 E)ZE

n=1 n=1 n=1

6 Zaokruziti slova ispred redova koji apsolutno konvergiraju.

> (—1)" 2021 > 1
A)Z n B)Z C)Z 2021 D)Z zoz\f E)Z _ﬁ_?’
n=1 n=1
0 n
7% ZaokruZiti slova ispred vrednosti promenljive za koju red Z 5 (x +2)", x € R, konvergira.
n=1
11 1
A)x:—g B)x=-4 CO)x=-3 D)yx=-2 E)x:E

(o] _ n
8~ Dat je red Z (23() , X € R. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

n=1
A) Dati red je funkcionalni red. B) Dati red je brojni red.

. .. . 1
C) Poluprecnik konvergencije datog reda je 2. D) Poluprec¢nik konvergencije datog reda je — >

E) Poluprecnik konvergencije datog reda je —2.
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[e0]
9" Neka je Z fn(x) funkcionalni red definisan na skupu A C R. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1
A) Vajerstrasov kriterijum se primenjuje za utvrdivanje divergencije datog reda na skupu A.

1 (o)
B) Ako je |fu(x)| > L axe Ain e N, tada ) f,(x) uniformno konvergira na A.

n=1

1 (e 9]
C) Ako je [fu(x)| < X E Ain €N, tada Y f,(x) uniformno konvergira na A.
-1

n

1 (o]
D) Akoje |fu(x)] < —=zax € Ain € N, tada )  f,(x) apsolutno konvergira na A.

\/ﬁ n=1

1 [e0]
E) Ako je |fu(x)| < g 7AXE Ain €N, tada ) _ fy(x) apsolutno konvergira na A.
n=1

10~ Zaokruziti slova ispred stepenih redova &iji je polupre¢nik konvergencije beskonaéno.

oo 5 n (o) n oo oo ; 3
A)Z1 - B)Zl;nz C)le”x" D)Zlﬁx” )Y o (x—1)
n= n= n= n=

Test 3.8

17 ZaokruzZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Brojni red je zbir elemenata svog niza parcijalnih suma.
B) Brojni red je proizvod elemenata svog niza parcijalnih suma.
C) Brojni red konvergira ako i samo ako divergira njegov niz parcijalnih suma.
D) Brojni red konvergira ako i samo ako konvergira njegov niz parcijalnih suma.

E) Brojni red divergira ako i samo ako divergira njegov niz parcijalnih suma.

2% Zaokruziti slova ispred konvergentnih brojnih redova.
A — B — C — D E —
D o v )y & 2

n=1 n=1

[ele] o]

3% Neka su Z an i Z b, redovi sa nenegativnim ¢lanovima. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n=1 n=1

A) Ako red Z a, konvergiraia, < b, za svako n € IN, tada konvergira i red Z b,.

n=1 n=1

B) Ako red Z a, konvergiraia, > b, za svako n € IN, tada konvergira i red Z b,.

n=1 n=1

C) Ako red Z a, divergiraia, < b, za svako n € N, tada divergira i red Z b,.

n=1 n=1

D) Ako red Z a, divergiraia, > by, za svako n € IN, tada divergira i red Z b,,.

n=1 n=1

E) Ako red Z a, konvergiraia, < by, za svako n € IN, tada red Z b, divergira.
n=1 n=1

(o]
4% Nekaje ) aq" brojnired, gde sua € R\ {0}ig € R\ {1},a{S,},en njegov niz parcijalnih suma. Zaokruziti
n=1
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Za g < 1 dati red divergira. B) Za g < —1 dati red konvergira.  C) Za |q| < 1 dati red konvergira.

1-4q" E) lim S, =

D)Sn=aq3—, Pl
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5% Zaokruziti slova ispred brojnih redova za koje vazi da je lim QZH =1
n—oo n
=1 = 2" = 1 = n! = 1
AY L B)) O ) D)) & E))
n=1 n n=1 n n=1 n: n=1 n=1 n

65 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

1 oo
A) Akoje fu(x) < -z svako x € Bin € N, tada ) _ f,(x) konvergira na B.

n=1

1 e}
B) Ako je f,(x) < -3 78 svakox € Bin € N, tada )_ f,(x) apsolutno konvergira na B.
n=1

1 [e0]
C) Akoje [fu(x)| < 3 7 svako x € Bin € N, tada ) _ f,,(x) apsolutno konvergira na B.

n=1

1 (o]
D) Ako je fu(x) < 37 svakox € Bin € N, tada ) _ f,(x) divergira na B.
n=1

1 (o)
E) Ako je f,(x) < oz svakox € Bin € N, tada ) _ f,(x) divergira na B.

n=1

77 Dat je stepeni red Z 2"(x —1)", x € R. ZaokruZiti slova ispred vrednosti za koje dati red konvergira.
n=1

A)x:Z B) x =

5 5 1
6 C)x_g D)x_—6 E)x_E

N W

=, 1+ cos? (7x)

8~ Dat je funkcionalni red Z:l 15 . Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
=
A) Iz HCZ?Z(WC) > %, x € R, n € N, sledi da dati red divergira nad IR.
B) Iz chi(nx) < %, x € R, n € N, sledi da dati red konvergira nad R.
O)1z M < i x € R, n € N, sledi da dati red divergira nad IR.

715 = 15

1+ cos? (rx) 1

D) Iz >,
) nls = 415

x € R, n € N, sledi da dati red konvergira nad IR.

1+ cos? (rx) 1

E) Za svako x € Rin € IN vazi da je G < —=35-
nl: nt

9% Dat je brojni red Z an, gde je a, = i Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

n=1 2" .
A) lim 21— 1 B) lim 2L > 1 O) lim /a, =1
n—oo  (y 2 n—oo  (y n—00
1 n . 1
D) Jim, /s < 1 B) fim o, = ;
ad n!
10 Dat je brojni red a,, gde je a,, = . Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
Je bro] n;l”g K= 0y )a+2)...0+n) P !
A) lim 21 5 q B) lim 21 —q C)limn(an —1>>1
n—oo (I n—oo Ay n—00 An+1

D)limn(a" —1)<1 E)limn<”” —1):1

n—o0 an+1 n—o00 an+1
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Test 3.9
1% Neka je {Sy, } nen niz parcijalnih suma brojnog reda Z ap. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1
AY ap=m+a+... +a, B)Zanzr}grc}o(a1+az+...+an)
n=1 n=1
: -  lns1 w
C) nlgrolo S, =0 D) Zlan = nlg{)lo o E) Soo19 = Y, ax
n= k=1

2% Neka je realna funkcija f nenegativna, neprekidna i monotono nerastuéa nad intervalom [1, c0). ZaokruZiti slova
ispred tacnih tvrdenja.

(o] [e0]
A) Ako nesvojstveni integral / f(x)dx konvergira, tada brojni red )  f (1) konvergira.
1 n=1

B) Ako nesvojstveni integral / f(x)dx konvergira, tada brojni red Z f(n) divergira.
1

n=1

C) Ako nesvojstveni integral / f(x)dx divergira, tada brojni red ) _ f(n) konvergira.
1 n=1

D) Ako nesvojstveni integral / f(x)dx divergira, tada brojni red Z f(n) divergira.
1

n=1

E) Za ispitivanje konvergencije reda sa pozitivnim ¢lanovima se moZe primeniti Lajbnicov kriterijum.

3% Neka je Z a, brojni red. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

n=1
(0] [ee)

A) Ako Z |a,| konvergira, tada Z a, apsolutno konvergira.
n=1 n=1

B) Ako Z a, konvergira, tada Z a, uslovno konvergira.

n=1 n=1

[e0] [e0]
C) Ako 2 a, ne konvergira apsolutno, tada Z a, uslovno konvergira.

n=1 n=1
D) Ako je lgn a, = 2019, tada a, konvergira.
n [ee] =1
E) Ako je lim a,, = oo, tada a, divergira.
n—oo =1

47 Dat je stepeni red E cn (x —1)" sa polupre¢nikom konvergencije R. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n=1

A) Y ¢y (R+1)" konvergira.

n=1

B) Z ¢, konvergira.

n=1

C) Centar datog stepenog reda je 1.
D) Za x € (1 — R, 1+ R) dati stepeni red apsolutno konvergira.

E) Za x € (—R, R) dati stepeni red apsolutno konvergira.
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d 1
10~ Dat je red Z e
nzl(_n

[ee] (o) (o)

5% Dati su funkcionalni red E fu(x), x € R, i brojni redovi Z a, i 2 by, sa pozitivnim ¢lanovima. ZaokruZiti
n=1 n=1 n=1

slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Ako Z a, konvergirai b, < a, za svako n € N, tada Z b, konvergira.

n=1 n=1

B) Ako Z b, divergira i b, > a, za svakon € N, tada i Z a, divergira.
n=1 n=1

C) Ako ) _a,i Y fa(x) apsolutno konvergiraju, tada je f,,(x) = a, za svakox € Rin € N.
n=1 n=1

D) Ako ) _ a, konvergirai |f,(x)| > a, za svako x € Rin € N, tada Y _ f,(x) apsolutno konvergira za x € R.

n=1 n=1

E) Ako Z a, konvergira i | f,,(x)| < a, zasvakox € Rin € IN, tada Z fn(x) uniformno konvergira nad R.

n=1 n=1

65 Zaokruziti slova ispred redova koji konvergiraju.

* 2019 > —2019 ® 2019
A) B) 0

> 1 > (1
D) Z:;ﬁmg E) ) (nz-—2019>

n=1 n=1

7% Zaokruziti slova ispred redova koji divergiraju.

© /11 © (1) © /11
MY () B = O% (3

n=1 n=1
ny E)Y Inn
242019 ]

o] 1 n
8" Dat je stepeni red Z <x ;— > , x € R. Zaokruziti slova ispred vrednosti za koje dati red konvergira.
n=1

A)x=—4 B)x = -3 Ox=1 D)x=3 E)x =4

(n+1)!
2-4-6-...-100

9% Dat je red Z . ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n=1

A) Na osnovu Rabeovog kriterijuma ne dobija se odgovor o konvergenciji datog reda.
B) Na osnovu Rabeovog kriterijuma dati red konvergira.

C) Na osnovu Rabeovog kriterijuma dati red divergira.

D) Na osnovu Dalamberovog kriterijuma dati red konvergira.

E) Na osnovu Dalamberovog kriterijuma ne dobija se odgovor o konvergenciji datog reda.

2019 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Dati red apsolutno konvergira.

B) Na osnovu Lajbnicovog kriterijuma dobija se da dati red konvergira.
C) Na osnovu Kosijevog kriterijuma dobija se da dati red konvergira.

D) Na osnovu Dalamberovog kriterijuma dobija se da dati red konvergira.

E) Dati red uslovno konvergira.
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Test 3.10
1” Neka je Z a, brojni red sa pozitivnim ¢lanovima. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n=1
A) Y (—1)"ay je alternativni red. B) Jg{}o ap =0
n=1
00 A1 00
BERT n . .
(0}) E an = nh_r&, a D)Zax € Rred Z a,x je stepeni red.
n=1 n n=1
E) Zax € Rred )_ a,(x —1)" je stepeni red.
n=1
2% Neka je interval [0, o) oblast konvergencije funkcionalnog reda Z fn(x), x € R. ZaokruZiti slova ispred tatnih
n=1
tvrdenja.
A) Y £4(0) je funkcionalni red. B) ) fu(—1) je brojni red.
n=1 n=1
C)Red )  fu(2) je divergentan. D) Red ) f,(1) je konvergentan.
n=1 n=1
E)Red )  fu(—2) je konvergentan.
n=1
3% Neka je {S; } new niz parcijalnih suma brojnog reda Z an. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
n=1
A) Ako je ,111_{20 S, =1, tada n; a, konvergira. B) Ako ,; a, konvergira, tada je nh_{%o S, =0.
C) Akoje lim S, = oo, tada Y | a,, divergira. D)) a,=5,
e n=1 n=1

E) Ako je li£11 S, = 1, tada se ne moZe odrediti da li konvergira red Z a,.
n [ee] 71:1

47 Zaokruziti slova ispred redova koji divergiraju.

A S mzﬁ c) ) 2" ng E) ) —
n=1 n: n=1 n=1 n=1 n=1 n.
5% Neka brojni red Z a, uslovno konvergira. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1
A) Z a, apsolutno konvergira. B) Z a, konvergira. (0] Z a, divergira.
n=1 n=1 n=1
D) Z |a,| konvergira. E) Z |a,| divergira.
n=1 n=1
o0 n
6 Zaokruziti slova ispred vrednosti promenljive za koju red Z — (x—2)", x € R, konvergira.
n=1

A)x:%3 B)x=0 COx=1 D)x=3 E)ng
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7% Neka je pozitivan realan broj R polupre¢nik konvergencije stepenog reda Z c,x", x € R. ZaokruZiti slova ispred
n=1
tacnih tvrdenja.

A)c, > 0zan € N.
B) Centar datog stepenog reda je ¢;;.

O) Z ¢, R" konvergira.

n=1
D) Za x € (—R, R) dati stepeni red apsolutno konvergira.
E) Za x € (—o0, —R) U (R, o0) dati stepeni red divergira.

8~ Neka je Z fn(x) funkcionalni red definisan na skupu A C IR. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n=1
A) VajerStrasov kriterijum se moZe primeniti za utvrdivanje divergencije datog reda na skupu A.
1 (e ]
B) Ako je | f(x)]| > PRCEAS Ain €N, tada Y f,(x) apsolutno konvergira na A.

n=1

1 oo
C) Ako je |fu(x)| < A ZAXE Ain e N, tada ) fu(x) apsolutno konvergira na A.

n=1

1 oo
D) Ako je | fu(x)] < L zaxe Ain e N, tada ) f,(x) uniformno konvergira na A.
n=1

1 o9}
E) Ako je | fu(x)] < 3ZAXE Ain e N, tada ) f,(x) uniformno konvergira na A.

n=1

9% Zaokruziti slova ispred redova koji apsolutno konvergiraju.

> (—1)" = —2020 > (—=1)" =1 > 1
A B C ~—ean D E -—— =2
107 ZaokruZiti slova ispred stepenih redova &iji je polupre¢nik konvergencije 1.
oy By 0 Y 5" D)y 5" B)Y &1y
n=1 5 n=1 5n? n=1 n=1 n=1 5"
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2.4 Furijeovi redovi

Test 4.1

1% Zaokruziti slova ispred nizova funkcija koji su ortogonalni na intervalu [0, 277].

2
A) Niz funkcija f1(x), f2(x), f3(x),... sa osobinom da je fu(x)dx =0zan=1,2,3,....
0

27
B) Niz funkcija: f1(x), f2(x), f3(x),. .. sa osobinom da je / (fu(x))dx=1zan=1,2,3,...
0

C) cosx,2cosx,3cosx,...,NCOSX,...
D) sinx,2sinx,3sinx,...,nsinx,...

E) cos x,cos2x,cos3x,...,cosnx,...

2% Zaokruziti slova ispred integrala ¢ija je vrednost jednaka nuli.

0 3 3
A) / sin x dx B) / cos? x dx (0] / sin x cos 2x dx
—TT 7T 7T
T 47
D) / cos2x dx E) sin? x dx
0 2
3% Neka je n € IN. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
T T
A) cos (—nm) = — cos (nm) B) sin (%) =0 C) cos (%) =(-1)"
D) sin (nr) =0 E) cos (nm) = (—1)"
. . e .. . . : 1—x, x€(0,1], ‘...
4% Neka je f periodi¢na funkcija sa osnovnim periodom 2 takva da je f(x) = x—1, xe(1,2) Zaokruziti
slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Funkcija f je parna. B) Funkcija f je neparna. C) f(—1) nije definisano.
D) f(-1) =0 E) f(0) =
5% Zaokruziti slova ispred integrala Cija je vrednost jednaka nuli.
1 m 4
A) / sin® x cos x dx B) / x? sin 23x dx O / (x4 + 1) sin4x dx
—1 —7T —4

3 1
D)/ (x+1)sinxdx E)/ (x* +1) cos x dx
_3 -1

1, -1<x< —%,
6~ Zaokruziti slova ispred Furijeovog reda funkcije f(x) = ¢ 0, —% <x< %,
1, i<x<l

sin 2f —sin # © _2gin 2t
A) 1+ Z 4 — %) sin n721x B) ) Tzsinnmc
n=1
—251n 1 i 2 smn — sin
C)f—l—z COS NTTX §+Z 2) COS nx

n=1

o0 4 niw __
E)1+Z (sm nnsm4)cosn721x

7% Zaokruziti slova ispred funkcija koje se mogu razviti u red sinusa.
A) fi(x) =23, x € (—6,6) B) fo(x) = x*+x, x € (0,2) C) f3(x) =x*—1, x € (-3,3)
D) f4(x) = cosx, x € (—1,1) E) fs(x) = x°, x € (-2,2)



76

GLAVA 2. TESTOVI PREDISPITNIH OBAVEZA

8~ Neka su ag, a, i by, n = 1,2,.... Furijeovi koeficijenti funkcije f(x) = sinx sa x € (71,477). ZaokruZiti slova
ispred tacnih tvrdenja.

A) f(x) 2 (an cos —|—b sm%)

2nx

2 2nx
B) f(x) = ~3 + Z (ancos 3 + b, sin3>
47t nx
C) Koeficijenti u kosinusnim ¢lanovima su a,, = 37 / sin x cos 3 dx.
7T

X dx.

I . . . 3 )
D) Koeficijenti u kosinusnim ¢lanovima su a4, = > / sin x cos
T
o . . 4 . 2nx
E) Koeficijenti u sinusnim ¢lanovima su b,, = 37 sin x sin 3 dx.
TJn

9% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

Razvijanjem funkcije f(x) = { 1, x€(0,1),

2, xell,n), u Furijeov red dobija se red ...

A) 24 Z Ay cos 2nx + by, sin 2nx), gde je

T
—/ f(x)dx,a, = —/ f(x) cos2nxdx, by, / f(x)sin2nxdx, zan € IN.
0

B) 24 E (un cos + by, sin 2x> gde je

1 /= . nx
/f dxan—z/f cos = ’H_E/o f(x)s1n7dx,zan€N.

C) E + Z an cos nx + by, sinnx), gde je

—/f dxan——/f ) cosnxdx, b, = /f )sinnxdx, zan € IN.

D) sinusa. E) kosinusa.

10~ ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = —x, x € (—2,2), u Furijeov red dobija se red ...

1 2
A)Z(ancos 1 + b, sin n4 saan—4/ f(x oszﬁdx,bn:Z/Zf(x)sinnélﬂdx,zanG]N.

B) — + i (ancosn + b, sin —— nrex ) gde je

%
2 2

al/
)

0 % + (ay cosnx + b, sinnx), gde je
1

[ey

2 nmx 1 2 . NTTX
f(x)dx, a, = E,/,Zf(x)COSde’ by = Eﬁzf(x)s1n7dx,zan e N.

I\)

2 2 2
f( )dx,an:;/ f(x)cosnxdx,bn:;/ f(x)sinnxdx,zan € IN.
-2 -2

D) sinusa. E) kosinusa.
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Test 4.2

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

T %ﬂ T 7T
A)/ sin3x dx = 0 B)/ sin3x dx = 0 C)/ sin3xdx = 7
0 0 0
2T7r 27T
D) / cos3xdx =0 E) / sin3xcos3xdx =1
0 0
2 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
5
A)/nxsm3xdx:0 B)/n (cos3x+2)dx =0 C) n (x+1)cos3xdx =0
-3 3 -3
D) / Sﬂ 2019 4 2018x) sin3x dx = 0 E) / (x4 1) sin3xdx = 0
3 3

3% Zaokruziti slova ispred koeficijenata koji se dobijaju razvijanjem funkcije f(x) = {

a [ee)
Furijeov red EO + Y (ay cosnx + b, sinnx).

n=1
1 /0 1 [
A)a, = — cosnxdx——/ cosnxdx B)a, =0
TJ—m 7T Jo
2 (7 1 7
C)bn:—/ (—x)sinnxdx D)bn:;/ xsinnx dx E)b, =0
0 —7T

47 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Funkcija f(x), sa x € [0, 7t], kojoj odgovara grafik prikazan na slici 2.4.1 ...
A) je neprekidna na intervalu (0, 77).

B) nije neprekidna u tacki x = 1.

C) nije diferencijabilna u tacki x = 1.
D) je diferencijabilna na intervalu (0, 77).
E) nije diferencijabilna u tacki x = 2.

57 Zaokruziti slova ispred neparnih funkcija.

A) fi(x) = x5 cos(2022x) B) fo(x) = x?%2 sin(2022x)
O) f3(x) = x**? cos(2023x) D) f1(x) = x*%?sin(2023x)
E) f5(x) = x2022 4 2023 1 g
Slika 2.4.1
6~ Neka je n € IN. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A)sinnmt = (—1)" B)sinnt =0 C) cosnmt = (—1)"
D) cosnm =0 E) COS(anl)n =(-1)"

7% Neka su funkcije f : (—2,2) — Rig: (—2,2) — R diferencijabilne, pri ¢emu je funkcija f neparna, a ¢ parna.
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Razvijanjem funkcije f u Furijeov red anuliraju se Furijeovi koeficijenti u sinusnim ¢lanovima.

B) Razvijanjem funkcije f u Furijeov red anuliraju se Furijeovi koeficijenti u kosinusnim ¢lanovima.
C) Razvijanjem funkcije ¢ u Furijeov red anuliraj se u Furijeovi koeficijenti u kosinusnim ¢lanovima.
D) Razvijanjem funkcije f - ¢ u Furijeov red anuliraju se Furijeovi koeficijenti u sinusnim ¢lanovima.

E) Razvijanjem funkcije f - ¢ u Furijeov red anuliraju se Furijeovi koeficijenti u kosinusnim ¢lanovima.
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8> ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju tatna tvrdenja.
Ako je diferencijabilna funkcija f definisana na intervalu (0, 7], tada se razvijanjem funkcije f u Furijeov red
dobija ...

A) f(x) = +
/ Flx :z/nf(x)cosznxdx, bn:i/onf(x)sinandx,n:1,2,...

(an cos2nx + by, sin2nx), gde je

nM%

B) f(x) = > —l—Z(ancos + b, sin 2) gde je

1 nx 1 /- nx
[ — — _ = — i —_— :12...
ag 2/0 f(x)dx, ay 2/0 f(x)cos > dx, by 2/0 f(x)sin > dx,n=1,2,
C) f(x EO Z (a, cos nx + b, sinnx), gde je
1/() =~ [T fycosmrdn, by = [* ) sinnvdx n=1,2
_71 flx an—nOfxcosnxx,n—nOfxsmnxx,n—,,
D) f(x EO Z (ay cos nx + by, sinnx), gde je
. 1 7 1 7 ,
—/ fx :;/_ﬂf(x)cosnxdx,bn:;/_ﬂf(x)smnxdx,nzl 2
E) f(x ?0 Z (a, cos ntx + by, sinnrmx), gde je

7T 7T
IZ(]:/ fx dx,an:/ f(x)cosnnxdx,bn:/ f(x)sinnmxdx,n =1,2,
0 0 0

9~ Data je funkcija f(x) = 1 — x%, x € [0, 7t]. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Data funkcija se ne moze razviti u red sinusa jer ona je parna funkcija.
B) Data funkcija se ne moze razviti u red kosinusa jer ona je neparna funkcija.
C) Data funkcija se moZe razviti u red kosinusa njenim proS$irivanjem u parnu funkciju.
D) Data funkcija se moze razviti u red sinusa njenim prosirivanjem u neparnu funkciju.

E) Funkcija | f(x)| se ne moZe razviti u Furijeov red jer nije diferencijabilna u tacki x = 0.

10~ Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.

1 n 1
A) / |x?%| sin (2022x)dx =0 B) / B sinxdx = 0 C) / 2% sinxdx = 0
1 -7 0
T 7
D)/O xcosxdx = —2 E)/ xcosxdx =1
0
Test 4.3

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
7T
A) Ako je niz funkcija: f1(x), f2(x), f3(x), . .. ortonormiran na intervalu [0, 77|, tada je / fn(x)dx = 1 zasvako
0

T
"= 1,2,3,...1/ Fu(x) fon(x) dx = 0 za svako n,m = 1,2,3, ...
0

B) Ako je niz funkcija: fi(x), f2(x), f3(x), ... normiran na intervalu [—7, 0], tada je / (fu(x))?dx = 1 za
svakon =1,2,3,....

C) Niz funkcija: cos x,2 cos x,3cos x, . .. je ortogonalan na intervalu [—7t, 77].

D) Niz funkcija: cos x, 2 cos x,3 cos x, . . . je ortogonalan na intervalu [0, 277].

E) Niz funkcija: sin x, sin 2x, sin 3x, . .. je ortogonalan na intervalu |77, 377].
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2% Neka je n € IN. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
T
A) cos (—nm) = cos (nr) B) cos (—nm) =0 C) cos (%) =0
D) cos (nr) =0 E) cos (nm) = (—1)"

3% Neka je f periodi¢na funkcija sa osnovnim periodom 2 takva da je f(x) = { —Ox, xxee[i)lll())) " Zaokruziti

slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Funkcija f je parna. B) Funkcija f je neparna. C) f(3) nije definisano.
D) f(1) =1 E)f(2) =
47 Zaokruziti slova ispred integrala ¢ija je vrednost jednaka nuli.
1 6 3
A) / % cos x dx B) / x5 cos 12x dx (9] / (x4 + 1) sin 6x dx
-1 -6 -3
T 1
D)/ xsin x dx E)/ (x?> — 1) cos x dx
—7T -1
5% Zaokruziti slova ispred integrala ¢ija vrednost je jedan.
27 cos? X o S
A)/ B)/ sin x cos x dx C)/ sin x cos 2x dx
1 T
T T
D) / sin” x dx E) / cos xdx
—x 7T 0

- . 3 N -1, -l<x<0
6~ Zaokruziti slova ispred Furijeovog reda funkcije f(x) = { 1 ! 02< r<l !
’ 2

2 2(1—(=1)" 2(1—
A Y MsinZnnx B) Z (1 — cos ) sin nx
— nr — ni
n=1 n=1
© 2 (cos L —1) o0 2 nr niTx
S8y 70 D — 2 cos ™) gin M
O Z o COS NTTX )Z ——cos | sin —
n=1 n=1
© _2cosi
E) Y ——2cos2nnx
~  nn

7% Neka je funkcija f periodi¢na s osnovnim periodom 4 takva da je f(x) = x za x € (2,6). ZaokruZiti slova ispred
tacnih tvrdenja.

A) Furijeov red funkcije f je oblika 2 E + Z (an cos n4 + b, sin nzx) gde su ag, a, 1 b,, n € N, odgovara-
n=1

juci koeficijenti.

B) Furijeov red funkcije f je oblika 22 + Z (an cos —— nr 5 + by, sin n721x> gde su ag, a,, i by, n € N, odgovara-

judi koeficijenti.

= nix
Furij d funkcije f je 2 by, si = ! b, = 172
C) Furijeov red funkcije f je —1—712:1 nSin ——saay = 4/ fx cos X, 4/ f(x)sin 1

D) Furijeov red funkcije f je 4+ ) _ by sin n72'[x sadn =5 / fx cos dx b, = =5 / f(x sm 072 dx.
n=1

= nrix nux
E) Furijj d funkcije f j by, si = / X, / 7(1
) Furijeov red funkcije f je nZ::l nSIN——saay = 5 f(x)cos —— > by =5 f(x)sin X.

8" Zaokruziti slova ispred funkcija koje se mogu razviti u red kosinusa.
A) fi(x) =tgx,x € (—1,1) B) fo(x) = x* x € (—1,0] C) f3(x) = x%, x € (=3,3)
D) fi(x) = €%, x € (0,2) E) fs(x) = x°, x € (=2,2)
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9% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = x*> + 1, x € (—1,1), u Furijeov red dobija se red ...

A)—+Z (a, cosnx + b, sinnx), gde je ap = 2/ fx

cosnxdx1bn— x)sinnxdx, zan € IN.
2

B)f—l—z(uncos + by sin 2% 5 ) gde je ag = 2/ flx
:E/ f(x)Cosidxibnzi/ f(x)sin—dx,zane]N,

C)E+ Z (ay cosnrx + by sinnmx), gde je ag = / fx
n=1

a, = / f(x)cosnmxdxib, = / f(x)sinnmxdx, zan € IN.
-1 -1
D) sinusa. E) kosinusa.

10” ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = x> — 1, x € (—7, 7r) u Furijeov red dobija se da je ...

A) f(x)= % + Y (ay cos nx + b, sinnx), gde je ap = /_nf(x) dx

n=1
7T 7T
an:/ f(x)cosnxdxibn:/ f(x)sinnxdx,zan € IN.
7T
B) f(x) = 2 (an cos nmx + b, sinnmnx), gde je ag = / f(x)dx,

an—/ f(x) cosnrmx dx i by —/ f(x)sinnmxdx, zan € IN.

HMS

gk

Qﬂm:§+

(a, cos nx + b, sinnx), gde je ay = %/ f(x)dx
-7
1] 1 7
ay = ;/ f(x)cosnxdxib, = E/ f(x)sinnxdx, zan € N.
-7

I
—_

—7T
ap s . . 1 4y
D) f(x) = 5> T Y (an cosnmx + by sinnmx), gde je ag = ;/ f(x)dx,
— —7T
1 1 /7
an:;/ f(x cosnnxdxibn:;/ f(x)sinnmxdx, zan € IN.
—7T

E) f(x) = —l—Z(ancos —I—bnsm )gdeJeaO 7/ f(x

1 /7 . .
an_;/7nf(x)cos;dx1bn—%lnf(x)s1n;dx,zan€N.

Test 4.4

1 Neka je n proizvoljan prirodan broj, a f1, fa, f3, fai f5 realne funkcije sa jednom realnom promenljivom. ZaokruZiti
slova ispred neparnih funkcija.
A) f1(x) = cosnx - sinn B) f2(x) = sinnx - cosnx C) f3(x) =Inx -sinnx
D) fi(x) = x*°° cos® nx E) f5(x) = x* sin® nx

2% Neka je f periodi¢na funkcija s periodom 2 takva da je f(x) = (x +2)? za x € [—3, —1]. ZaokruZiti slova ispred
taCnih tvrdenja.

A) Funkcija f je parna. B) Funkcija f je neparna. C) f(0) nije definisano.
D) f(0) = 4 E) f(=3) = f(-1)
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3% Zaokruziti slova ispred integrala &ija je vrednost jednaka nuli.

21 g
A) [ 7 (2 +1)sin2xdx B) ) cos =~ dx 0 [ x®sin5xdx
,ZTH _3n 3 _

2

S B

D) % cos 3 dx E)/ . 2 (cos5x +1) dx
3

_nt
3

47 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Funkcija kojoj odgovara grafik prikazan na slici 2.4.2 se ...
A) ne moze razviti u Furijeov red.
B) mozZe razviti u Furijeov red.
C) ne moZe razviti u red kosinusa.

. ' X
. .. . 1 4
D) moze Sazvm 1.1.red smu'sa. Slika 2.4.2
E) ne mozZe razviti u red sinusa.
57 Neka je n € IN. Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A)sin (—nm) = (-1)" B) sin (—nm) =0 C) cosnmt = cos0
D) cos (—nm) =0 E) cos (—nm) = (—1)"
6~ Zaokruziti slova ispred Furijeovih koeficijenata dobijenih razvijanjem funkcije f(x) = |x|, x € (—2,2), u
Furijeov red.
A)ag=0 B)ay=1 C)ag=2
1 /2 1 /2
D)a, = f/ x| cos T dx, 1 =1,2,3,... E) b, — f/ x| sin T dx, n=1,2,3,...
2/2 2 4/ 2 4

7% ZaokruZiti slova ispred funkcija za koje se za koeficijente u sinusnim ¢lanovima Furijeovog reda dobija vrednost
2((=1)" -1

nm
A) fi(x) =2, x € (—27,0) B) fo(x) = =2, x € (0,2n)

B 1, xe€(-mn0] _ x, x€(-1,0] _
O fs(x) = { 1, xe(om D)= { Cy oxe(on)  BAO=121 Yo
8> Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Ako trigonometrijski red uniformno konvergira ka funkciji f, tada je on Furijeov red funkcije f.

B) Furijeov red realne funkcije f; definisane na intervalu [O, 1), sa koeficijentima ag, a, i by, n = 1,2,..., ima

. a > .
oblik EO + Z (a, cos nmx + by, sinnmx).

n=1
C) Furijeov red realne funkcije f, definisane na intervalu [0, 7t], sa koeficijentima ag, a,, i by, n = 1,2, ..., ima

obth—Fn}: (ancos nz + b, SmnTnx>

D) Ako su realne funkcije f i g integrabilne na intervalu [a,b] C R i pripadaju normiranom nizu funkcija, tada
b b
vati daje/ (F(x))? dx = 1i/ (¢(x))2dx = 1.
a a

E) Ako su realne funkcije f i g integrabilne na intervalu [, b] C R i pripadaju ortonormiranom nizu funkcija, tada

b
vazi daje/a f(x)g(x)dx =1.
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9% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

7T
A) / 082 2020x dx = 0
-7

5
()] c0s2020xdx =0

3

7T
E) / sin 2019x cos 2020x dx — 71
-7

7T
B) / sin? 2020x dx = 0
-

27
D) / sin 2020x cos 2020x dx = 0
0

10~ ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

1, x€(—mn0]
0, xe(0,m)

u Furijeov red dobija se ...

Razvijanjem funkcije f(x) = {

A) da su koeficijenti u kosinusnim ¢lanovimaa, =1, n =1,2,3,....

-1)" -1
B) da su koeficijenti u sinusnim ¢lanovima b, = (1271’ n=1,23,....
1 21— (=-1)"
C)daje f( )=§+n;1 1571 ) sinnx.
D)daje f(x) =1+ i 1= (1) sin nx
= nm ’
E)daje f(x) = i (=" = sinnyx
nm '

Test 4.5

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

47T
A) cos2lxdx =0

27

3
B)/ sin20x cos21lxdx =1
7T
27 —7T
D) / cos?20xdx = 1 E) / sin20xsin21xdx =1
0 -3

2% Zaokruziti slova ispred integrala ija je vrednost razlicita od nule.

T (sin2021x
of (F&
[ (7

2
>dx:1

3 2 57
A) / sin 2x cos x dx B) / (x® 4 1) sin8x dx ) / x% cos5dx
-3 2 51

0 ) z 4
D)/ cos 3x sin2x dx E)/ (1 —Xx ) cos3x dx
—27 ,g

3% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Realna funkcija jedne realne promenljive koja je periodi¢na s periodom 2 i po delovima neprekidno diferenci-
jabilna na intervalu (—1,1) mozZe se razviti u Furijeov red na (—1,1).

B) Realna funkcija jedne realne promenljive koja je periodi¢na s periodom 2 i neprekidno diferencijabilna na
intervalu (—1,1) ne moZe se razviti u Furijeov red na intervalu (—1,1).

C) Za dve proizvoljne razli¢ite funkcije iz niza funkcija normiranog na intervalu [a, b] vaZi da je integral njihovog
proizvoda na intervalu [a, b] jednak 0.

D) Za dve proizvoljne razli¢ite funkcije iz niza funkcija normiranog na intervalu [a, b] vaZi da je integral njihovog
proizvoda na intervalu [a, b] jednak 1.

E) Za proizvoljnu funkciju iz niza funkcija normiranog na intervalu [a, b] vaZi da je integral njenog kvadrata na
intervalu [a, b] jednak 1.



2.4. FURIJEOVI REDOVI 83

4% Neka je f periodi¢na funkcija s osnovnim periodom 2 takva da je f(x) = 2x —4 za x € [2,4). ZaokruZiti slova
ispred ta¢nih tvrdenja.

A) f(4) nije definisano. B) f(x+2) = f(x) C) f(x—2) # f(x)
D) f(~1) = 6 B)f(1) =2

5% Zaokruziti slova ispred funkcija za koje je Furijeov koeficijent ag, dobijen za interval na kojem je funkcija nave-
dena, jednak sa 8.

0, 0<x<x?2 0, 3<x<0 2x, x€ (0,2
A) filx) = { 5 2<x<5 B)fZ(x):{ 2, 0<x<3 C)ff‘(x):{ 2, xegz,zj
D) fs(x) = [x|, x € (~8,8) E) f5(x) = x* x € (=5,5)

6 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = |x|, x € (=7, 71) u Furijeov red dobija se red ...
2 © s U
A) -t Y (ancosnx + by sinnx) saa, = / f(x)cosnxdx, b, = / f(x)sinnxdx,n € N.
= -7 —7T

e 5

1 /7 1
B) Ty (a, cosnmx + b, sinnmx) saa, = —/ f(x)cosnmxdx, b, = —/ f(x)sinnmxdx,n € N.
2 = TJ-n y
TS ) 1 (= 1 (7 )
C)*-I—Z(ancosnx—f—bnsmnx) saan:—/ f(x)cosnxdx,bn:—/ f(x)sinnxdx,n € N.
2 = TJ-n T J-n
D) sinusa. E) kosinusa.

7% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = x, x € [—2,2], u Furijeov red dobija se red ...

A) 24 Z a, cos nx + by, sinnx), gde je
=1

" 2 2

7/ f(x)dx,anzi/ f(x)cosnxdxibnzi/ f(x)sinnxdx, zan € N.
_ -2 -2
Z (an cos —I—b sin n72tx> gde je
" 2

7/ f(x)dx,an:f/ f(x)cosmdxibnzl/ f(x)sin@dx,zanG]N.
_ ) 2 2 )0 2

C)f—i—z (ancosn4 + by, SngX) gde je

2 1 2
ay = 1/_2f(x)dx,an = Elzf(x)cos%dxibn = 1/_2f(x)sinn4ﬂdx, zan € N.
D) sinusa. E) kosinusa.

8% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

1 & 4(-1)"
Neka je realna funkcija f neprekidno diferencijabilna i periodi¢na. Ako je red 3 + E (2713 cos nrtx Furijeov
n=1
red funkcije f tada je
A f(x)=< —|— Z cosnrx za svako x € R.
( ) - 4(=1)" 1

B C =f(1)—=

) — £(0) - VL S =)

=

i Mg IIMS

(}J\H UJM—\

> E)in2n2:f(2)—3.

NI~

-/
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9% Neka je funkcija f periodi¢na s osnovnim periodom 2 takva da je f(x) = { 2% 2_ 4, xe(23], Razvija-

x € (3,4].
. . . . . 3 & 2 " 2 .
njem funkcije f u Furijeov red dobija se da je f(x) = 5 Z ((=1)" — 1) cosnmx — S -sinnmx ).

+

n2m?
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

> 2
A) Zasvako x € R vazidaje 2x — 4 = 3. +) ( — 1) cos nmx — smnnx)
2 = nm
B) Za svako x € (2,3] vazidaje2x — 4 = 5 i )" —1)cosnmx — 2 sinnmx
’ 2t = nim '
v 3. o 2 .
C) Za svako x € (1,2] vazidaje2 = = + Z —1)cosnmx — —sinnmnx | .
2= nrm
D) Za svako x € (4,5] vazidaje2x —4 = 3 i ((=1)" = 1) cosnmx — isinnmc
’ ! =2t = n2n2 nm '
E) Za svako x € (4,5] vazidaje 2 = 3 i 2 )" —1)cosnmx — 2 sinnmx
’ Jez=3+ = n2n2 nm '

10~ Neka je n € IN. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) cos i = 1,  n paran broj ' B) sinnm — 1,  n paran broj '
—1, n neparan broj —1, n neparan broj
C) cos (E—l—nﬂ) =1 D) cos (E—i—nn) =0 E)sin(z—i—nn) =0
2 2 2
Test 4.6

1% ZaokruZiti slova ispred nizova funkcija koji su ortogonalni na intervalu [0, 271].

A) x,2x, 3x, ... B) cos x, cos? x, cos® x, ... C) sinx, sin® x, sin’ x, ...

2

D) x, sin x, x2, sin 2x, x>, sin 3x, . .. E) cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, cos 3x, sin 3x, ...

2% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

7T T T
A)/ sin9x cos7xdx = 1 B)/ cos® 7xdx = 7 C)/ sin?9xdx = 7t
— - -7
Vs Vs
D)/ cos9xcos7xdx =1 E)/ sin9xsin7xdx = 7t
—7T —T7T
y
3% Neka je f realna funkcija kojoj odgovara grafik prikazan na slici 2.4.3. Zao- o ---mmo-- 2f
kruziti slova ispred tacnih tvrdenja. PN}
1—x, x€[-3,-2) Lol e
1, xel[-2-1) -3 -2 —1_1’___1 2 3
A) f(x) = X, x €[-1,1) '
1, 1,2] ~2rmmee
x—1 (2/ 3] Slika 2.4.3
(—1—x, x€[-3,-2) 1+x, xe€[-3-2)
1, x €[-2,-1) 1, x €[-2,-1)
B) f(x) = —X, x €[-1,1) D) f(x) = X, x € [ 1,1)
-1, x € [1,2] 1, € [1,2]
1—1x, x € (2,3] 1—x, € (2,3]

D) Funkcija f nije diferencijabilna. E) Funkcija f nije neprekidna.
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47 Zaokruziti slova ispred koeficijenata koji se dobijaju razvijanjem funkcije f(x) = { _xl’ i E %O_ 7:[’)0) u Furi-
jeov red 61270 + ;::1 (a, cos nx + by, sinnx).
T+ 2 -1 (-1)" -1 —1)" -1
A)ag = Bya, — =D (D) 0, = 1
2 n2m n2m
1 B o 1 7 1 (7
D)bn:</ smnxdx—i—/ xsmnxdx) E)bn:—/ cosnxdx+—/ xcosnxdx
Tt \Jo 0 7t Jo 7t Jo
5% Neka je n € IN. Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A)cosnmt =0 B)sinnmt =1 0) Sjnw =(-1)"
2 1 2 1
D)sin(n—; L E)cos(n—; L

6~ Neka je ¢ pozitivan realan broj i neka funkcija f : (—¢,¢) — RR. ZaokruzZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Funkcija f je parna ako i samo ako je f(—x) = f(x) za svako x € (—¢,0).
B) Funkcija f je neparna ako i samo ako je f(—x) = f(x) za svako x € (—/,¢).
C) Funkcija f ne moZe biti neparna na simetri¢nom intervalu (—¢, ¢).
D) Integral neparne funkcije na simetri¢nom intervalu je nula.
E) Razvijanjem neparne funkcije u Furijeov red dobija se red kosinusa.

7% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Ako je f proizvoljna neprekidno diferencijabilna realna funkcija data na intervalu [—1, 1], tada se razvijanjem

funkcije f u Furijeov red dobija da je ...
A) f(x) = % L Z (an cos nytx + b, sinnmx), sa ag = 2/ f(x)dx, an—z/ f(x) cosnrmx dx,

2
/ f(x)sinnmxdx,n=1,2,...

N \

e

1 1
B) f(x) = L;—O + ) (aycosnmx + b, sinnmx), saag = /_1 f(x)dx,a, = /_1f(x) cos n7x dx,

Il
—_

n

1
b, = / f(x)sinnmxdx,n=1,2,...
1

a - : 1t 1
O f(x) = > g (a, cosnmx + b, sinnmx), saay = %llf(x)dx,an = %/Af(x)cosnnxdx,
by —:[/ f(x)sinnmxdx,n=1,2,...
aq & 1 1
D) f(x) = E+ Z(anCOSZnnx+bnsin2n7rx),saao:/ f(x)dx, an:/ f(x)cos2nmxdx,
=1 -1 -1

bn:/ f(x)sin2nmxdx,n =1,2,...

oo 1 1
E) f(x EO"'Z ancosnnx-l-bnsinnnx),saao:2/ f(x)dx, an:2/ f(x)cosnmxdx,
- 0 0
b,=0,n=1,2,.

8" Zaokruziti slova ispred funkcija koje se mogu razviti u red sinusa.
A) fi(x) =22, x € [-1,1) B) fo(x) =e*+e Y, xe€[-1,1) C) fz(x) =cosx,x € [-1,1)
D) fy(x) = 22, x € [0, 1) E) fs(x) = (x —1)%,x € [0,1)
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9% Data je funkcija f(x) = e¥ — x2, x € [0, 77]. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Funkcija f se moZe razviti u red sinusa njenim proSirivanjem u neparnu funkciju.
B) Funkcija f se ne moze razviti u red sinusa.

C) Funkcija f se moZe razviti u Furijeov red kao periodi¢na funkcija sa periodom 7t.

.. . ... .. . e .. . T
D) Funkcija f se moZe razviti u Furijeov red kao periodi¢na funkcija sa periodom —.

E) Razvijanjem funkcije f u Furijeov red dobija se red kosinusa.

10~ Neka je f(x) = ex, x € [0,1], periodi¢na funkcija sa osnovnim periodom 1. ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka
reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Furijeov red funkcije f je ...

e ad e .
A) 3 + r; (_E> sin2n7x

00 1
B) ¢ + Z (an CcoS2nmwx — ¢ sin2n7rx) saa, = / f(x)cos2nmxdx,n € N
2 = 2nm 0
e = 1 1
O 5 + Z (a, cosnmx + b, sinnmx) saa, = / f(x)cosnmxdx, b, = / f(x)sinnmxdx,n € N
n=1 0 0
) 1
D) Z + ng:l (an oS 2n7x — ﬁ sin2n7'[x) saa, = /0 f(x)cos2nmxdx,n € N
E) ¢ + Z (—i) sin2n7tx
4 =\ nm

Test 4.7

1¥ Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.

A) Realna funkcija jedne realne promenljive koja je periodi¢na s periodom 27t i po delovima neprekidno diferen-
cijabilna na intervalu (—7t, 77) moZe se razviti u Furijeov red na (—7t, 77).

B) Realna funkcija jedne realne promenljive koja je periodi¢na s periodom 27t i neprekidno diferencijabilna na
intervalu (—7t, 77) ne moZe se razviti u Furijeov red na intervalu (—7t, 7).

C) Za dve proizvoljne razli¢ite funkcije iz niza funkcija ortogonalnog na intervalu [, b] vaZi da je integral njihovog
proizvoda na intervalu [a, b] jednak 0.

D) Za dve proizvoljne razliite funkcije iz niza funkcija ortogonalnog na intervalu [a, b] vaZi da je integral njihovog
proizvoda na intervalu [a, b] jednak 1.

E) Za proizvoljnu funkciju iz niza funkcija ortogonalnog na intervalu [a, b] vaZi da je integral njenog kvadrata na
intervalu [a, b] jednak 1.

2% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

3 27 0
A) / cos12xdx =1 B) / sin22xcos12xdx =0 (6)) / sin?2020x dx = 7
T 0 J=2r
T 5 3
D) / sin? 12x dx = 0 E) / sin 2020x sin 2021x dx = 1
o -
3% Zaokruziti slova ispred integrala ¢ija je vrednost jednaka nuli.
3 1 57
A) / " sin2xsinx dx B) / (x12 + 1) sin22x dx ) / x*sin5dx
-3 -1 —57

27 5 )
D)/ cos 2x sin 3x dx E)/ (1 —x")cosxdx
0 -3
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4> Zaokruziti slova ispred funkcija za koje je Furijeov koeficijent ag, dobijen za interval na kojem je funkcija nave-
dena, jednak sa 3.

_J 0, 0<x<2 [0 -3<x<0 [ 2x, x€(0,1]
A)fl(x)_{3’ 2§x<3 B)fz(x)_{ 1’ 0§x<3 C)f?,(X)—{ 2, x€(1,2]
D) f4(x) = |x|, x € (—3,3) E) fs(x) = x%, x € (=3,3)

5% Neka je n € IN. ZaokruZiti slova ispred taénih tvrdenja.
A) sin (—n7) = sin (n) B) sin (—nm) =0 C)sin(—nm) = (—1)"

D) cos (nr) =0 E) cos (nm) = (—1)"

6~ Neka je f periodi¢na funkcija sa periodom 2 takva da je f(x) = 2x — 4 za x € [2,4). ZaokruZiti slova ispred
tacnih tvrdenja.

A) Funkcija f je parna. B) Funkcija f je neparna. C) f(0) nije definisano.
D) f(0) =0 E) f(1) = f(3)

2x, x € (0,1],

2, xe (1,2 Furijeov red

7% Neka je f periodi¢na funkcija s osnovnim periodom 2 takva da je f(x) = {

2

3 & 2
funkcije f je 5 + n;l <n27'[2 ((=1)" = 1) cosnmx — pr sin nr{x) . Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

. 3 & 2 2
A) Za x € (0,1] vazi da je 2x = > +HZ::1 (nznz ((=1)" —=1) cosnmx — msmnnx) .
B) Za x € (2,3] vazidaje 2x = §+ i 2 ((—1)”—1)Cosnnx—isinnnx
’ esr=s =\ n2m? nm '

3 &2 . 2 .
C)ZaxGRvamdaJer—Z—i—Z( 5 ((=1)" = 1) cosnmx msmnnx).

. 3 & 2 2
D)Zax € (2,3] vazidaje2 = > +n§1 <n27r2 ((=1)" = 1) cosnmx — msmnnx) )
E)Zax € (1,2] vazidaje 2 = 3 + i 2 ((=1)" —1)cosnmx — isinnmc
’ o732 =\ n?n? nm '

8" Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = 1 — x2, x € [—1,1], u Furijeov red dobija se red ...

o 1 1 1 1
A) %0 + 2 (a, cosnx + b, sinnx), gde je ag = I/lf(x)dx’ a, = I/lf(X)Cosnxdxi
n=1 — _

1
bn:i/ f(x)sinnxdx, zan € N.
-1
B)@+i(a cos X 1 p sin@) dejea —1/1f(x)dxa —1/1f(x)cosmdxi
2 T \InCos T s Ty 8 =S Y 2
1 /1 _ x
bnzi/ f(x)sin ——dx,zan € IN.

)] %O + Z (a, cosnmx + b, sinnmx), gde je ap = /1f(x) dx, a, = /1f(x) cos nxdxi
n=1 — _

1
b, = / f(x)sinnmxdx,zan € IN.
-1

D) sinusa. E) kosinusa.
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9% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = x2, x € (0,1), u Furijeov red dobija se da je ...

A) f(x) = 2+E(ancos 05 + by, sin 05>saa0 05/f dxan—os/f cos%dxi
1 /! . N7X
bn_ﬁ/o f(x)smﬁdx,zane]l\l.
) 1 1
B) f(x 50 Z (a, cos2nmx + b, sin2n7mx) saaozz/ f(x) dx, an:2/ f(x)cos2nmxdx i
=1 0 0
= / f(x)sin2nmxdx, zan € N.
2 & 1
C) f(x =3 Z (a, cos2n7x + b, sin2n7x) saan:2/0 f(x)cos2nmxdx i
= /f( x)sin2nmxdx, zan € N.
ap ad . . 1 1 .
D)f(x):E%—Z(ancosnx+bns1nnx),gdeJeao:/ f(x)dx,an:/ f(x)cosnxdxi
n=1 0 0

1
by, = / f(x)sinnxdx,zan € IN.

) 1 1
E) f(x Z a, cos nx + b, sinnx) saa, = / f(x)cosnxdxib, = / f(x)sinnxdx, zan € IN.
=1 0 0

O\H—‘

10> Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = x, x € (=, 77) u Furijeov red dobija se red ...

7T
A)E—i— Z (a, cos nx + b, sinnx), gde je ay = —/ f(x)dx, an_—/ f(x)cosnxdxi
n=1 -7

—/ f(x)sinnxdx, zan € N.

B)—+Z (a, cosnmx + by sinnmx), gde je ag = —/ f(x)dx, an——/ f(x)cosnmxdx i
n=1

7/ f(x)sinnmxdx, zan € IN.
—7T

[ee] - -
(6)) % + Y (an cosnx + b, sinnx), gde je ap = / f(x)dx,a, = / f(x) cosnxdx i
. .

n=1

T
b, = / f(x)sinnxdx, zan € N.
-7

D) sinusa. E) kosinusa.

Test 4.8

1” Neka je n proizvoljan prirodan broj. Zaokruziti slova ispred neparnih funkcija.
A) fi(x) = cos® nx B) f>(x) = sin® nx C) f3(x) = e* cosnx
D) fi(x) = x**¥ cos nx E) f5(x) = x*Y sinnx

2% Neka je n € IN. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A)sinnmt = (—1)" B) sinnmt =0 C) cosnm = (—1)"
D) cosnt =0 E) cos (—nm) = —(=1)"
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3% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.

3 4t
A) / sin2019xdx =0 B) sin2019x cos 2019x dx = 0
T 27
— T
C) / cos?2019xdx = 0 D) / sin?2019xdx = 0
_37 -7

27
E) / sin2019x cos 2020x dx = 7t
0

47 ZaokruZiti slova ispred integrala ¢ija je vrednost jednaka nuli.

21 - 5
A)/zn(x—?)) (sin2x — 1) dx B)/; (x2 4 1) (cos3x + 1) dx C)/Zn 2 sin5x dx
-5 -7 -5

D) /é ¢ sin 3 dx E) /g 12 cos 5x dx

S
B

5% Zaokruziti slova ispred Furijeovih koeficijenata dobijenih razvijanjem funkcije
f(x) = |x|, x € (—1,1), u Furijeov red.
1
A)ag=0 B)ay =1 C)aozE
1

e . - . 1 nrmx
D) Koeficijenti u kosinusnim ¢lanovima: a,, = 2 / ]x| CcoSs - dx,n € IN.
1

1
E) Koeficijenti u sinusnim ¢lanovima: b, = / |x| sinnmxdx, n € N.
-1

6 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Funkcija kojoj odgovara grafik prikazan na slici 2.4.4 se ...
A) ne moze razviti u Furijeov red.
B) moZe razviti u Furijeov red.
C) ne moZe razviti u red kosinusa.
D) moze razviti u red kosinusa. Slika 2.4.4
E) ne moZe razviti u red sinusa.

2(1—(—1)"
7% Zaokruziti slova ispred funkcija za koje se za Furijeove koeficijente u sinusnim ¢lanovima dobija (n(n))
A) fi(x) =1,x€ (0,m) B) fo(x) = —1,x € (—m,0]

-1, x€ (-0 -2, x€(-1,0 -1, x€(-1,0
C)f;;(x):{ L xe(o,nn)] D)f4(x)={ N x€<(0,1)] E)f5(x):{ 1, x€<(0,1)]

8" Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

Razvijanjem funkcije f(x) = { [1)/ xxeg((_on;r())]

u Furijeov red dobija se ...
A) da su koeficijenti u kosinusnim ¢lanovimaa, = 0,n =1,2,3,....

(-1)" — 1
nmr

B) da su koeficijenti u sinusnim ¢lanovima b, = ,n=1,23,...

C)daje f(x) =
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9> Neka je f periodi¢na funkcija sa periodom 2 takva da je f(x) = (x —4)? za x € [3,5]. Zaokruiti slova ispred
tacnih tvrdenja.

A) Funkcija f je parna. B) Funkcija f je neparna. C) f(0) nije definisano.
D) f(0) =16 E) f(-1) = f(3)
107 ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Ako trigonometrijski red uniformno konvergira ka funkciji f, tada je on Furijeov red funkcije f.

B) Funkcija f razvijena u Furijeov red na intervalu [O, 71], sa koeficijentima ag, a, i by, n = 1,2, ..., ima oblik

fx) = %O + Y _ (a, cosnx + by, sinnx).
n=1

C) Funkcija f razvijena u Furijeov red na intervalu [—7‘(, 0], sa koeficijentima ag, a,, i by, n = 1,2,. .., ima oblik
a & nrix . nmx

flx) = > —I—HZ:l <ancosT +bnsmT).

D) Ako su realne funkcije f i g integrabilne na [a,b] C R i pripadaju ortonormiranom nizu funkcija, tada vazi da

je [P dx =11 [ (g0 dx =1

E) Ako su realne funkcije f i g integrabilne na [a,b] C R i pripadaju normiranom nizu funkcija, tada vazi da je

/abf(x)g(x) dx = 1.

Test 4.9

1¥ Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Niz funkcija: f1(x), f2(x), f3(x),... je ortonormiran na intervalu [—7t, 7t] ako je /n (fa(x))?dx = 1 za
-7
svakon € N i /n fn(x) fm(x)dx =0 zasvakon,m € N san # m.
- 27
B) Niz funkcija: f1(x), f2(x), f3(x), ... je ortogonalan na intervalu [0, 27t] ako je /0 (fn (x))*dx = 1 za svako
n € N.
C) Niz funkcija: sin x,2sin x, 3sin x, . . . je normiran na intervalu [— T, 7'(].
D) Niz funkcija: sin x,2sin x, 3sin x, . . . je normiran na intervalu [0, 2n].

E) Niz funkcija: cos x, cos 2x, cos 3x, . . . je normiran na intervalu [—37‘[, — 7'[].

2" Neka je n € IN. ZaokruZiti slova ispred tanih tvrdenja.

A)sin (2n77) = 1 B) sin (—n7) = 0 C) sin (%) =0

D) sin (nm) =0 E) sin (nm) = (—1)"

x, x€(0,1),

2%, xe [1/ 2). Zaokruziti

3" Neka je f periodi¢na funkcija sa osnovnim periodom 2 takva da je f(x) = {

slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Funkcija f je neparna. B) Funkcija f je parna. O f(-1)=1
D) f(2) =0 E) f(3) nije definisano.

4% Zaokruziti slova ispred integrala ¢ija je vrednost jednaka nuli.

-6 1 1
A) / x*? cos 3x dx B) / % (sinx + 1) dx C) / x> sin x dx
—6 -1 -1

6 1
D) /_6 <x4—1> sin 3x dx E) /_1(1—x2)cosxdx
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5% Zaokruziti slova ispred integrala ¢ija je vrednost jednaka nuli.

T 27 27
A) /0 sinx dx B) / cos? x dx (0] / sin® x dx
0 0
27 7T
D) / sin x cos x dx E) / sin x cos x dx
0 0

-2, -1<x<0,

6~ ZaokruZiti slova ispred Furijeovog reda funkcije f(x) = { 2 0<x<1

© 4(1—cos™T) = nmx © 4 nmx ® 4 —4cosnrt
A 2 2 B E —sin —— C E — i
)n:1 pop sin 5 ) sin 5 )n:1 o sin nx
41— (-1 . 2 2(1—cosnm) .
DY) ——— 2~ E)y — ——-
) = sinnrx ) = sin nrx

n=1

Il
—_

n

7% Neka je f periodi¢na funkcija s osnovnim periodom 4 takva da je f(x) = x za x € (—6, —2). Zaokruziti slova
ispred tacnih tvrdenja.

A) Furijeov red funkcije f je oblika 2 E + Z (an cos X

T
+ by, sin n4x> gde su ag, a,, i by, n € N, odgovara-
n=1

4
juéi koeficijenti.

B) Furijeov red funkcije f je oblika 2 E + Z (an cos X

n=1

5 + b, sin n;”) gde su ag, a, i by, n € N, odgovara-

juci koeficijenti.

C) Furijeov red funkcije f je 8 + Z by, sm , gdeJe b, =1 / f(x)sin % dx.

D) Furijeov red funkcije f je —8 + Z by sin % 2 , gde jeb, = / fx sm I7EX .

n=1
E) Furijeov red funkcije f je —4 + Z b, sin 2% 2 , gdeJe b, = / f(x)sin % dx.
n=1
8" Zaokruziti slova ispred funkcija koje se mogu razviti u red sinusa.
A) fi(x) =€, x € (0,2) B) fo(x) =e¢*+e ¥, x€(-1,1) C) f3(x) =22, x € (-3,3)

€ (-2,2) E) fs(x) = x°, x € (=2,2)

D) fa(x) = [x

9% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju tana tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = x2 + 1, x € (—7, ), u Furijeov red dobija se red ...

A) 24 Z a, cos nx + by, sinnx), gde je ap = / fx

n_/ f(x) cosnxdxiby —/ f(x)sinnxdx, zan € IN.

B)E+Z (an cos nitx + b, sinnmx), gde je ag = —/ f(x
n=1
:*/ f(x)COSWTCXdXian*/ f(x)sinnmxdx, zan € IN.
C)E~|—HX:1 (a, cosnx + b, sinnx), gde je ag = —/ fx
:*/ f(x)COSHXdXian*/ f(x)sinnxdx, zan € N.
T J—7 T J—7

D) sinusa. E) kosinusa.
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107 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Razvijanjem funkcije f(x) = x> — 1, x € (—1,1) u Furijeov red dobija se red ...

[e) 1 1
A) % + Y (an cos nx + b, sinnx), gde je ag = E/lf(x) dx
n=1 -

1 1
n:;/ f(x)cosnxdxib, = ;/ f(x)sinnxdx, zan € N.
pp— 1
B)E—i—z (uncos——i—b sin —— 5 ) gde je ag = / f(x)dx,
2/ f(x cos—dxlb 2/ fx sm—dx zan € N.

C)E+ Z (ay cosnrx + b, sinnmx), gde je ag = / f(x
n=1

an:/ f(x)cosnrcxdxibn:/ f(x)sinnmxdx, zan € IN.

[ee]

D)— Z( cos 17X +b sin % 5 )gdejeao /f

n=1
an—/ f(x) cos—dxlb /f sm—dx zan € IN.

E)E+ 2 (a, cos2nmx + b, sin2n7mx), gde je ap —2/ f(x
—1

ay —2/ f(x)cos2nmxdxiby, —2/ f(x)sin2nmxdx, zan € N.

Test 4.10 y

1¥ ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na Wx) II /\
tvrdenja. 3 1 T 1 2 Vi
Realna f_unkcija f, fie'ﬁnisana na intervalu (—3,4), kojoj odgovara Slika 2.4.5
grafik prikazan na slici 2.4.5
A) ima tacke prekida.
B) je neprekidna. C) je deo po deo diferencijabilna.
D) je definisana na simetricnom intervalu. E) nije ogranicena.

2% Zaokruziti slova koja odgovaraju graficima parnih funkcija.

A) 0] D)
y y y
p S S —— 2
It 1 : 1
ﬁ3ﬁ2ﬂfl 237 -3 21 123)6—32—11 12 37
--------- ISR S ) IS
E) Kriva y = x2022 c0s(2023x).
3% Neka je n € IN. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
nrm
A)sinnmt = (—1)" B) sm% =1 ()] sin7 =1
2n—-1)m

D) cosnmt =0 E) cos =0

2
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47 ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
1 1
A)/ 3| sin2xdx =0 B)/ X3 sin2xdx =0 C)/ Y(cosx+1)dx=0
-1 —1
T 1 T .
D)/ exsinxdx:i(e"—i—l) E)/ esinxdx =0
0 -7
5% ZaokruZiti slova ispred taénih tvrdenja.

T s T
A)/0 sin2xdx = 0 B)/zsiandle C)/zsiandx:O
0 0

I 27
D)/ZCOSZde:1 E)/ sin2xcos2xdx =1
0 0

6 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) /jﬂ xsin(2x)dx =0 B) /:T (x4+1)cos(2x)dx # 0 (@) /7T xcos(2x)dx =0

—TT

T
D)/ (x* +2)sin(2x)dx =0 E) (x* — x)sin(2x)dx =0

N\:l

7% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Ako je diferencijabilna funkcija f definisana na intervalu (1, 3], tada se razvijanjem funkcije f u Furijeov red
dobija ...

A) f(x

EO ; Ay cOs 2n7x + by, sin2nmx),

3 3
a0:2/ f(x)dx, ay, :2/ f(x)cos2nmxdx, b, :2/1 f(x)sin2nmxdx,n =1,2,...

nmx
B) f(x )—a0+2(ancos + by, mnT)
3
2/ f(x)dx, an——/ fx cos—dx b, = — / f(x)sinndex,nzl,Z,...
1
O f(x) = —|—Z (a, cosnx + by, sinnx),
3
aoz—/ fx dx,an:—/ f(x) cosnxdx,bn::r/ f(x)sinnxdx,n=1,2,...
1
nmx
D) f(x) = > —i—Z(ancos 5 +bnsmT>
aozi/fxdx,anzi/lfxcos dxb—z/f dexn—12

E) f(x Z A, COSNTIX + by sinnx),

3 3
aO:/ fx dx,an:/ f(x)cosnmxdx, bn:/ f(x)sinnmxdx,n=1,2,...
1 1 1

8~ Zaokruziti slova ispred koeficijenata koji se dobijaju razvijanjem funkcije f(x) =

a [e0]
Furijeov red EO + E (an cosnx + by, sinnx).

n=1

1 (7 2 0
A)bn:E/ sinnx dx B)bn:—/ sinnx dx COb,=0

—7T 7T J—7

1 0 1 T
D)a, = o cosnxdx — %/ cos nxdx E)ay =271
-7 0
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9% Data je funkcija f(x) = 1 — 13, x € [0, 7t]. ZaokruZiti slova ispred taénih tvrdenja.
A) Data funkcija se ne moZe razviti u red kosinusa.
B) Data funkcija se ne moZe razviti u red sinusa.
C) Data funkcija se moZe razviti u red kosinusa njenim proSirivanjem u parnu funkciju.
D) Data funkcija se moze razviti u red sinusa njenim proSirivanjem u neparnu funkciju.

E) Data funkcija se moze razviti u red sinusa njenim prosirivanjem u parnu funkciju.

107 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Razvijanjem parne funkcije u Furijeov red anuliraju se Furijeovi koeficijenti u sinusnim ¢lanovima.
B) Razvijanjem parne funkcije u Furijeov red anuliraju se Furijeovi koeficijenti u kosinusnim ¢lanovima.
C) Razvijanjem neparne funkcije u Furijeov red anuliraju se Furijeovi koeficijenti u kosinusnim ¢lanovima.
D) Razvijanjem neparne funkcije u Furijeov red anuliraju se Furijeovi koeficijenti u sinusnim ¢lanovima.

E) Razvijanjem neparne funkcije u Furijeov red dobija se red kosinusa.
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2.5 Numericka analiza

Test 5.1

1> ZaokruZiti slova ispred pribliznih vrednosti broja 1.249830912 koji imaju Cetiri vazeée cifre i 10~3 im je granica
apsolutne greske.

A) 1.240 B)1.24 C)1.25 D) 1.250 E) 1.249

2% Zaokruziti slova ispred vrednosti Cije su priblizne vrednosti dobijene zaokruZivanjem na 4 decimale.
A) sin8 ~ (0.1392 B) log, 24 ~ 4.5850 C) cos1 ~ 0.9998
D) logs 24 ~ 1.4464 E) sin (—8) ~ —0.9894

3% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

*

X —X
PR

A) Relativna greSka pribliznog broja x* broja x, x # 0, je Ag(x*) =
ol
x[ 7
S e . : o _ () = f7
C) Apsolutna greska priblizne vrednosti f*, f* # 0, realne funkcije f(x) je Aa(f*) = T
D) Broj J za koji vazi da je |f(x) — f*| < § je granica apsolutne greke priblizne vrednosti f* realne funkcije

f(x).

E) Apsolutna greska proizvoljnog pribliznog broja je veéa od njegove relativne greske.

B) Granica relativne greske pribliZznog broja x* broja x, x # 0, je broj p sa osobinom

47 ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Linearna interpolaciona funkcija je linearna kombinacija baznih funkcija koje su linearno nezavisne.
B) Linearna interpolaciona funkcija je linearna kombinacija baznih funkcija koje su linearno zavisne.
C) Interpolacionom funkcijom funkcije f : [a,b] C R — R se aproksimira reSenje jednacine f(x) = 0.
D) Interpolacioni polinom je jedinstveno odreden za dati problem.

E) Interpolacionom funkcijom se aproksimira nula funkcije.

5% Neka funkcija f : [x0,x,] C R — R, a neka je P,(x) interpolacioni polinom funkcije f odreden ¢vorovima
interpolacije xg, X1, . . ., X, sa osobinom xg < x1 < ... < x5. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) P,(x;) = f(x;) zasvakoi =0,1,...,n.

B) Kriva y = P,(x) prolazi kroz tatke T;(x;, f(x;)), 1 =0,1,...,n.
C) Py(x) = f(x) za svako x € [xg, Xp].

D) P, je polinom (1 + 1)-vog stepena.

E) P, je polinom (1 — 1)-vog stepena.

1
6~ Neka je I = / f(x)dx, a za funkciju f je poznato da je f(0) = 21 f(1) = 1. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih
0

tvrdenja.

A) Primenom trapezne formule na I dobija se se veli¢ina >

B) Primenom trapezne formule na I dobija se veli¢ina 1.

C) Simpsonova formula se ne moZe primeniti na I sa datim vrednostima.

D) Primenom Simpsonove formule na I dobija se veli¢ina 1.

E) Primenom formule desnih pravougaonika na I dobija se ista veliCina kao i primenom trapezne formule.
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7% Neka je za realnu funkciju f, definisanu na intervalu [1, 3], poznatodaje f(1) =1, f(2) = 2i f(3) = 1, inekaje
P povrsina zatvorene oblasti koja se nalazi izmedu krive y = f(x) i x-ose. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Primenom trapezne formule sa datim vrednostima dobija se da je P priblizno jednako povrsini oblasti odredene
krivamay =2 —[x —2|,y =0, x =1ix = 3.

B) Velicina P se ne moZe priblizno odrediti formulom srednjih pravougaonika sa datim vrednostima.

C) Formulom srednjih pravougaonika sa datim vrednostima, veli¢ina P se aproksimira zbirom povrSina dva pra-
vougaonika sa stranicama duZine 1 jedini¢ne duZi i 1.5 jedini¢ne duzi.

D) Pribliznim odredivanjem veli¢ine P primenom trapezne formule i primenom formule levih pravougaonika do-
bijaju se razli¢ite vrednosti.

E) Primenom Simpsonove formule sa datim vrednostima dobija se da je P priblizno jednako povrSini oblasti
odredene krivamay =2 — (x —2)%2,y =0,x = 1ix = 3.

8> Zaokruziti slova ispred intervala u kojima se nalazi reSenje jednacine 3* + 2x — 2 = 0.
A)[1,2] B) [0.3,0.4] C) [-0.5,0.5] D) [0.5,1.5]

E) Ne postoji takav interval.

9% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Jednacina log, x — x3 = 0 ima jedno resenje.
B) Jednacina In x — cos x = 0 ima beskona¢no mnogo resenja.
C) Jednacina e* — cos x = 0 ima beskona¢no mnogo reSenja.
D) Jednacina log, x — 2* = 0 nema reSenja.
E) Jednacina e* + log, x = 0 nema reSenja.

10~ Neka je f neprekidna realna funkcija jedne realne promenljive i neka su a i b proizvoljni realni brojevi iz domena
funcije f takvi da je a < b. Zaokruziti slova ispred tac¢nih tvrdenja.

A) Ako je f(a)f(b) > 0, tada se za odredivanje nule funkcije f moZe primeniti postupak polovljenja s pocetnim
aproksimacijama a i b.

B) Ako je jednacina f(x) = 0 transcendentna, tada se bar jedno reSenje te jednacine nalazi u intervalu [a, b].
C) Ako je f(a)f(b) < 0, tada je bar jedna nula funkcije f u intervalu [a, b].

D) Ako u intervalu [a, b] postoji bar jedno resenja jednaline f(x) = 0, tada je f(a)f(b) > 0.

E) Ako je f(a)f(b) < 0, tada postoji reSenje jednacine f(x) = 0 koje se nalazi u intervalu [a, b].

Test 5.2 )
Neka je u zadacima 1-7 funkcija f(x) = x¥sinx, I = / f(x)dxin € IN. Neka su xg, X1, . .., X, tacke koje interval
1

[1,2] dele na n jednakih podintervala tako da je xo < x1 < ... < Xj.

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) ZaokruZivanjem broja f(2) na 6 decimala, dobija se broj 3.637190.
B) Zaokruzivanjem broja f(2) na 5 decimala, dobija se broj 0.13960.
C) Apsolutna greska koja se pravi zaokruZivanjem broja f(2) na 5 decimala je veéa od 107°.
D) Relativna greska koja se pravi zaokruZivanjem broja f(2) na 5 decimala je manja od 107,

E) Relativna greska koja se pravi zaokruZivanjem broja f(2) na 5 decimala je veéa od apsolutne greske.
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2% Neka je F interpolaciona funkcija funkcije f dobijena za ¢vorove interpolacije xg, X1, . .., X,. Neka F ima oblik
n
F(x) = Z a;i¢;, pri Cemu su ¢;, i = 0,1,...,n, bazne funkcije, a a; € R. ZaokruzZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
i=0
A) Ako je F interpolacioni polinom, tada je F jednoznacno odreden.

$o(x0) ¢1(x0) ... ¢Pu(x0)
¢o(x1) P1(x1) ... ¢u(x1)

B) Ako je = 0, tada je funkcija F jednoznacno odredena.

4’0('3‘”) 4’1('xn) o Pu(xn)
1 1 1

L . 1
C) Funkcije ¢;, 1 = 0,1, ..., 1, mogu biti ¢y = ;,<P1 = ﬂ,ﬁbz = a‘l’n = m

D) Funkcije ¢;,i = 0,1,...,n,mogubitigpp =x, 1 =x+ 1, o =x+2,..., ¢, = x +n.
E) Ako je F interpolacioni polinom, tada je ¢g = 1, ¢1 = x, o = x>, ..., ¢y = x™.

3% Neka je F interpolaciona funkcija funkcije f dobijena za n = 1. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
x=f@2) |, x=f)
f(1) = f(2) f(2)=f(1)
B) Ako je F interpolacioni polinom, tada je F(x) = f(2)(x — 1) — f(1)(x — 2).
C) |F(x) — f(x)| =0zax € {1,2}.
D) Ako je x &vor interpolacije, tada je |F(x) — f(x)| > 0.
E) F(3) = f(3)
4% Neka je L, Lagranzov interpolacioni polinom funkcije f dobijen za &vorove interpolacije xg, x1, . . ., X,. ZaokruZiti
slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Ako je F interpolacioni polinom, tada je F(x) =

1
A) Za svako x € [1,2] vazidaje [f(x) — La(x)| < = - max |f"(x)|.
6 1<x<2
1
.. . _ < . (4) ’
B) Za svako x € [1,2] vazidaje |f(x) — La(x)| < 2a ax ‘f (x)

O [f(1) = Ls()] < [£(2) = La(2)]
D) |f(1.7) — Lp(1.7)] < 0.0021 - max " (x)]

2
57 Nekajen =2il = / ¢(x) dx. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
1

A) Po Simpsonovoj formuli, g(x) ~ 0.12174x? — 0.24308x + 0.13879.
0.04809, x € [1,1.5]
3.63719, x € (15,2] °

0.84147, x € [1,1.5)

1.83252, x € [15,2] °

D) Po trapeznoj formuli, ¢ je stepenasta funkcija.

1.98209x — 1.14062, x € [1,1.5]
3.60935x — 358151, x € [15,2] °

B) Po formuli desnih pravougaonika, g(x) ~ {

C) Po formuli levih pravougaonika, g(x) ~ {

E) Po trapeznoj formuli, g(x) ~ {

6~ Neka je h duzina podintervala [xo, x1], M; = max ’ f (i)(x) ,i=1,2,...,n,18S, priblizna vrednost integrala
<x<
I dobijena Simpsonovom formulom, koristeéi ¢vorove integracije Xg, X1, ..., X,. ZaokruZiti slova ispred tacnih
tvrdenja.
M4 h4M4 h5M4
A -5 < — — < - >
) | nl < 5eg5 B)|[-S,| < 180 O)|I—S, > 5
M M
D) |I—S,| <= E)|I— S| > —t

— 180n* ~ 180n*



98 GLAVA 2. TESTOVI PREDISPITNIH OBAVEZA

7% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Ako je 1r£1a2<2 } " (x) } ~ 3.7696897, tada, da bi apsolutna greska koja se dobija izracunavanjem integrala [ pomocu
<x<
trapezne formule, koristeéi &vorove integracije Xo, X1, . . ., X,;, bila manja od 10~ potrebno je da vazi da je ...
A) 3.7696897 3.7696897
12n2 12n2
E) n paran broj koji je najmanje 58.

<1074 B) > 1074 C)n >57 D)n < 56

8~ Data je funkcija F(x) = x — 1 — sin x. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Funkcija F nema realne nule.
B) Postupak polovljenja se moZe primeniti za odredivanje reSenja jednacine F(x) = 0 u intervalu [—7t, 0].
C) Postupak polovljenja se moZe primeniti za odredivanje reSenja jednacine F(x) = 0 u intervalu [2, 7t].
D) Postupak polovljenja se moZe primeniti za odredivanje reSenja jedna¢ine F(x) = 0 u intervalu [1,2].
E) Funkcija F ima realne nule.

9% Neka je funkcija F : R — R neprekidna i neka je ¢ jedina realna nula funkcije F na intervalu [a,b] C R.
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Ako je F(a)F(b) < 0, postupkom polovljenja se moZe odrediti reSenje jednacine F(x) = 0 iz intervala [a, ].
B) Ako je F(a)F(b) < 0, & se moZe odrediti postupkom polovljenja.
C) Ako je ¢ racionalna nula funkcije F, tada se ona ne moZe odrediti postupkom secice.
D) Ako je ¢ iracionalan koren jednacine F(x) = 0, tada se on ne moZe odrediti postupkom secice.
E) Postupkom secice se ne moZe odrediti reSenje jednacine F(x) = 0 iz intervala [a, b].

10~ Neka je funkcija F : R — R neprekidna i neka su date tacke S(xo, F(x0)) i T(x1, F(x1)). ZaokruZiti slova ispred

zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tana tvrdenja.
Ako su xg, X1 i xp aproksimacije jedinstvenog reenja jednacine F(x) = 0 dobijene ...

A) postupkom polovljenja, tada je x, presek x-ose i tangente krive y = F(x) u tacki T.

B) postupkom polovljenja, tada je x; presek x-ose i se€ice krive y = F(x) odredene tatkom T.
C) postupkom polovljenja, tada je x, srediste intervala [x, x1].

D) postupkom secice, tada je x, presek x-ose i se€ice krive y = F(x) odredene tatkama S i T.

E) postupkom secice, tada je x; srediSte intervala [xo, x1].

Test 5.3

1% Neka funkcija f : [a,b] C R — Rineka je n € IN. Zaokruziti slova ispred talnih tvrdenja.
A) Za interpolacioni polinom L, funkcije f na intervalu [a, b] vazi daje L,(x) # f(x) za svako x € [a, b].

B) Ako je funkcija f tabelarno data na intervalu [a, b], tada se ne moZe odrediti interpolaciona funkcija funkcije f
na intervalu [a, b].

C) Za svaku funkciju f za koju su poznate vrednosti funkcije u &vorovima interpolacije iz intervala [, b] moZe se
nadi interpolaciona funkcija na intervalu [a, b].

D) Ako je y; = f(x;) zax; € [a,b],i =0,1,...,n, tada za interpolacioni polinom L, funkcije f na intervalu
[a, b], odreden &vorovima xg, X1, . .., X,, vaZidaje L,(x;) # y;, i =0,1,...,n.

E) Ako je y; = f(x;) zax; € [a,b],i = 0,1,...,n, tada za interpolacioni polinom L, funkcije f na intervalu
[a, b], odreden &vorovima xg, X1, . .., Xy, vaZidaje Ly(x;) = y;,i=0,1,...,n.



2.5. NUMERICKA ANALIZA

99

2% Neka je P = {x0,x1,%2,...,Xs}, gdejea = xgp < x1 < xp < -+~
podintervala. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Ne postoji ekvidistantna podela intervala.

b—a .
B) Podela P je ekvidistantna ako je x; = Ta’ 1=0,1,2,...,n.

. . b—
C) Podela P je ekvidistantna ako je x; = xg + hi, i = 0,1,2,...,n,gdeje h =

D) Kod ekvidistantne podele intervala svi podintervali imaju istu duZinu.

E) Kod ekvidistantne podele intervala postoje podintervali razlicite duZine.

< x, = b, podela intervala [a,b] na n

Yy Yy y Yy
y=f(x) y=f(x) y=f(x) y=/(x)
21 a+b b X 6:1 a+b b X c:z a+bh b a a+b R
2 2 2 2
Slika 2.5.1 Slika 2.5.2 Slika 2.5.3 Slika 2.5.4

Neka je u zadacima 3-6 funkcija f : [4,b] C R — IR neprekidna i sa grafikom prikazanim na slikama 2.5.1-2.5.4 i neka

jeI:/abf(x)dx.

3% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Veli¢ina integrala I, deleéi interval integracije na dva jednaka dela, koristeci ...

A) formulu srednjih pravougaonika ne odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.2.

B) formulu srednjih pravougaonika odgovara obeleZenoj povrSini prikazanoj na slici 2.5.4.

C) formulu levih pravougaonika odgovara obeleZenoj povrSini prikazanoj na slici 2.5.2.
D) formulu desnih pravougaonika odgovara obeleZenoj povrSini prikazanoj na slici 2.5.2.

E) formulu desnih pravougaonika odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.4.

47 ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Veli¢ina integrala I, deledi interval integracije na dva jednaka dela, koristeci ...

A) formulu levih pravougaonika odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.4.

B) trapeznu formulu odgovara obeleZenoj povrSini prikazanoj na slici 2.5.3.
C) trapeznu formulu odgovara obeleZenoj povrSini prikazanoj na slici 2.5.1.
D) Simpsonovu formulu odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.3.

E) Simpsonovu formulu odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.1.

5% Neka je funkcija f Cetiri puta neprekidno diferencijabilna, M, = max ‘ f’(x)‘ i My

a<x<b
kruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Ako je P veli¢ina obeleZene povrSine na slici 2.5.1, tada je |[[ — P| < 880

B) Ako je P veli¢ina obeleZene povrsine na slici 2.5.1, tada je | — P| < 180

C) Ako je P veli¢ina obeleZene povrsine na slici 2.5.3, tada je | — P| < 19

D) Ako je P veli¢ina obeleZene povrsine na slici 2.5.2, tada je | — P| < N

E) Ako je P veli¢ina obeleZene povrsine na slici 2.5.4, tada je | — P| < 19

My(b—a)®
My(b —a)>
My(b —a)*
Ma(b—a)”

My (b —

= may | ) 2o



100 GLAVA 2. TESTOVI PREDISPITNIH OBAVEZA

65 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Trapezna formula se ne moZe primeniti na proizvoljnu ekvidistantnu podelu intervala integracije.
B) Simpsonova formula se moZe primeniti samo kada je broj ¢vorova integracije neparan.
C) Simpsonova formula se moZe primeniti samo kada je broj ¢vorova integracije paran.
D) Primenom trapezne formule se dobija priblizna vrednost integrala I.
E) Primenom trapezne formule se dobija ta¢na vrednost integrala I.
7% Neka je funkcija f : R — R neprekidna, ali ne i diferencijabilna, i neka jedna¢ina f(x) = 0 ima reSenje u
intervalu [a, b] C R. ZaokruzZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Moze se primeniti postupak se€ice s poCetnim aproksimacijama xg =a —1ix; = b+ 1.
B) Ne moze se primeniti postupak secice s poCetnim aproksimacijama xg = aix; = b.
C) Moze se primeniti Njutnov postupak s po¢etnom aproksimacijom xy = b.
D) Moze se primeniti Njutnov postupak s poCetnom aproksimacijom xg = 4.
E) Moze se primeniti postupak polovljenja s poCetnim aproksimacijama xo = aix; = b.
Neka je ¢ reSenje jednaCine
log; x + x* = 0. 2.5.1)
8% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Jednadina (2.5.1) ima dva reSenja.
B) Jednacina (2.5.1) ima jedno reSenje.
C) Jednacina (2.5.1) je nelinearna jednacina.

D) ¢ je apscisa taCke preseka krivih y = log, xiy = x3.

E) ¢ je ordinata tacke preseka krivih y = log, xiy = x3.

9% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) ¢ €1]0.74,1] B) ¢ € [0.1,1] C) ¢ €1[0.1,0.5] D) ¢ € [0.1,0.74] E)¢ € 1[0.7,1]

10” Neka su xg = 11 x; = 0.74426 prve dve aproksimacije reSenja jednacine (2.5.1). Zaokruziti slova ispred ta¢nih
tvrdenja.
A) Za date pocCetne aproksimacije mozZe se primeniti postupak polovljenja.
B) Po Njutnovom postupku dobija se da je xo = 0.69455.
C) Po Njutnovom postupku dobija se da je x, = 0.63392.
D) Po postupku secice dobija se da je x, = 0.78708.
E) Po postupku secice dobija se da je xp = 0.70144.

Test 5.4

17 Zaokruziti slova ispred vrednosti Cije su priblizne vrednosti dobijene zaokruZivanjem na 5 decimala.

A) cos 3w ~ —3.11015 B) tg8 ~ —6.79971 C) 275N ~ 0.00000
D) log,;9 ~ —3.16993 E) log: 9 ~ 0.73249
2% Zaokruziti slova ispred vrednosti Cije su priblizne vrednosti dobijene zaokruZivanjem na 5 vazecih cifara.
1001 101
A) —~ ~ 166.83 B) e ~ 16.83333 C)e~ 27183
6 6
D) — ~ 0.05405 E) —— =~ 0.0060

111 1003
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3% Zaokruziti slova ispred zaokruZenih vrednosti za koje vazi da im je 10~2 granica apsolutne greske.
A) 3.13728721004 ~ 3.13 B) 1405.408347023 ~ 1405.41 C) —0.31546487678 ~ —0.3154
D) 1.36521238897 ~ 1.36 E) —4.083470239145 ~ —4.08
47 Neka je realan broj x, razli¢it od nule, zapisan u decimalnom obliku sa pokretnom decimalnom tatkom oblika
x = sgn (x)-0.a1ay...a; - 10° i neka je x* njegov pribliZan broj. ZaokruzZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A)ay #0
B)a € {1,...,9}
C) Broj e definiSe broj vazecih cifara broja x.
D) Broj ¢ za koji vaZi da je |[x — x*| < ¢ je granica relativne greske broja x*.

E) Relativna greska broja x* je |x — x*|.

b b—
5% Neka je [ = / f(x)dx, h = a, Xo=aix; =xj_1+hzai=1,2,...,n. Neka su za funkciju f poznate
a
samo vrednosti: f(x0) = vo, f(x1) = Y1, ..., f(xn) = Yn. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
n—1
A) Primenom formule levih pravougaonika na integral I dobijase daje I ~ h E Yi.
i=0

n
B) Primenom formule desnih pravougaonika na integral [ dobijase daje I ~ h Z Yi.
i=0

n—1 . .
C) Primenom formule srednjih pravougaonika na integral I dobijase daje I ~ h Z <x1_12+x1> .
i=0

h n—1
D) Primenom trapezne formule na integral I dobija se da je [ ~ 5 <y0 +2 Z yi + yn> .
=1

1=

h n—1 n—1
E) Primenom Simpsonove formule na integral I dobija se da je [ ~ 3 (yo +4 Yoi +2 Z Yoi—1 + yn> .
i=1 i=1

6~ Data je funkcija f : [a,b] C R — IR. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

b
A) Numerickom integracijom se moZe aproksimirati veli¢ina integrala / f(x)dx.
a

B) Numeri¢kom integracijom se moZe aproksimirati funkcija f na intervalu [, b].
C) Numeri¢kom integracijom se moZe odrediti priblizna nula funkcije f.

D) Interpolacija funkcije f na intervalu [a, b] predstavlja aproksimaciju povrsine izmedu grafika funkcije f, x-ose
ipravihx =aix =b.

E) Interpolacija funkcije f na intervalu [a, b] predstavlja aproksimaciju funkcije f na tom intervalu.

7% Neka funkcija f : [0,b] CR > R,n e N,a=x) < x3 < ...<x,=biy; = f(x;)zai =0,1,2,...,n.
ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Da bi se odredio interpolacioni polinom odreden tackama x, x1, ..., X5, funkcija f treba da bude diferencija-
bilna na (a,b).

B) LagranZov interpolacioni polinom odreden datim tatkama je polinom (7 + 1)-og stepena.

n n
X — X . . .. .
(0)) E i e interpolacioni polinom.
L Yi I,l xi_ka p p
i=0 ’]C(;Q
1

D) LagranZov interpolacioni polinom je linearna interpolaciona funkcija.

E) Vrednost interpolacione funkcije u tackama xg, x1, ..., X, je nula.
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8~ Neka je P,(x) interpolacioni polinom funkcije f zadate sa tatkama: xp < x1 < ... < X,,. ZaokruZiti slova ispred
tacnih tvrdenja.

A) |Py(x) — f(x)| =0, x € [x0, x4] B) Kriva y = P,(x) je grafik funkcije f na [a, b].
Xn Xi

C) / F(x) dx ~ Py() D) Py(x;) = / F(x)dx,i=1,2,...,n

X0 Xi-1
E) P,(x;) = f(x;),i=0,1,...,n

9% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Postupak polovljenja je numericki postupak za odredivanje reSenja jednaline f(x,y) = 0.
B) Njutnovim postupkom se dobija ta¢no resenje jednacine f(x) = 0.
C) Postupak secice je iterativni postupak za odredivanje pribliznog reSenja jednacine f(x) = 0.
b
D) Postupak polovljenja je numericki postupak za izracunavanje integrala [ = / f(x)dx
a

E) Ako su x;_1 i x; redom (k — 1)-va i k-ta aproksimacija iz Njutnovog postupka za reSavanje jednacine f(x) = 0,

. Xje—
tada je xp = xp_1 — ]]:/((xkll))
10” Zaokruziti slova ispred jednacina koje imaju tacno jedno reSenje.
A)05*  +x2—-2=0 B)sinx —x2 =0 C)sinx —e* =0
D) cosx —x3 =0 E)cosx —Inx =0

Test 5.5 s
Neka je u zadacima 1-7 funkcija f(x) = x*log, x, gde je x > 0. Neka je I = / f(x)dxinekasu xg, x1,...,x, tatke
1
koje interval [1, 3] dele na n jednakih podintervala (n € IN) tako da je xp < x1 < ... < Xy.

1¥ Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Relativna greska broja 42.794, priblizne vrednosti broja f(3), je veéa od 105,
B) Apsolutna greska broja 42.794, priblizne vrednosti broja f(3), je manja od 1072,
C) Apsolutna greska broja 42.794, priblizne vrednosti broja f(3), je veca od 1072,
D) ZaokruZzivanjem broja f(3) na 5 decimala, dobija se broj 42.794.
E) ZaokruzZivanjem broja f(3) na 4 decimale, dobija se broj 42.7940.

2" Neka je L, Lagranzov interpolacioni polinom funkcije f dobijen za &vorove interpolacije xo, X1, . . . , X,. ZaokruZiti
slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) [f(x) = Ly(x)| < s max. ’f(n—i-l)(x)

n+1

2n+1
za svako x € [1,3].

za svako x € [1,3].

C) Apsolutna greska koja se dobija aproksimiranjem vrednosti f(1.5) sa vredno$cu L, (1.5) je manja ili jednaka

1 n+1 ‘ -
1.5 — x;|.
> (n+1)! 1<x<3‘f @) g‘ il
D) Apsolutna greska koja se dobija aproksimiranjem vrednosti f(1.5) sa vredno$éu L,(1.5) je manja ili jednaka
1 ’ (n+1)
sa ——— - |f ( 5 —xil.
(n+1)! plly

1 n
E)|f(3.5)—Ln(3.5)|§(n+1)!.1<x<3‘ (n1) ‘H]?,S—xl\
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3% Neka je F interpolaciona funkcija funkcije f dobijena za ¢vorove interpolacije Xo, x1, ..., X,. ZaokruzZiti slova
ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Ako je F interpolacioni splajn, tada je F polinom n-tog stepena.

B) Ako je F interpolacioni polinom, tada je F jednak Lagranzovom interpolacionom polinomu.

3
OI= / F(x)dx
1
D) Ako je F interpolacioni splajn, tada je F(xg) = f(xo), F(x1) = f(x1), ..., F(xy
. v . . . . 1 n X — f(x]
E) Ako je F LagranZov interpolacioni polinom, tada je F(x) = E X; H —_—
i—0  j=1 fxi) — f(xj)
J#
4% Neka je S interpolacioni prirodni kubni splajn funkcije f, sa ¢vorovima interpolacije xo, X1, . .., X,. ZaokruZiti
slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Funkcija S je neprekidna na (x, xy,).
B) S(x0) = S(xy)

0 S} (xi11) = S

it1(xiy1) zasvakoi =0,1,...,n — 2.

D) Funkcija S je dva puta neprekidno diferencijabilna na (xg, X, ).

E) Funkcija S nije diferencijabilna na (xo, x;,).

3
5% Nekajen =2il =~ / ¢(x) dx. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
1

f(2), xe[1,2]
f@3), xe23] "

B) Po formuli desnih pravougaonika, ¢ je linearna funkcija.

C) Po trapeznoj formuli, g(x) = f<23)(x —1).

A) Po formuli levih pravougaonika, ¢(x) = {

4(x — 1), x € [1,2]
fB) = f2)(x=2)+f(2), xe[23]"
E) Po Simpsonovoj formuli, g(x) &~ 17.39699x? — 48.19098x + 30.79399.

D) Po trapeznoj formuli, g(x) = { (

6 Neka je T), priblizna vrednost integrala I dobijena trapeznom formulom, koriste¢i ¢vorove integracije xo, X1, . .., X,
ineka je M = max |f"(x)|. Zaokruziti slova ispred tatnih tvrdenja.
<x<

8M M M
A)|[-T,| < —— B)|I-T, > -— T, < —
11 ”|—45n4 MNI=Tal 2 505 O-Tl =35
2M 2M
D) |I-T,| > 32 E)|I - T,| < 32

7% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Ako je lr?aé ‘ f (4) (x) ‘ ~ 1666.09888, tada, da bi apsolutna greska koja se pravi prilikom izracunavanja vrednosti
<x<
integrala I pomoc¢u Simpsonove formule, koristeéi ¢vorove integracije xo, X1, - . . , X, bila manja od 103 potrebno
je da vazi da je ...
8 - 1666.09888 8 - 1666.09888
45n4 45n4
D)n =23 E)yn> 24

A) > 1073 B) <1073 C)n <24
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8> ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja. Primenom postupka polovljenja s

pocetnim aproksimacijama xg = —61i x; = —4 za odredivanje reSenja jednacine 2* = cos x dobija se da je ...
A) x3 = —5.5. B) x3 = —4.5. C) x4 = —4.75. D) x4, = —4.25. E) x4 = —5.25.
Neka je ¢ reSenje jednacine
Inx = cos x. (2.5.2)
9% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A) Jednacina (2.5.2) je linearna jednacina. B) Jednacina (2.5.2) je algebarska jednacina.
C) Jednacina (2.5.2) je transcendentna jednacina. D) Jednacina (2.5.2) ima jedno resenje.

E) Jednacina (2.5.2) ima dva reSenja.

10” Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

T
vee L]
1ee (13
B) ¢ je apscisa tacke preseka krivih y = Inx iy = cosx.
C) Za Njutnov postupak potrebne su dve pocetne aproksimacije.
D) Za postupak polovljenja potrebna je jedna poCetna aproksimacija.

E) Za postupak secice potrebna je jedna pocetna aproksimacija.

Test 5.6
17 Zaokruziti slova ispred vrednosti ¢ije su priblizne vrednosti dobijene zaokruZivanjem na 5 decimala.
7
A) 1og2§ ~ 0.63399 B) log2 5 ~ —1.07005 C) tg 3 ~ —1.04680
2
D) cos g ~ 0.99958 E) cos 3 ~ —0.13872

2% Zaokruziti slova ispred brojeva koji imaju Cetiri vazece cifre.
A) 4.1830 B) 0.1770 C) 41.107 D) 0.0005178 E) 40.1800
3% Neka je realan broj x, razli¢it od nule, zapisan u decimalnom obliku sa pokretnom decimalnom tackom oblika
x = sgn (x)-0.a1az ...a; - 10° i neka je x* njegov pribliZan broj. ZaokruzZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Broj 0.a1a; . . . a; je manstisa broja x.
B) Broj x ima ¢t vazecih cifara.

C) Broj e definiSe preciznost broja x.

D) Granica apsolutne greske broja x* je broj p s osobinom <p.
x—x*
E) Apsolutna gre$ka broja x* je A4 (x*) = ’|x||
4% Neka su za funkciju f : [a,b] — R poznate vrednosti: yo, y1, ..., Y, redom u tackama: xo, x1, ..., X, za neko

n € IN. Neka je xg < x1 < ... < x5. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Determinanta sistema linearnih jednacina definisanih interpolacionim uslovima za interpolacioni uslov je jed-

naka nuli.

B) Interpolacioni polinom odreden datim tackama jednak je polinomu i X; ﬁ ;__yy];
=03

C) Ako je F interpolaciona funkcija, tada je F(x;) = y;zai =0,1,...,n.

D) Interpolacioni polinom odreden datim tackama je polinom n-tog stepena.

E) Interpolacioni polinom funkcije f nije jedinstveno odreden za date tacke.
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5% Neka je L, Lagranzov interpolacioni polinom funkcije f zadate sa ¢vorovima interpolacije xo,x1,..., Xy, sa
osobinom da je xg < x1 < ... < xy. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) xg,x1, ..., X, moraju biti ekvidistantno rasporedeni.

B) L, je aproksimacija funkcije f na intervalu [xg, x;].
Xn
C) L, je aproksimacija integrala / f(x)dx
X0

D) L,(x) = f(x) zasvako x € R.

E) L,(x;) = f(x;) zasvakoi =0,1,...,n
b

6~ Neka su za funkciju f poznate vrednosti: f(xo) = vo, f(x1) = y1, ..., f(xn) = yninekaje I = / f(x)dx, pri

a

—a., . . el . . - .
ixj=a+ihzai=0,1,...,n. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

(b — a)hZ // . . .
~——— — . max ‘ 1 )‘ je granica apsolutne greSke trapezne
180 x€(a,b]

emu je h =

A) Ako je funkcija f neprekidno diferencijabilna,

formule.

b—a)h*
B) Ako je funkcija f neprekidno diferencijabilna, (18%) . m[ir;] ‘ f ) (x) ‘ je granica apsolutne greSke Simpso-
X€Ela,

nove formule.

h n
C) Primenom formule desnih pravougaonika na I dobija se da je I ~ 5 Z Yi.
i=1

n—1
D) Primenom formule levih pravougaonika na I dobija se daje [ = h Z Yi.
i=0

E) Simpsonova formula se moZe primeniti na I samo ako je 7 parno.

4
7% Neka su za funkciju f poznate vrednosti: f(1) =1, f(2) =0, f(3) =21 f(4) =linekase I = / (f(x))*dx
1

odreduje na osnovu tih datih vrednosti. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Primenom formule levih pravougaonika dobija se daje I =~ 5

B) Primenom formule desnih pravougaonika dobija se da je I ~ 6.

C) Primenom formule srednjih pravougaonika dobija se da je I ~ 4.

D) Primenom trapezne formule dobija se da je I ~ 5.

8
E) Primenom Simpsonove formule dobija se da je I ~ 3

8" Zaokruziti slova ispred algebarskih jednacina.
A)x” =3x*+ 71 =0 B) cosx —x =0 C) 20x® + 21x% = 2021
D)Inx +sinx =0 E)2* =tgx

9% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A) Funkeija f(x) = Inx — (1)" ima ta¢no jednu nulu.

B) Funkcija f(x) = Inx — (7) nema nijednu nulu u intervalu [1,4].
C) Funkcija f
D) Funkcija f(x

E) Funkcija f(x

) =
) =
x) = (*) — sin x nema nijednu nulu u intervalu [1,4].
) (7) — sin x ima ta¢no dve nule.

) =

(
(
(
(

In x — x? nema nijednu nulu u intervalu [1,4].
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10” Neka su xo = 11 x; = 1.29341 prve dve aproksimacije reSenja jednaline In x = cos x. Zaokruziti slova ispred
tacnih tvrdenja.

A) Po Njutnovom postupku dobija se da je xp = 2.22648.
B) Po Njutnovom postupku dobija se da je x; = 1.20561.
C) Po Njutnovom postupku dobija se da je x, = 1.30296.
D) Po postupku secice dobija se da je x, = 2.13979.
E) Po postupku secice dobija se da je xo = 1.30269.

Test 5.7

17 Zaokruziti slova ispred vrednosti ¢ije su priblizne vrednosti dobijene zaokruZivanjem na 5 decimala.

A) sin% ~ 0.02617 B) cos (—4) ~ 0.99756 O) tg3 ~ —0.14255
3 ~
D) log, 5 ~ 0.39624 E) log% 4 ~ 3.41902

27 Neka je funkcija f : R — R definisana na intervalu [a, b]. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Linearna interpolaciona funkcija je odredena linearno zavisnim baznim funkcijama.
B) Linearna interpolaciona funkcija je odredena linearno nezavisnim baznim funkcijama.
C) Interpolaciona funkcija funkcije f na [a, b] se moZe primeniti samo za ekvidistantne tacke intervala [a, b].

D) Svaka interpolaciona funkcija je polinom.

b
E) Pod polinomnom interpolacijom funkcije f na intervalu [a, b] se podrazumeva odredivanje integrala / f(x)dx.
a

3" Neka je funkcija f : R — R definisana na intervalu [a, b]. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Interpolaciona funkcija funkcije f na intervalu [a, b] se moZe odrediti samo ako je funkcija f zadata formulom.
B) Za interpolacioni polinom P, funkcije f na intervalu [a, b] vazi da je P,(x) = f(x) za svako x € [a, b].

C) Ako je funkcija f tabelarno data na intervalu [a, b], tada se moZe odrediti interpolaciona funkcija funkcije f na
intervalu [a, b].

D) Ako je y; = f(x;) zax; € [a,b],i = 0,1,...,n, tada za interpolacioni polinom P, funkcije f dobijen sa
¢vorovima interpolacije xo, X1, . .., X, vazidaje Py(x;) = y;,i=0,1,...,n.

E) Ako je y; = f(x;) za x; € [a,b],i = 0,1,...,n, tada za interpolacioni polinom P, funkcije f dobijen sa
¢vorovima interpolacije xo, X1, . . ., X, ne mora da vazi da je P,(x;) = y;, 1 =0,1,...,n.

5
4% Neka su za funkciju f poznate vrednosti: f(3) =4, f(4) =31 f(5) =4inekaje ] = / f(x) dx. Zaokruziti
3
slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Primenom trapezne formule sa datim vrednostima dobija se daje [ ~ 7.

B) Primenom trapezne formule sa datim vrednostima dobija se ista vrednost kao i primenom Simpsonove formule
sa datim vrednostima.

C) Primenom formule levih pravougaonika sa datim vrednostima dobija se ista vrednost kao i primenom formule
desnih pravougaonika sa datim vrednostima.

D) Sa datim vrednostima se ne moZe primeniti formula srednjih pravougaonika.

E) Primenom formule srednjih pravougaonika sa datim vrednostima dobija se zbir povr§ina dva razli¢ita pravou-
gaonika.
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y y y y
y=f(x) y=f(x) y=f(x)
4 7 N\
a a+ b b X a a+ b é X a a+ b b X a a+ b b X
2 2 2 2
Slika 2.5.5 Slika 2.5.6 Slika 2.5.7 Slika 2.5.8

5% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

b
Velicina integrala / f(x)dx, deledi interval integracije na dva jednaka dela, koristeéi ...
a

A) Simpsonovu metodu odgovara obelezenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.5.
B) Simpsonovu metodu odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.6.
C) trapeznu metodu odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.5.
D) trapeznu metodu odgovara obeleZenoj povrSini prikazanoj na slici 2.5.6.

E) trapeznu metodu odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.7.

6 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

b
Velicina integrala / f(x) dx, deledi interval integracije na dva jednaka dela, koristedi ...
Ja

A) formulu srednjih pravougaonika odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.6.
B) formulu desnih pravougaonika odgovara obelezenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.6.
C) formulu levih pravougaonika odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.7.
D) formulu srednjih pravougaonika odgovara obeleZenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.8.

E) formulu desnih pravougaonika odgovara obelezenoj povrsini prikazanoj na slici 2.5.8.

7% Zaokruziti slova ispred intervala za koje se, ispitivanjem krajeva intervala, moZe utvrditi da se u njima nalazi

reSenje jednacine Inx+2 — 1 =0
el 1 2 7
A) [5,6] B) [6, 8] C) [4,6] D) [6,7] E) [7,9]

8" Neka funkcija f : R — R. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Postupkom secice se mogu odrediti realne nule realne funkcije jedne realne promenljive.
B) Postupak polovljenja za reSavanje jedna¢ine f(x) = 0 se moZe primeniti na proizvoljnu funkciju f.
C) Njutnov postupak za reSavanje jednaline f(x) = 0 se moZe primeniti na proizvoljnu funkciju f.
D) Njutnov postupak za reSavanje jednacine f(x) = 0 se moZe primeniti ako je funkcija f diferencijabilna.

E) Njutnov postupak za reSavanje jednaline f(x) = 0 se moZe primeniti ako je funkcija f neprekidna.

9~ Neka je funkcija f : R — R definisana na intervalu [a, b]. Neka su xp, X1 i X aproksimacije reSenja jednacine

f(x) = 01ineka su date tacke A(xo, f(xo)) i B(x1, f(x1)). ZaokruZiti slova ispred talnih tvrdenja.

A) Njutnovim postupkom se x, odreduje kao presek x-ose i tangente krive ¥ = f(x) u tacki B.

B) Postupkom secice se x, odreduje kao presek x-ose i seCice krive y = f(x) odredene tackama A i B.

C) Postupkom polovljenja se x, odreduje kao presek x-ose i seCice krive y = f(x) odredene tatkama A i B.
D) Postupkom setice se x odreduje kao presek x-ose i tangente krive y = f(x) u tacki B.

E) Njutnovim postupkom se x, odreduje kao presek x-ose i seCice krive y = f(x) odredene tackom B.
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10> Data je funkcija f(x) = x* 4+ x? — 1. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Funkcija f ima 4 realne nule.
B) Funkcija f ima 2 realne nule.
C) Postupak polovljenja se moze primeniti za odredivanje reSenja jednaline f(x) = 0 u intervalu [0, 1].
D) Postupak polovljenja se moZe primeniti za odredivanje reSenja jednacine f(x) = 0 u intervalu [—2, —1].

E) Postupak polovljenja se moZe primeniti za odredivanje reSenja jednacine f(x) = 0 u intervalu [1,2].

Test 5.8

17 Zaokruziti slova ispred vrednosti Cije su priblizne vrednosti dobijene zaokruZivanjem na 5 decimala.

A) sin; ~ —0.35078 B) sin4 ~ 0.06976 C) ctg4 ~ 14.30067
2
D) logs 5 ~ 0.14356 E) log; 3 ~ 1.19898
2> Zaokruziti slova ispred zaokruZivanja za koja vaZi da im je 1073 granica apsolutne greske.
A) 4.1830 ~ 4.18 B) 0.1770 ~ 0.2 C)41.107 =~ 41.1
D) 0.005178 ~ 0.005 E) 40.1800 ~ 40.2

3" Neka je realan broj x, koji nije nula, zapisan u decimalnom obliku sa pokretnom decimalnom tatkom oblika
x = sgn (x) - 0.a1az .. .a; - 10° i neka je x* njegov pribliZan broj. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) aq je cifra koja moZe dabude 0, 1, ..., 8ili 9.
B) Broj x ima e znacajnih cifara.
C) Broj e definiSe preciznost broja x.
D) Granica apsolutne greske broja x* je broj é s osobinom |x — x*| < 4.
E) Apsolutna greSka broja x* je A (x*) = [x — x*|.
4> Neka su za funkciju f : [a,b] — R poznate vrednosti: yo, ¥1, ..., Y, redom u tackama: xg, X1, ..., X, za neko
n € N, stimdaje xg < x1 < ... < Xy,. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Interpolacioni polinom odreden datim tatkama je polinom (1 4 1)-og stepena.

n n X — X
B) Interpolacioni polinom odreden datim tackama jednak je polinomu Z Vi H . xk .
i=0 k=0 T Ak
ki

C) Kod polinomne interpolacije, interpolaciona funkcija se trazi u obliku ag + a1x + ax* + ... + a,x", gde su

ag, a1, 4z, ..., 4, nepoznati koeficijenti.

D) Kod polinomne interpolacije, interpolaciona funkcija se traZi u obliku ag - a1x - ax? - . .. - a,x", gde su ag, a1,
a, ..., d, nepoznati koeficijenti.

E) Vrednost interpolacionog polinoma u tackama xg, x1, ..., X, je nula.

5% Neka je P, interpolacioni polinom funkcije f zadate sa ¢vorovima interpolacije xo, X1, . . ., X, za koje vazi da je
Xo < x1 < ... < xp. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) / 0 Flx) dx ~ / " Py (x) dx B) / O F(x) dx ~ Py(x)

0

Xn
C)/ F(x)dx ~ Py(x;), i=0,1,...,n D) P, (x;) = f(x;) zasvakoi =0,1,...,n.
X0

E) P,(x) # f(x) za svako x € [xo, Xy].
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b
6~ Neka su za funkciju f poznate vrednosti: f(xo) = yo, f(x1) = y1, ..., f(x4) = yninekaje I = / f(x)dx, pri
a

a ., . ) s : . .
i x;j=a+ih zai =0,1,...,n. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

emu je h =

h n—1
A) Primenom trapezne formule na I dobija se da je I ~ 5 (yo +2 Z yi + yn> .
i=1

1=
h n—1 n—1
B) Primenom Simpsonove formule na I dobija se da je I ~ 3 yo+4 Z Yoi +2 Z Yoi—1+Yn |-
i=1 i=1
C) Granice apsolutnih greSaka za formulu levih i desnih pravougaonika su jednake.
D) Granice apsolutnih greSaka za formulu srednjih pravougaonika i trapeznu formulu su jednake.

E) Formula srednjih pravougaonika moze se primeniti na I samo za neparno .

7% Neka su za funkciju f poznate vrednosti: f(1) =1, f(2) =0, f(3) =21 f(4) = linekase ] = /14f(x) dx
odreduje na osnovu tih datih vrednosti. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Primenom formule levih pravougaonika dobija se da je [ ~ 3
B) Primenom formule desnih pravougaonika dobija se da je [ ~ 3.
C) Primenom formule srednjih pravougaonika dobija se da je I ~ 2.
D) Primenom trapezne formule dobija se da je I ~ 2.
E) Primenom Simpsonove formule dobija se da je I ~ 2.
8" Neka je f realna funkcija jedne realne promenljive i neka su a i b proizvoljni realni brojevi takvi da je a < b.

Zaokruziti slova ispred uslova koji moraju biti zadovoljeni da bi se priblizno reSenje jednacine f(x) = 0 moglo
odrediti postupkom polovljenja s po¢etnim aproksimacijama a i b.

A) Funkcija f je diferencijabilna. B) f(a)f(b) <0
C) f(a)f(b) >0 D) f(a) i f(b) moraju biti istog znaka.
E) Funkcija f je neprekidna.

9% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

1 X
A) Jednacina <2> = x? ima ta&no jedno resenje.

2

C) Jednacina In x = sin x ima reSenje u intervalu [1, 3].

1 X
B) Jednacina <) = x? nema nijedno resenje u intervalu [0, 3].

D) Jednacina In x = sin x ima beskonacno mnogo reSenja.

2

E) Jednacina sin x = x* nema nijedno reSenje u intervalu [1, 3].

107 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja. Primenom postupka polovljenja s
pocetnim aproksimacijama xo = —3 i x; = —1 za odredivanje resSenja jednacine ...
A) 2¥ — cos 2x = 0 dobija se da je x3 = —1.50000.
B) 2* — cos2x = 0 dobija se da je x3 = —2.50000.
C) 2* — cos2x = 0 dobija se da je x3 = —1.25000.
D) x + In (x +4) = 0 dobija se da je x3 = —2.50000.
E) x +In (x +4) = 0 dobija se da je x3 = —2.00000.
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Test 5.9

1> Zaokruziti slova ispred pribliznih brojeva broja 0.035982 koji imaju tri zna¢ajne cifre i 102 im je granica apsolutne
greske.

A) 0.036 B) 0.0359 C) 0.04 D) 0.0360 E) 0.035

2% Zaokruziti slova ispred vrednosti Cije su priblizne vrednosti dobijene zaokruZivanjem na 4 decimale.

A) cos?2 ~ 0.1732 B) tg3 ~ 0.0524 C)sinl ~ 0.0175

D) log, g ~ 0.3962 E) log, 24 ~ 2.8928

3% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Relativna greska pribliznog broja x* broja x je Ag(x*) = |x — x™|.

|x —x <
E

C) Apsolutna greska priblizne vrednosti f*, f* # 0, realne funkcije f(x) je Aa(f*) = |f(x) — f*|.

D) Ako je 6 granica apsolutne greske priblizne vrednosti f* realne funkcije f(x), tadaje § < f(x) — f*.

B) Ako je p granica relativne greske pribliZnog broja x* broja x, x # 0, tada je

E) Ako je x* priblizna vrednost broja x, a f realna funkcija jedne promenljive, tada je f(x) = f(x*).
4% Neka su ag, a1, . ..,a, koeficijenti, a funkcije ¢; : [a,b] C R — R, i = 1,2,...,n, bazne funkcije linearne
interpolacione funkcije F funkcije f. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Funkcija F je oblika F(x) = aoppo(x) + a1¢1(x) + ... + andn(x).
B) Funkcija F je oblika F(x) = aggo(x) - a1¢1(x) - ... - anpu(x).
C) Funkcije ¢, ¢1, . . ., 5 su linearno nezavisne.
D) Koeficijenti ag, a1, . . ., a, su linearno nezavisni.
E) Bazne funkcije mogu biti ¢o(x) = 1, por—1(x) = ksinx i ¢ (x) = kcosx, k =1,2,..., 7.
5% Neka je F interpolaciona funkcija funkeije f : [xo, x,] C R — R zadate sa &vorovima interpolacije xo, X1, . . ., X»
takve da je xg < x1 < ... < Xxy. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) F(x) = f(x) za svako x € [xg, x,].
B) Kriva y = F(x) prolazi kroz tatke To(xo, f(x0)), T1(x1, f(x1)), - o Tu(xn, f(xn))-
C) F(x;) = x;zasvakoi =0,1,...,n.
D)F(xo—1) = f(xo—1)iF(x,+1) = f(x, +1).

1 nox—x
E) Ako je F interpolacioni polinom, tada je F(x) = Y_ f(x;) [ | » x] .
i=0 j=0 A1 T A
#i

2
6~ Nekaje I = / f(x)dx, a za funkciju f je poznato da je f(0) = 2, f(1) = 1i f(2) = 3. ZaokruZiti slova ispred
0

tacnih tvrdenja.

A) Primenom trapezne formule sa datim vrednostima dobija se da je I ~ 2.

NI

B) Primenom formule srednjih pravougaonika sa datim vrednostima dobija se da je I ~

C) Simpsonova formula se ne moze primeniti sa datim vrednostima.
D) Primenom Simpsonove formule sa datim vrednostima dobija se da je [ ~ 3.

E) Primenom formule levih pravougaonika sa datim vrednostima dobija se ista vrednost kao i primenom Simpso-
nove formule sa datim vrednostima.
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7% Neka je za realnu funkciju f, definisanu na intervalu [1, 3], poznato da je f(1) = 11 f(3) = 5, i neka je P povrSina
oblasti koja se nalazi izmedu krive y = f(x) i x-ose. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Primenom trapezne formule sa datim vrednostima dobija se da je P priblizno jednako povrsini oblasti odredene
krivamay =2x -1,y =0, x =1ix = 3.

B) Formula srednjih pravougaonika se ne moZe primeniti za izracunavanje veli¢ine P sa datim vrednostima.
C) Formulom srednjih pravougaonika sa datim vrednostima, veli¢ina P se aproksimira povr§inom pravougaonika
sa stranicama duZine 2 jedini¢ne duZi i 3 jedini¢ne duZi.
D) Formulom desnih pravougaonika sa datim vrednostima, veli¢ina P se aproksimira povr§inom pravougaonika sa
stranicama duZine 5 jedini¢nih duZi i 3 jedini¢ne duZi.
E) Primenom Simpsonove formule sa datim vrednostima dobija se da je P priblizno jednako povrsini oblasti
odredene krivamay = x> —2x +2,y = 0,x = lix = 3.

8~ ZaokruZiti slova ispred intervala u kojima se nalazi nula funkcije f(x) = 2* + 3x — 3.
A) [0.4,0.5] B) [0.6,0.7] C) [0.5,1] D) [0,0.4]

E) Ne postoji takav interval.

9% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.

A) Jednagina x% — log, x = 0 nema resenja.
B) Jednacina In x — sin x = 0 ima beskona¢no mnogo resenja.
C) Jednacina e* — sin x = 0 ima tacno jedno resenje.
D) Jednacina log, 5 x — 2* = 0 ima tatno jedno resenje.
E) Jednacina e* + x* = 0 ima ta¢no jedno resenje.

10~ Neka je f neprekidna realna funkcija jedne realne promenljive i neka su a i b proizvoljni realni brojevi iz domena
funkcije f takvi da je a < b. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Da bi se primenio Njutnov postupak za odredivanje reSenja jednacine f(x) = 0, potrebne su dve pocetne
aproksimacije.

B) Ako je f(a)f(b) > 0, tada se za odredivanje reSenja jednacine f(x) = 0 moZe primeniti postupak polovljenja
s poetnim aproksimacijama xo = aix; = b.

C) Ako u intervalu [a, b] postoji jedno reenje jednacine f(x) = 0, tada je f(a)f(b) < 0.
D) Ako je f(a)f(b) < 0, tada se bar jedno reSenje jednaline f(x) = 0 nalazi u intervalu [a, b].

E) Za odredivanje reSenja jednacine f(x) = 0, moZe se primeniti postupak se€ice s pocetnim aproksimacijama
Xo=aix3 =b.

Test 5.10

17 ZaokruzZiti slova ispred vrednosti Cije su priblizne vrednosti dobijene zaokruZivanjem na 5 decimala.

A) sin 0.5 ~ 0.02742 B) ctg 8 ~ 7.11537 C) e2tsinl ~ 1714096
D) log; 8 ~ 1.29203 E)log) s 2~ —2.61984
2% Zaokruziti slova ispred vrednosti Cije su priblizne vrednosti dobijene zaokruZivanjem na 4 vazeée cifre.
2022 1 29
A) —— =~ 15.67 — =~ 0. —— = 0.
) 129 15.6 B) 9 0.03448 (0] 2000 0.0143422

1 2022
D) 2000 0.0005 E) o9 & 69.7241
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3% Zaokruziti slova ispred zaokruZivanja za koja vazi da im je 10~# granica apsolutne greske.
A) —3.137287210 =~ —3.1373 B) 1405.408347 ~ 1405.408
C) —0.315464876 ~ —0.3154 D) 1.365212388 ~ 1.365
E) 4.083470239 ~ 4.08
4> Neka je x = 0.3110150 - 10* i neka je x* njegov priblizni broj. ZaokruZiti slova ispred taénih tvrdenja.
A) 3110150 je mantisa broja x.
B) Broj x ima 6 vaZecih cifara.
C) Broj x je zapisan u decimalnom obliku sa pokretnom decimalnom tackom.
D) Ako je ¢ je granica relativne greske broja x*, tada je |x — x*| < g.

E) Ako je g je granica apsolutne greSke broja x*, tada je |x — x*| < g.
5% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
b
A) Njutnov postupak je numericki postupak za izraCunavanje integrala [ = / f(x)dx.
a

B) Njutnov postupak je iterativni postupak za odredivanje pribliznog reSenja jednacine f(x) = 0.
C) Ako su xi_o, Xg_1 i x; redom (k — 2)-ga, (k — 1)-va i k-ta aproksimacija iz postupka secice za reSavanje

jednacine f(x) = 0, tada je xp = xj_1 — f(xj:k:; :;k(;i N fxe-1)-

D) Ako su xg_p, X1 i x; redom (k — 2)-ga, (k — 1)-va i k-ta aproksimacija iz postupka polovljenja za reSavanje

fxk—1) + f(xk—2)

jednacine f(x) = 0, tada je x; = .

2
E) Ako su x_p, Xx_1 1 X, redom (k — 2)-ga, (k — 1)-va i k-ta aproksimacija iz postupka polovljenja za reSavanje
jednacine f(x) = 0, tada je x; = w
65 Zaokruziti slova ispred jednacina koje imaju tatno dva reSenja.
A)cosx+x*=0 B)cosx —e* =0 O —x*=0
D)1 —x%2—sinx=0 E)l1—x%2—cosx=0

7% Data je funkcija f : [a,b] C R — R. ZaokruzZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

b
A) Trapeznom formulom se moZe aproksimirati veli¢ina integrala / f(x)dx.
a

B) Simpsonovom formulom se moZe aproksimirati funkcija f na intervalu [a, b].

C) Primitivnim kvadraturnim formulama se moZe odrediti priblizna nula funkcije f.

D) Interpolacioni splajn funkcije f na intervalu [a, b] predstavlja aproksimaciju povrsine izmedu grafika funkcije
f,x-oseipravihx =aix =b.

E) Interpolacioni splajn funkcije f na intervalu [a, b] predstavlja aproksimaciju funkcije f na tom intervalu.

8~ Neka je L, Lagranzov interpolacioni polinom funkcije f zadate sa tatkama: xg, x1,...,X,, s osobinom da je
Xg < x1 < ... < xy. Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

n

A L) = Y] T 2=
= k
! im0 k=0  Xi — Xk
ki

B) Kriva y = L,(x) je grafik funkcije f na [a, b].

O [ f(x)dx ~ Lo(x)

D)Ln(xi):/if(x)dx, i=1,2,...,n
Xi—1

E)L,(x;) = f(x;), i=0,1,...,n
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9~ Neka funkcija f : [2,b] CR - R,n € N,y; = f(x;)zai =0,1,2,...,nia=x < x1 < ... < x, = b.
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Da bi se odredio interpolacioni polinom odreden tackama xo, x1, ..., X, funkcija f treba da bude neprekidna
na intervalu (a, b).

B) Interpolacioni polinom odreden datim tackama je polinom n-tog stepena.
C) Grafik interpolacione funkcije funkcije f se poklapa sa grafikom funkcije f.
D) Trigonometrijska interpolacija je linearna interpolacija.

E) Interpolacioni polinom odreden datim tackama nije jedinstven.

—a

b b
10~ Neka je I = / f(x) dx, n paran prirodan broj, h = ,Xg=aix; =xj_1+hzai =1,2,...,n. Neka su
a

za funkciju f poznate samo vrednosti: f(xo) = yo, f(x1) = y1, ..., f(Xn) = Yn. ZaokruZiti slova ispred taénih
tvrdenja.

n
A) Primenom formule levih pravougaonika s datim vrednostima dobija se da je I ~ h Z Yi.
i=0
n
B) Primenom formule desnih pravougaonika s datim vrednostima dobija se da je I =~ h Z Yi.
i=1

n . .
C) Primenom formule srednjih pravougaonika s datim vrednostima dobija se daje I ~ h 2 f <x1_12+x1> .
i=1

h
D) Primenom trapezne formule s datim vrednostima dobija se da je I ~ 3 (Wo+2(W1+y2+...+Yn1)+Yn).

h
E) Primenom Simpsonove formule s datim vrednostima dobija se da je [ ~ 3 (yo+4(y1+ys+...+yu_1)+
F2(y2+yat .o Yn-2) +Yn)-
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2.6 Parcijalne diferencijalne jednacine

Test 6.1

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Nepoznata u parcijalnoj diferencijalnoj jednacini je ureden par realnih brojeva.
B) Nepoznata u obi¢noj diferencijalnoj jednacini je realan broj.
C) U obic¢noj diferencijalnoj jednacini figuriSe izvod nepoznate funkcije jedne promenljive.
D) Parcijalna diferencijalna jednacina je i obi¢na diferencijalna jednacina.

E) Obicna diferencijalna jednadina je i parcijalna diferencijalna jednacina.

2% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Red diferencijalne jednacine je najvisi red izvoda nepoznate funkcije koji se javlja u jednacini.
B) Linearna obi¢na diferencijalna jednacina je linearna po nepoznatoj funkciji i po njenim izvodima.
C) Linearna parcijalna diferencijalna jednacina je linearna po nezavisnim promenljivama nepoznate funkcije.

D) U linearnoj parcijalnoj diferencijalnoj jednacini ne moze da figuriSe proizvod nezavisnih promenljivih nepo-
znate funkcije.

E) Svaka nehomogena linearna obi¢na diferencijalna jednacina ima trivijalno resenje.

3% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Red parcijalne diferencijalne jednacine je najvisi stepen nepoznate koji se javlja u jednacini.
B) Partikularno reSenje obi¢ne diferencijalne jednacine se dobija iz opsteg reSenja posmatrane jednacine.
C) Singularno resenje obic¢ne diferencijalne jednacine se dobija iz opSteg reSenja posmatrane jednacine.
D) Opste resSenje parcijalne diferencijalne jednacine se dobija iz partikularnog reSenja posmatrane jednacine.

E) Opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine sadrZi proizvoljne funkcije.

4% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Uslovi u rubnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jednac¢inom se odnose na jednu tacku.
B) Rubni problem se ne moze definisati za obi¢ne diferencijalne jednacine.
C) Konturni problem se ne moZe definisati za parcijalne diferencijalne jednacine.

D) ReSenje grani¢nog problema sa obi¢nom diferencijalnom jednacinom je partikularno reSenje posmatrane jedna-
¢ine koje zadovoljava konturne uslove problema.

E) ReSenje meSovitog problema je reSenje parcijalne diferencijalne jednacine problema koje zadovoljava grani¢ne
i poCetne uslove posmatranog problema.

5% Zaokruziti slova ispred linearnih diferencijalnih jednacina drugog reda.
Ay +yy =0y =y(x) B)y? +y=e'y=yx) C) yix + tyx +xe' = 0,y = y(x, 1)
D) xy” + x°y = ",y = y(x) E) ty, + xyyi = xt,y = y(x,t)

6 Zaokruziti slova ispred homogenih linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina.

Ay +eyr =y y =y(xt) B)y' —y +y=0y=yx)
Oyl +yi+y+x=0y=y(xt) D) e*y + 13y = 0,y = y(x)

E) tyy, + xyj; = tx, y = y(x, t)
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7> Zaokruziti slova ispred uslova koji mogu biti uslovi konturnog problema sa jedna¢inom u’,,, + u" = 0 definisanom
naskupu D = {(x,y) : 0<x <1, -1 <y <1}, gdejeu =u(x,y).

A u(0,y) =0,u,(0,y) =0,za—1 <y <1

B)u(x,1)=1,u(x,—-1) =1,za0 < x <1
COu0y)=u(l,y) =0,za-1<y<1

D) u(0,y) = f(y), za —1 <y < 11i neprekidnu funkciju f
E)u(x,—1) =ul(x,—-1) =0,za0 <x <1

8~ Neka je u = u(x,y), F i G proizvoljne dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije jedne realne promenljive, a
Cq 1 Gy proizvoljne realne konstante. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) u = 0.5x% + yx + F(y) je potpuno resenje jednadine u’, = x + y.
B) u = 0.5x> + yx + F(y) je opste resenje jednacine u), = x + y.
C) u = Cye* + Coe™™ je opste reSenje jednaline ), — u = 0.

D) u = F(x)siny + G(x) cosy je reSenje jednacine u;, = u.

E) u = ¢¥ sin x 4+ C; cos x je reSenje jednacine u), + u = 0.

9% Dat je problem v’ + k?y = 0, y(0) = y(7t), y'(0) = y/(77), pri Cemu je y = y(x), x € [0, 7] i k € R. ZaokruzZiti
slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Trivijalno reSenje nije reSenje datog problema.
B) Dati problem je meSoviti problem.
C) Za svako C1,C; € R, y = Cy sinx + C; cos x je reSenje datog problema za k = 1.
D) y = Cysin4x + Cy cos 4x sa C1,C2 € R je sopstvena funkcija datog problema za k = 4.
E) y = Cysin6x 4+ C cos 6x sa C1, Cy € RR je karakteristi¢na funkcija datog problema za k = 3.

10” Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Za homogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda vaZi princip superpozicije.

B) Po principu superpozicije, proizvod dva partikularna reSenja parcijalne diferencijalne jednacine je takode resenje
te jednacine.

C) Furijeovom metodom razdvajanja promenljivih nepoznata funkcija u(x) diferencijalne jednaline traZi se u
obliku u = e*.

D) Furijeovom metodom razdvajanja promenljivih nepoznata funkcija y(x,t) diferencijalne jednacine trazi se u
oblikuy = x - £.

E) Furijeova metoda razdvajanja promenljivih se moZe primeniti na reSavanje talasne jednacine.

Test 6.2

1¥ Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Red diferencijalne jednacine je broj nezavisnih promenljivih u nepoznatoj funkciji.

B) Ako je nepoznata funkcija u diferencijalnoj jednacini funkcija dve promenljive, tada je ta jednaina obicna
diferencijalna jednacina.

C) Ako je nepoznata funkcija u diferencijalnoj jednacini funkcija dve promenljive, tada je ta jednacina parcijalna
diferencijalna jednacina.

D) Ako je nepoznata funkcija u diferencijalnoj jednacini funkcija dve promenljive, tada je ta jednacina diferenci-
jalna jednacina drugog reda.

E) Ako je drugi izvod nepoznate funkcije najvisi izvod koji ucestvuje u diferencijalnoj jednacini, tada je ta jedna-
¢ina diferencijalna jednacina drugog reda.
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2> Data je jednacina xy” +1y' — 2y = f(x) sa nepoznatom funkcijom ¥ = y(x) i neprekidnom funkcijom f.
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Data jednacina je nehomogena parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda.

B) Data jednacina je linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.

C) Data jednacina sa f(x) = 0 je nehomogena linearna obi¢na diferencijalna jednacina.
D) Data jednacina sa f(x) = 0 je homogena linearna obi¢na diferencijalna jednacina.

E) Data jednacina sa je linearna obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda.

1
3> Data je jednacdina u’,, = = u;, gde je u = u(x,t) nepoznata funkcija i ¢ (c # 0) realan broj. ZaokruZiti slova
ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Data jednacina je linearna obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda.
B) Data jednacina je linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
C) Data jednacina je linearna obi¢na diferencijalna jednacina prvog reda.
D) Data jednacina je linearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda.
E) Data jednacina je jednacina provodenja toplote.
4% Dat je problem s jednaginom y” +k*y = 0,y = y(x), x € [0,7], k € R, i uslovima y(0) = y(r) = 0.
ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Dati problem je pocetni problem. B) Dati problem je meSoviti problem.
C) Dati problem je konturni problem. D) Dati problem je grani¢ni problem.

E) Dati problem nema resenje.

0? 0?
5% Data je diferencijalna jednacina E)TCL; = C7287£ sau = u(x,t)ic € R\ {0}. ZaokruZiti slova ispred zavrietaka

recenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Data diferencijalna jednacina je ...

A) parcijalna diferencijalna jednacina. B) obi¢na diferencijalna jednacina.

C) talasna jednadina. D) Laplasova jednacina. E) jednacina provodenja toplote.

6~ Neka je a (a # 0) realan broj, a u = u(x, t) nepoznata funkcija. ZaokruZiti slova ispred talnih tvrdenja.
A) Jednagina /), = a_Zu; je hiperboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina.
B) Jednacina u), = a_zu; je paraboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina.
C) Jednatina '/, = a~2ul}; je hiperboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina.
D) Jednatina uY,, = a~>uj} je paraboli¢na parcijalna diferencijalna jednadina.
E) Jednatina u’/, = a—2u}} je elipti¢na parcijalna diferencijalna jednacina.
7% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Metodom razdvajanja promenljivih ...
A) reSava se linearna parcijalna diferencijalna jednacina.
B) resava se obic¢na diferencijalna jednacina.
C) nepoznata funkcija u(x, y) parcijalne diferencijalne jednacine trazi se u obliku u = X(x) + Y(y).

D) nepoznata funkcija u(x, y) parcijalne diferencijalne jednadine trazi se u obliku u = X(x) - Y(y).

E) nepoznata funkcija u(x, y) parcijalne diferencijalne jednaline traZi se u obliku u = X (x)y(y ),
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8" Neka je k realan broj. Dat je problem y” + k?y = 0, y(0) = y(7), v'(0) = v/(7), gde je y = y(x), x € [0, 7).
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Resenje diferencijalne jednaline datog problema se trazi u obliku y(x) = €', gde je r konstanta.

B) Trivijalno resenje je sopstvena funkcija datog problema.

C) Jedino reSenje datog problema je trivijalno reSenje.

D) Sopstvene vrednosti datog problema su funkcije y(x) = C cos kx, gde je C realan broj, a k ceo broj.

E) Sopstvene vrednosti datog problema su k = 0,+2,4+4,...,+2n,...,gdeje n € N.

Neka je u = u(x,y), (x,y) € D C IR? i neka je data diferencijalna jednadina

a(x, y)uiy + b(x, y)udy + c(x, y)uy, +d(x, y)us + e(x,y)uy + f(x,y)u = g(x,y), (2.63)
gdesua,b,c, d, e, figdate funkcije neprekidne na skupu D.
9% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Jednacina (2.6.3) je ...
A) linearna parcijalna diferencijalna jednacina.
B) hiperboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina na D ako je b?(x,y) —4a(x,y)c(x,y) > 0, (x,y) € D.
C) paraboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina na D ako je b?(x,y) — 4a(x,y)c(x,y) <0, (x,y) € D.
D) elipti¢na parcijalna diferencijalna jedna¢ina na D ako je b?(x,y) — 4a(x,y)c(x,y) =0, (x,y) € D.

E) obic¢na diferencijalna jednacina drugog reda.

10~ Neka je (DJ) diferencijalna jednacina (2.6.3) sa ¢(x,y) = 0. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Jednacina (DJ) je homogena obicna diferencijalna jednacina.

B) Ako su 1 i up dva linearno nezavisna reSenja jednacine (DJ), tada je u(x,y) = ciuq(x,y) + couz(x,y) takode
reSenje jednacine (DJ) za proizvoljno c1, ¢y € R.

C) Ako su uj i up dva linearno nezavisna reSenja jednacine (DJ), tada je u(x,y) = uq(x,y) - u2(x,y) takode
reSenje jednacine (DJ).

D) Za jednacinu (DJ) vaZzi princip superpozicije.

E) Za jednacinu (DJ) ne vaZi princip superpozicije.

Test 6.3

1© Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Resenje diferencijalne jednacine je svaka funkcija koja zajedno sa svojim izvodima zadovoljava datu jednacinu.

B) Resenje parcijalne diferencijalne jednacine je svaka funkcija jedne promenljive koja zajedno sa svojim izvodima
zadovoljava datu jednacinu.

C) Resenje obi¢ne diferencijalne jednacine je svaka funkcija dve promenljive koja zajedno sa svojim parcijalnim
izvodima zadovoljava datu jednaCinu.

D) Resenje obicne diferencijalne jednacine je svaka funkcija jedne promenljive koja zajedno sa svojim izvodima
zadovoljava datu jednacinu.

E) Geometrijsko znacenje reSenja obi¢ne diferencijalne jednacine je povrs u prostoru.

2% Zaokruziti slova ispred obi¢nih diferencijalnih jednacina.
Ay Ty =0y =y(x 1) By +y'sinx =0,y =y(x)  Oxy'+y=0y=y(x)
D)y, +y; =0,y =y(x,t) E) cosy +sinx =0,y = y(x)
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3% Zaokruziti slova ispred nehomogenih linearnih diferencijalnih jednacina.

A) $2 ”+xy:sinx,y:y(x) B) ¥2 //+xy/:0,y:y(x) ()] xzy;+x% :y,y:y(x,t)
5 2 2 2

4% Zaokruziti slova ispred linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina.

A ity =sinx,y =y(x,t) By, +yj=sinx,y=y(x,t) Oy, +y;=sinx,y=y(xt)

" / : Zazy azy 2
D)y"+y +y=sinx,y =y(x) E) x <at2> = f(x,y),y = y(x,1)

5% Posmatrajmo linearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda sa nepoznatom funkcijom u = u(x, ).
Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Furijeovom metodom razdvajanja promenljivih, ...

eX eT(xt)
x) - T(t).
sin (X(x)) + cos (T(t)).
C1X(x) + CoT(t), gde su Cq i C; konstante.

A) reSenje posmatrane jednacine se traZi u obliku u(x, ¢

Il
><

B) resenje posmatrane jednacine se trazi u obliku u(x,

C) resenje posmatrane jednacine se trazi u obliku u(x, ¢

)
)
)
)

D) reSenje posmatrane jednadine se traZi u obliku u(x, ¢

E) u(x,t) = 0 je jedno reSenje posmatrane jednacine.

65 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Talasna jednacina je obicna diferencijalna jednacina.
B) Red obicne diferencijalne jednacine je najvisi stepen nepoznate u jednacini.
C) Obicna diferencijalna jednacina je funkcionalna jednacina.
D) Svaka funkcija koja je reSenje obicne diferencijalne jednacine je opste reSenje posmatrane jednacine.

E) Red parcijalne diferencijalne jednacine je red najviSeg parcijanog izvoda u jednacini.

7% Neka je k proizvoljan realan broj. ZaokruZiti slova ispred poCetnih problema.
Ay +ky=0y=y(x),x €0, ()—Oy( )=0
B)y’ 4+ k2 =0,y = y(x), x € [0, 7], y(0) y'(0) =2
C)y' + Ky =0,y =yx),x e [0,n],y(0) y'(m) =0
D)y +yi =0y = y(xt). x € [0,7]. >0, y(O £)=0.y(m 1) =0t =0)
E) Yl +yi = 0.y =y(x,0).x € (0,7, 2 0.y(x,0) =sinx O <x < 7)

8" Neka je k realan broj. Dat je konturni problem y” + k*y = 0, y(0) = y(7r) = 0, gde je y = y(x), x € [0, 77].
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Jedino resenje datog problema je trivijalno resenje.
B) Svako resenje datog problema je netrivijalno resenje.
C) Sopstvene vrednosti datog problema su vrednosti parametra k za koje postoje netrivijalna reSenja tog problema.
D) Sopstvene funkcije datog problema su funkcije y(x) = Csinkx, gde C € R,ak = £1,£2,£3,.. ..
E) Sopstvene funkcije datog problema su funkcije y(x) = Ccoskx, gde C € R,ak = £1,+2,43,. ...
9% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Ako je poCetni problem s parcijalnom diferencijalnom jednac¢inom dobro postavljen tada ...
A) problem ima reSenje. B) problem nema resenje. C) problem ima opste resenje.

D) problem ima beskona¢no mnogo resenja. E) problem ima samo jedno resenje.
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10 Data je diferencijalna jednaCina azgzz - g%zl =0, u = u(x,y), gde je a data realna konstanta. ZaokruZiti slova
ispred tacnih tvrdenja. § /
A)u=x>+xy+ a2y2 je potpuno reSenje date jednacine.
B)u = x>+ xy + a2y2 je opSte reSenje date jednacine.

C) u = Ax? + Bxy + Aa*y? + Cx + Dy + E je opite reSenje date jednacine, gde su A, B, C, D i E proizvoljne
konstante.

D) u = Ax? + Bxy + Aa’y* + Cx + Dy je resenje date jednacine, gde su A, B, C i D proizvoljne konstante.
E) u = x2 + xy + a’y?> + Ax + By + C je reSenje date jednacine, gde su A, B i C proizvoljne konstante.

Test 6.4

17 Zaokruziti slova ispred taCnih tvrdenja.
A) Nepoznata u parcijalnoj diferencijalnoj jednacini je funkcija jedne promenljive.
B) Nepoznata u obi¢noj diferencijalnoj jednacini je funkcija jedne promenljive.
C) Nepoznata u obi¢noj diferencijalnoj jednacini je realan broj.
D) Svaka diferencijalna jednacina je funkcionalna jednacina.

E) Svaka funkcionalna jednacina je diferencijalna jednadina.

2 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Parcijalna diferencijalna jednacina je specijalan oblik obi¢ne diferencijalne jednacine.
B) Opste reSenje obicne diferencijalne jednaCine se moZe dobiti iz opSteg reSenja parcijalne diferencijalne jedna-
c¢ine.
C) Opste reSenje obicne diferencijalne jednacine se moZe dobiti iz partikularnog reSenja posmatrane jednacine.
D) Partikularno resenje obi¢ne diferencijalne jednacine se moZe dobiti iz opSteg reSenja posmatrane jednacine.

E) Singularno resenje obi¢ne diferencijalne jednacine se moZe dobiti iz opSteg reSenja posmatrane jednacine.

3% Neka je a realan broj razli¢it od nule. ZaokruZiti slova ispred parcijalnih diferencijalnih jednacina drugog reda.

02 0
A)$%+(%+yﬂg%:fuﬁyy:yuﬁ) B) a’y, +y; =0,y = y(x,t)
C) Yl + i = sinx, y = y(x,1) R A
dt? dt ’

E)a’y" +y =0,y = y(x)
47 ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Resenje konturnog problema je opSte reSenje obicne diferencijalne jednacine problema.

B) Resenje meSovitog problema je funkcija koja je reSenje obic¢ne diferencijalne jednaCine problema i zadovoljava
rubne i poCetne uslove posmatranog problema.

C) Resenje meSovitog problema je funkcija koja je reSenje parcijalne diferencijalne jednacine problema i zadovo-
ljava konturne i poCetne uslove posmatranog problema.

D) Uslovi u konturnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jednac¢inom se odnose na jednu tacku.

E) Uslovi u grani¢nom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jednacinom se odnose na pocetnu i krajnju tacku
intervala na kojem se reSava problem.
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5% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Metodom razdvajanja promenljivih ...

A) resavaju se linearne obicne diferencijalne jednacine.

B) resavaju se linearne parcijalne diferencijalne jednacCine.

C) nepoznata funkcija u(x) diferencijalne jednacine trazi se u obliku u = e*.

D) nepoznata funkceija u(x, y) diferencijalne jednaline traZi se u obliku u = x - y.

E) nepoznata funkcija u(x, y) diferencijalne jednacine traZi se u obliku u = X(x) - Y(y).

65 Zaokruziti slova ispred nehomogenih linearnih diferencijalnih jednacina.
A)yixsint +y; =0,y = y(x, 1) B)y" +y'siny =0,y = y(x)
Oyi+tyi+y+t=0y=yxt) D) xy' +y =sinx,y = y(x)
E) tyly + xyy = 0,y = y(x, 1)
7% ZaokruZiti slova ispred uslova koji mogu biti uslovi grani¢nog problema sa parcijalnom diferencijalnom jednad&i-
nom sa nepoznatom funkcijom u(x, t) definisanom na skupu D = {(x,¢) : 0 < x <, t > 0}.
A)u(0,t) =0, u(m,t) =mzat >0 B) u(x,0) =0, u),(x,0) =0,z2a0 < x < 7
C) u/.(0,t) = u(m,t) =0,zat >0 D) u(0,t) = u)(0,t) =0,zat >0
E) u(x,0) = u(x,0) =0,za0 < x <7
8~ Neka je u = u(x,y), F i G proizvoljne dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije jedne realne promenljive, a
a,b,c,d,e proizvoljne realne konstante. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) u = x?y — Jxy* + F(x) + G(y) je opSte reSenje jednaline uy, —2x+y=0.
B) u = x*y — 3xy? + F(x) 4+ G(y) je partikularno re3enje jednacine uy, —2x+y=0.

C)u=x’y— %xyz + e* + 1> — 7 nije reSenje jednacine u;’y —2x+y=0.

2
D) u = a®x? 4 2abxy + b*y? + cx + dy + e je opste resenje jednadine u;/xu’y/y — (u” ) =0.

2
E) u = a?x? + 2abxy + b*y? + cx + dy + e je potpuno refenje jednacine u”! Uy, — (u” ) =0.

xXx xy
97 Data je jednatina uy, + uy, = f(x,y) sa nepoznatom funkcijom u = u(x,y) i neprekidnom funkcijom f.
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Data jednacina je elipticna.
B) Data jednacina je homogena i linearna za f(x,y) = 0.
C) Data jednacina je nelinearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
D)Za f(x,y) = x2y3 data jednacina je nelinearna parcijalna diferencijalna jednacina.
E) Trivijalno reSenje je reSenje date jednacine.
10> Dat je problem sa jednaginom y” + k*y = 0,y = y(x), x € [0, 7], k € R, i uslovima y(0) = y(7r) = 0.
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Trivijalno reSenje nije reSenje datog problema.
B) Dati problem ima homogene konturne uslove.
C)y = C-sin2lxsa C € R je reSenje datog problema za k = 21.
D) y = C-sin2x sa C € IR je sopstvena vrednost datog problema za k = 2.
E) y = C-cos12x sa C € R je karakteristi¢na funkcija datog problema za k = 12.
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Test 6.5

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Ne postoji konturni problem za parcijalne diferencijalne jednacine.

B) Resenje meSovitog problema je funkcija koja je reSenje parcijalne diferencijalne jednacine problema koje zado-
voljava konturne i pocetne uslove posmatranog problema.

C) Resenje meSovitog problema je funkcija koja je resenje obi¢ne diferencijalne jednacine problema koje zadovo-
ljava konturne i po€etne uslove posmatranog problema.

D) Uslovi u konturnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jedna¢inom se odnose na jednu tacku intervala na
kojem se reSava problem.

E) Uslovi u poc¢etnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jednacinom se odnose na jednu tacku.

2% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A) Parcijalna diferencijalna jednacina sa pocetnim uslovima ¢ini rubni problem.
B) Svaka funkcija koja je reSenje obicne diferencijalne jednacine je opste reSenje posmatrane jednacine.

C) Ako su uq i up reSenja homogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda, tadajeiu = u; — up
reSenje posmatrane jednacine.

D) Ako su uj i up reSenja jednacine uy, +u = x, u = u(x,y), tada je i u = w3 + up reSenje posmatrane
jednacdine.

E) Obicna diferencijalna jednacina sa grani¢nim uslovima ¢ini rubni problem.
3% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A) Parcijalna diferencijalna jednacina je funkcionalna jednacina.
B) Obicna diferencijalna jednacina je funkcionalna jednacina u kojoj figuriSu nepoznata funkcija dve promenljive
i njeni izvodi.
C) Svaka funkcionalna jednacina je diferencijalna jednacina.
D) Red diferencijalne jednacine je stepen najviseg izvoda nepoznate funkcije koji figuriSe u jednacini.
E) Za diferencijalnu jednacinu ¥y’ = y, v = y(x), funkcija y = Cie* + Cre™*, C1,C € R, je reSenje u
implicitnom obliku.
47 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Opste resenje diferencijalne jednacine drugog reda sa nepoznatom funkcijom 1 = u(x,y) sadrZi dve proizvolj-
ne realne konstante.

B) Opste resenje diferencijalne jednacine drugog reda sa nepoznatom funkcijom u = u(x, y) sadrZi dve proizvolj-
ne dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije.

C) Opéte resenje diferencijalne jednacine prvog reda sa nepoznatom funkcijom y = y(x) sadrzi jednu proizvoljnu
neprekidno diferencijabilnu funkciju.

D) Opste resenje diferencijalne jednacine prvog reda sa nepoznatom funkcijom y = y(x) sadrZi jednu proizvoljnu
realnu konstantu.

E) Singularno resenje obi¢ne diferencijalne jednacine se moZe dobiti iz opSteg reSenja jednacine.

5% ZaokruZiti slova ispred uslova koji mogu biti uslovi konturnog problema sa parcijalnom diferencijalnom jednaci-
nom sa nepoznatom funkcijom u(x, t) definisanom na skupu D = {(x,¢) : 0 <x <1, t > 0}.
A) u(0, t) =ul(0,t)zat>0iu(l,t)=0zat >0

B)u(x,0)=0za0<x<1liuf(x,00=0za0<x<1

C)u(0,t) =u'(1,t) =0zat >0

D) u(0,¢t) = u/(0,t) =0zat >0

E) u(x,0) = ul(x,0) =0za0 <x <1
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6 Zaokruziti slova ispred homogenih linearnih diferencijalnih jednacina.
A yixcost+y; =0y =y(xt) By +y'cosy=0y=yx)  Oviyi+y+t=0y=y(xt)
D)xy' +y+x=0y=yx) E) tyly + 2y = 0,y = y(x, 1)
7> Data je diferencijalna jednacina u}, = c?
ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

uj; sa pozitivnom konstantom c i nepoznatom funkcijom u = u(x, t).

A) Data diferencijalna jednacina je jednacina provodenja toplote.
B) Data diferencijalna jednacCina je talasna jednacina.
C) Data jednacina je homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
D) Data jednacina je nehomogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
E) Za datu diferencijalnu jednacinu ne vaZi princip superpozicije.

8> Dat je problem sa diferencijalnom jedna¢inom y”" +k*y = 0,y = y(x), x € [0, 7t], k € R, i uslovima y(0) = 0 i
y(7t) = 0. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Dati problem je pocetni problem.
B) Dati problem ima nehomogene konturne uslove.
C) Zasvako C € R, y = C - cos 7x je reSenje datog problema za k = 7.
D) Za svako C € R, y = C - sin 2x je reSenje datog problema za k = 2.
E) Trivijalno reSenje je reSenje datog problema.

9~ ZD;tla(lr i;{fiﬁ:fﬁ:;gg ;—éﬁ%{ t;d efn(jzfy) sa nepoznatom funkcijom u = u(x,y) i neprekidnom funkcijom f.
A) Data diferencijalna jednacina je elipticna linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
B) u = sin (7tx) (C1e™ 4 Coe™ ™) sa Cq,C, € R je reSenje date jednacine sa f(x,y) = 0.
C) u = sin x cos y je reSenje date jednaline sa f(x,y) = 2sinx cosy.
D) u = sin x cos y je reSenje date jednacine sa f(x,y) = 0.
E) Za f(x,y) = xy data jednacina je nelinearna parcijalna diferencijalna jednacina.

10 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.

Furijeovom metodom razdvajanja promenljivih ...
A) resavaju se obicne diferencijalne jednacine prvog reda.
B) reSavaju se obicne diferencijalne jednacine drugog reda.
C) resSenje parcijalne diferencijalne jednacine se traZi u obliku proizvoda funkcija jedne promenljive.
D) reSenje parcijalne diferencijalne jednacine se trazi u obliku zbira funkcija jedne promenljive.

E) reSenje parcijalne diferencijalne jednacine se trazi u obliku eksponencijalne funkcije.

Test 6.6

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Uslovi u pocetnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jedna¢inom se odnose na pocetnu i krajnju tacku
intervala na kojem se reSava problem.

B) Uslovi u pocetnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jednacinom se odnose na jednu tacku.

C) Resenje konturnog problema je funkcija koja je reSenje diferencijalne jednacine problema i zadovoljava rubne
uslove posmatranog problema.

D) ReSenje konturnog problema je funkcija koja je reSenje diferencijalne jednacine problema i zadovoljava pocetne
uslove posmatranog problema.

E) ReSenje meSovitog problema je opste reSenje obicne diferencijalne jednaCine problema.
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2% Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Diferencijalna jednacina sa nepoznatom funkcijom sa dve promenljive je parcijalna diferencijalna jednacina.
B) Nepoznata u obi¢noj diferencijalnoj jednacini je funkcija dve promenljive.
C) Nepoznata u parcijalnoj diferencijalnoj jednacini je realan broj.
D) Parcijalna diferencijalna jednacina je funkcionalna jednacina.

E) Funkcionalna jednacina je obi¢na diferencijalna jednacina.

3% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A) Opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine sadrzi proizvoljne konstante.
B) Opste reSenje obicne diferencijalne jednacine sadrZi proizvoljne konstante.

C) Singularno resenje obi¢ne diferencijalne jednacine se moZe dobiti iz partikularnog resenja posmatrane jednaci-
ne.

D) Partikularno resenje obi¢ne diferencijalne jednacine se ne moze dobiti iz opSteg reSenja posmatrane jednacine.

E) Singularno resenje obi¢ne diferencijalne jednacine se ne moze dobiti iz opSteg reSenja posmatrane jednacCine.

47 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Red obicne diferencijalne jednacine je red najvisSeg izvoda u jednacini.
B) Red parcijalne diferencijalne jednacine je najvisi stepen nepoznate u jednacini.
C) Resenje parcijalne diferencijalne jednacine je funkcija koja identicki zadovoljava posmatranu jednacinu.
D) Svaka funkcija koja je reSenje parcijalne diferencijalne jednacine je opSte reSenje posmatrane jednacine.

E) Svaka funkcija koja je reSenje obi¢ne diferencijalne jednacine je singularno reSenje posmatrane jednacine.

5% ZaokruZiti slova ispred homogenih linearnih diferencijalnih jednacina.
Ay +yi =y y =y(x ) By +y'y=0.y=y(x) O) tyyy +xyj +tx =0,y = y(x, 1)
Dyxy' +yer —x =0,y =y(x) By +iy,+ey; =0y =y(x 1)
6 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Furijeovom metodom razdvajanja promenljivih ...
A) reSavaju se nelinearne obic¢ne diferencijalne jednacine.
B) reSavaju se nelinearne parcijalne diferencijalne jednacine.
C) nepoznata funkcija y(x) diferencijalne jednadine traZi se u obliku y = e*.
D) nepoznata funkcija y(x, t) diferencijalne jednaine trazi se u obliku y = X (x) - T(t).
E) nepoznata funkcija y(x, t) diferencijalne jednacine traZi se u obliku y = e* - e’
7% Data je jednalina u;u’y —u =0, gde je u = u(x,y), aaib su proizvoljne konstante. Neka su F i G proizvoljne
neprekidno diferencijabilne funkcije jedne realne promenljive. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) u = xy + ax + by + ab je opste reSenje date jednaline.
B) u = xy + ax + by + ab je potpuno resenje date jednacine.
C) u = xy + F(x) + G(y) je opSte reSenje date jednaine.
D) u = xy + ax + by je potpuno resenje date jednacine.
E) u = xy — 2x + 3y — 6 je reSenje date jednacine.
8" ZaokruZiti slova ispred uslova koji mogu biti uslovi pocetnog problema sa parcijalnom diferencijalnom jedna¢inom
sa nepoznatom funkcijom u(x, t) definisanom na skupu D = {(x,¢) : 1 <x <2, t > 0}.
A u(l,t)=0iu(2,t)=1zat >0 B) u(x,0) =0iuf(x,0) =0zal <x<2
O ul(1,t) =0iu(2,t)=1zat >0 D)u(1,t) =0iul(1,t) =0zat >0
E)u(x,0)=0zal <x<2iu(l,t)=u(2,t)=0zat>0
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9> Data je diferencijalna jednacina u'y,, — uj; = f(x, t) sa nepoznatom funkcijom u = u(x, t) i neprekidnom funkci-

jom f. ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Data jednacina je nelinearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
B) Data diferencijalna jednacina je elipticna.
C) Data jednacina je homogena i linearna za f(x,t) = 0.
D) Za f(x,t) = x3t? data jednacina je nelinearna parcijalna diferencijalna jedna¢ina.
E) Trivijalno reSenje je reSenje date diferencijalne jednacine.

10> Neka je k realan parametar. Dat je problem sa jedna¢inom v’ +k*y = 0,y = y(x), x € [0, 7], i uslovima
y(0) = y(m), y'(0) = y/'(7r). Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Trivijalno reSenje je reSenje datog problema.
B) Za k = 2n, n € Z, reSenje datog problema je y = C; sin2nx + C; cos 2nx sa C1,C; € R.
C) y = sin x + cos x je reSenje datog problema za k = 1.
D) y = C; sin2x + Cp cos 2x sa Cq,Co € R je karakteristi¢na vrednost datog problema za k = 2.
E)y = Cysinx 4 Cacosx sa C1, C2 € R je sopstvena funkcija datog problema za k = 1.

Test 6.7

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.

A) Ako je nepoznata funkcija u diferencijalnoj jednacini funkcija jedne promenljive, tada je jednacina obicna
diferencijalna jednacina.

B) Ako je nepoznata funkcija u diferencijalnoj jednacini funkcija jedne promenljive, tada je jednaCina parcijalna
diferencijalna jednacina.

C) Ako je nepoznata funkcija u diferencijalnoj jednacini funkcija dve promenljive, tada je jednacina parcijalna
diferencijalna jednacina.

D) Ako je nepoznata funkcija u diferencijalnoj jednacini funkcija dve promenljive, tada je jednacina neobicna
diferencijalna jednacina.

E) Red diferencijalne jednacine je broj nezavisnih promenljivih u nepoznatoj funkciji.

27 Neka je y = y(x) nepoznata funkcija. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Jednacina xy” + 1/ — 2y = 0 je nehomogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda.
B) Jednacina xy” +y’ — 2y = 0 je homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
C) Jednatina xy” +y' — 2y = 0 je homogena linearna obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda.
D) Jednacina xy” + 3’ — 2y = 0 je nehomogena linearna obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda.

E) Jednacina xy” +y' — 2y = x?+1 je nehomogena linearna obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda.
3% Neka je u = u(x, t) nepoznata funkcija i a (a # 0) realan broj. ZaokruZiti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Jednagina /), = —Zué je linearna obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda.
a

1
B) Jednacina u), = a—zu; je linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.

C) Jednatina u’), = —zu; je linearna obi¢na diferencijalna jednacina prvog reda.
a

D) Jednacina u’, = —zué je linearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda.
a

1
E) Jednacina 1, = ;ué je linearna parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda.
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47 ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Pocetni problem postoji i za obicne i za parcijalne diferencijalne jednacine.
B) Pocetni problem je isto Sto i konturni problem.
C) Grani¢ni problem postoji i za obic¢ne i za parcijalne diferencijalne jednacine.
D) Granicni problem je isto §to i meSoviti problem.
E) Mesoviti problem postoji i za obi¢ne i za parcijalne diferencijalne jednacine.
o%u 82u
ax2 ayz

A) Data jednacina je talasna jednacina.

5% Data je diferencijalna jednacina = 0sau = u(x,y). ZaokruZiti slova ispred tacnih tvrdenja.

B) Data jednacina je Laplasova jednacina.

C) Data jednacina je jednacina provodenja toplote.

D) Funkcija u = sin (n7tx) (ae"™ +be ") saa,b € R, n € N je reSenje date jednacine.
E) Funkcija u = cosx (2™ +be” ™) saa, b € R je reSenje date jednacine.

6" Neka je a (a # 0) realan broj, a u = u(x, t) nepoznata funkcija. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Jednatina 1, = a>u}} je hiperboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina.

B) Jednadina u), = a 21/42 je paraboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina.
C) Jednacina u’,, = a~ utt je elipti¢na parcijalna diferencijalna jednacina.
D) Jednacina 1/, = afzuﬁ je hiperboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina.
E) Jednadina u’, = a_zué je paraboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina.
7% Nekasua, b, ¢, d, e, f i g realne funkcije dve promenljive neprekidne na skupu D C R?. ZaokruZiti slova ispred

zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tana tvrdenja.
Jednacina

a(x, y)u + b(x, y)uyy, +c(x,y)uy, +d(x,y)u + e(x,y)uy + f(x,y)u = g(x,y),
u=u(xy),je
A) linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
B) hiperboli¢na parcijalna diferencijalna jednacina na D ako je (b(x,y))* — 4a(x,y)c(x,y) > 0, (x,y) € D
C) paraboli¢na parcijalna diferencijalna jednagina na D ako je (b(x,y))* — 4a(x,y)c(x,y) <0, (x,y) € D
D) elipti¢na parcijalna diferencijalna jednagina na D ako je (b(x,v))* — 4a(x,y)c(x,y) =0, (x,y) € D

E) obic¢na diferencijalna jednacina drugog reda.
8" Data je diferencijalna jednacina
a(x, y)us, + b(x,y)uyy, +c(x, y)uy, +d(x,y)uy +e(x,y)uy, + f(x,y)u =0, (2.6.4)

u = u(x,y), gde su funkcije a, b, ¢, d, e i f neprekidne na D C IR?. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Diferencijalna jednacina (2.6.4) je homogena obi¢na diferencijalna jednacina.

B) Ako su uj i 1y dvareSenja jednacine (2.6.4), tada je u(x,y) = ciu1(x,y) + coua(x, y) takode reSenje za (2.6.4)

za proizvoljno cq, c; € R.

C) Ako su 1 i up dva reSenja jednaline (2.6.4), tada u(x,y) = ciuq(x,y) + coua(x, y) nije reSenje jednacine

(2.6.4) za proizvoljno c1,c2 € R.

D) Ako je uy, Uy, ..., Uy, ... niz reSenja jednaline (2.6.4), tada u(x,y) = Z Culln(X,Y), za proizvoljan niz
n=1

konstanti cq, ¢, ... za koji gornji red konvergira, nije reSenje jednacine (2.6.4).

E) Za homogenu linearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda (2.6.4) vaZi princip superpozicije.
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9% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Furijeova metoda razdvajanja promenljivih se odnosi na reSavanje parcijalne diferencijalne jednacine.

B) Po Furijeovoj metodi razdvajanja promenljivih nepoznata funkcija u(x,y) parcijalne diferencijalne jednacine
se trazi u obliku zbirau = X+ Y, gdeje X = X(x) 1Y = Y(y).

C) Po Furijeovoj metodi razdvajanja promenljivih nepoznata funkcija u(x, y) parcijalne diferencijalne jedna¢ine
se trazi u eksponencijalnom obliku.

D) Po Furijeovoj metodi razdvajanja promenljivih nepoznata funkcija u(x, y) parcijalne diferencijalne jednacine
se trazi u obliku proizvoda u = XY, gdeje X = X(x)iY = Y(y).

E) Po Furijeovoj metodi razdvajanja promenljivih nepoznata funkcija u(x, y) parcijalne diferencijalne jedna¢ine

X
se trazi u obliku koli¢nika u = v gdeje X = X(x)iY = Y(y).
10> Neka je k € R. Data je diferencijalna jednatina v’ +k*y = 0, y = y(x), x € [0, 7], sa dodatnim uslovima
y(0) = 01iy(mr) = 0. Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Data jednacina sa dodatnim uslovima ¢ini ...

A) pocetni problem. B) mesoviti problem. C) konturni problem.
D) grani¢ni problem. E) problem bez reSenja.
Test 6.8

17 Zaokruziti slova ispred parcijalnih diferencijalnih jednacina.

dy a2 dy o dy _ 9y a2
A)dx+xy—x,y—y(x) B)Wntsmx%—o,y—y(x) C)ax+xy—x,y—y(x,t)

1" ! . aZy ay
D)y +y +y:smx,y:y(x) E)@—}—Sjnxg:(),y:y(x,t)

2% Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju ta¢na tvrdenja.
Ako je nepoznata funkcija u diferencijalnoj jednacini funkcija ...
A) jedne promenljive, tada je jednacina parcijalna diferencijalna jednacina.
B) jedne promenljive, tada je jednacina obi¢na diferencijalna jednacina.
C) jedne promenljive, tada je jednacina parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda.
D) dve promenljive, tada je jednacina parcijalna diferencijalna jednacina.

E) dve promenljive, tada je jednaCina obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda.

3% Zaokruziti slova ispred parcijalnih diferencijalnih jednacina prvog reda.

)
ML= fay =y Bty =0y=yxt)  O@yLty =0y =y
dy |y _ _ %y 2, 29 _ —
D) dx + X _f(x)’y - y(x) E) @ + (X +vy )g —g(x,t),y = y(x,t)
4% Zaokruziti slova ispred linearnih diferencijalnih jednacina drugog reda.
A) *(y')? +xy' =0,y = y(x) B) x?y" 4 xy* = 0,y = y(x)
201/ )2 2 207y Iy
C) x*(yx)* + x(y)* = 0,y = y(x, 1) D)’ +xop = fxy)y =y(x 1)
%y Py
27 —_— p—y
E) x 52 T35 0,y =y(xt)
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0? 0
5% Data je diferencijalna jednalina o th 8—1: = 0sau = u(x,t). Zaokruziti slova ispred tatnih tvrdenja.
—n2m%t

A) Funkcija u = sin (n7x)e san € N je opste reSenje date jednacine.

—n2mt

B) Funkcija u = sin (n7rx)e san € IN je reSenje date jednacine.

X
C) Funkcijau = ¢ i sin 5 je partikularno reSenje date jednacine.

.. _t X ‘. . o
D) Funkcijau = ¢ % sin 5 nije reSenje date jednacine.
E) Trivijalno reSenje nije reSenje date jednacine.

6 Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.

A) Opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda je funkcija dve promenljive koja sadrzi jednu
proizvoljnu funkciju i zadovoljava datu jednacCinu.

B) Opste reSenje parcijalne diferencijalne jednacine je funkcija jedne promenljive koja sadrZi jednu proizvoljnu
konstantu i zadovoljava datu jednacinu.

C) Opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda je funkcija dve promenljive koja sadrZi jednu
proizvoljnu funkciju i zadovoljava datu jednacinu.

D) Opste resenje parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda je funkcija dve promenljive koja sadrzi dve proi-
zvoljne konstante i zadovoljava datu jednacinu.

E) Partikularno reSenje parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda ne sadrZi proizvoljnu funkciju.

7% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) U pocetnom problemu sa parcijalnom diferencijalnom uslovi mogu biti zadati na traZzenu funkciju i njene
parcijalne izvode.

B) U pocetnom problemu sa parcijalnom diferencijalnom uslovi mogu biti zadati samo na traZenu funkciju.
C) U grani¢nom problemu sa parcijalnom diferencijalnom uslovi mogu biti zadati samo na trazenu funkciju.

D) U rubnom problemu sa parcijalnom diferencijalnom uslovi mogu biti zadati na traZenu funkciju i njene parci-
jalne izvode.

E) U meSovitom problemu sa parcijalnom diferencijalnom uslovi ne mogu biti zadati na parcijalne izvode traZzene
funkcije.

8% Dat je problem y” + k*y = 0, y(0) = y(7r) = 0, gde je y = y(x), k € R. Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Sopstvene vrednosti datog problema su njegova trivijalna resenja.
B) Sopstvene vrednosti datog problema su njegova netrivijalna reSenja.
C) Sopstvene funkcije datog problema su njegova netrivijalna reSenja.
D) Karakteristi¢ne funkcije datog problema su njegova netrivijalna reSenja.

E) Ne postoje karakteristicne funkcije konturnog problema.

9% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.

A) Konturni problem y” 4+ 4y = 0, y(0) = 7, y'(71) = 0, gde je y = y(x), ima netrivijalna reSenja.
B) Konturni problem y” + 4y = 0, y(0) = 7, y'(7r) = 0, gde je y = y(x), ima samo trivijalno resenje.
C) Konturni problem y”" — 4y = 0, y(0) = 7, y'(7r) = 0, gde je y = y(x), ima samo trivijalno reenje.
D) Konturni problem vy — 4y = 0, y(0) = 7, y'(7r) = 0, gde je y = y(x), ima netrivijalna reSenja.

E) y = 7 cos 2x je reSenje konturnog problema iy’ — 4y = 0, y(0) = 7, y/'(71) = 0, gde je y = y(x).



128 GLAVA 2. TESTOVI PREDISPITNIH OBAVEZA

10~ Posmatrajmo linearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda sa nepoznatom funkcijom u = u(x,y).
Zaokruziti slova ispred oblika u kojima se po Furijeovoj metodi razdvajanja promenljivih trazi reSenje posmatrane

jednacine.
A)u(x,y) = X-Y, gdesu X iY konstante B) u(x,y) = X(x)-Y(y)
(0)) u(x,y) = eX(X)Y(}/) D) u(x,y) = eX(x) —+ eY(y)

E) u(x,y) = eXe¥, gde su X i Y konstante

Test 6.9

1¥ Zaokruziti slova ispred linearnih parcijalnih diferencijalnih jednacina.
A)sint - gz +sinx - gz = 2%y =vy(x,t) B) singz +singz =23y =y(xt)
O gi . E;]: +xy = xz,y =y(x,t) D) SZ +sinx - (gz>2 =0,y =y(x,1)
E);;gt—l—gz—gz:&y:y(x,t)

2% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A) Algebarska jednacina koja sadrZi nepoznatu funkciju kao parametar je diferencijalna jednacina.

B) Funkcionalna jednacina koja sadrzi nepoznatu funkciju, nezavisnu promenljivu nepoznate funkcije i izvode
nepoznate funkcije je diferencijalna jednacina.

C) Funkcionalna jednacina koja sadrZi nepoznate parametre je diferencijalna jednacina.

D) Funkcionalna jednacina koja sadrzi nepoznatu funkciju jedne promenljive, nezavisnu promenljivu nepoznate
funkcije i prvi izvod nepoznate funkcije je parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda.

E) Funkcionalna jednacina koja sadrzi nepoznatu funkciju dve promenljive, nezavisne promenljive nepoznate fun-
kcije i prve i druge parcijalne izvode nepoznate funkcije je parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.

3% Zaokruziti slova ispred diferencijalnih jednacina prvog reda.

d

A) % + % = f(x),y =y(x,t) B) @’y —y" =0,y =y(x),a € R\ {0}
d

() %Jr% = f(x),y = y(x) D) 2’y +y, = 0,y = y(x,t),a € R\ {0}
02 dy

E) 55 + (2 + 105 = f(x 8.y = y(xb)

4% Zaokruziti slova ispred homogenih linearnih diferencijalnih jednacina drugog reda.

A) (Y )+ xy =%y =y(x) B) x%y" + xy* = 0,y = y(x)
C) xZ( /)2+x( /)2 =0 _ (x t) D Zazy aZy _ _
Yx Yi)m =0y =yl ) X @—I—xw—O,y—y(x,t)

92 P
E) x% + xa% = f(xy).y =y(x,t)

5% Nekaje D = {(x,t) | 0 < x < 7r,t > 0}. Dat je problem

1

ul.=uy, (x,t) €D, u(0,t) =u(m,t)=0,t>0, u(x,0)=f(x), 0<x<m. (2.6.5)

Zaokruziti slova ispred zavrSetaka recenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.

Ako je problem (2.6.5) dobro postavljen tada ...

A) postoji resenje problema (2.6.5). B) postoje bar dva reSenja problema (2.6.5).

C) ne postoji reSenje problema (2.6.5). D) postoji jedinstveno reSenje problema (2.6.5).

E) postoji beskonaéno mnogo reSenja problema (2.6.5).
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6~ Neka je y = y(x). ZaokruZiti slova ispred konturnih problema koji imaju samo trivijalna reSenja.

A)y" +16y = 0,y(0) = y(7) =0 B)y" +9y =0.y(0) = y(m) =0
Oy"—2y=0.y(0) =y(n) =0 D)y" =0.y(0) = y(7) =0
E)y" +4y =0,y(0) =y(m) =0

7% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Svaka linearna parcijalna diferencijalna jednacina ima resenje koje je trivijalno.

B) Za svaku obi¢nu diferencijalnu jednacinu vaZzi da je linearna kombinacija bilo koja dva resenja posmatrane
jednacine takode reSenje jednacine.

C) Za homogenu linearnu obi¢nu diferencijalnu jednacinu drugog reda vaZi da je linearna kombinacija dva linearno
nezavisna reSenja posmatrane jednacine takode resenje jednacine.

D) Za svaku parcijalnu diferencijalnu jednadinu vazi da je linearna kombinacija bilo koja dva resenja posmatrane
jednacine takode resenje jednacine.

E) Za homogenu linearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda vazi princip superpozicije.

8” Nekaje D1 = {(x,t) |0 <x <7, t>0}iDy = {(x1t)|0<x<¥ t>0}. Zaokruziti slova ispred rubnih

problema.
?u  ou .
A) W g,u(O,t) =u(m,t)=0zat>0,u(x,0) = f(x)za0 < x < 71, gde je (x,t) € Dy
2
B) gxbzl = Zt>”(0/t) =u(m,t)=0zat >0,gdeje (x,f) € Dy
?u  ou
gun _on _ <y < :
C) 53 = 5 4% 0) = f(x) za0 < x < 7, gde je (x,1) € Dy
Pu  *u
2 = — I
D)o = o7, u(0,t) = 0,u(f,t) =0zat > 0,¢ >0, (x,t) € Dy
,0%u  d%u . _
E)c 92 ﬁ,u(x,O) = f(x),uy(x,0) =0za0 < x </, gdejec >0, (x,t) € Dy

9> Dat je konturni problem v + k*y = 0, y(0) = y(7t) = 0, gde je y = y(x) i k € R. Zaokruziti slova ispred
taCnih tvrdenja.

A) Resenje diferencijalne jednacine y”” + k*y = 0 traZi se u obliku proizvoda dve funkcije.
B) Resenje diferencijalne jednacine iy + kzy = 0 traZi se u obliku eksponencijalne funkcije.
C) Sopstvene funkcije su netrivijalna reSenja datog konturnog problema.
D) Sopstvene vrednosti su netrivijalna reSenja datog konturnog problema.
E) Funkcija y(x) = 0za 0 < x < 77 je netrivijalno reSenje datog konturnog problema.
10~ Posmatrajmo linearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda sa nepoznatom funkcijom y = y(x,t).

ZaokruZiti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Kod Furijeove metode razdvajanja promenljivih reSenje parcijalne diferencijalne jednacine traZzi se u obliku ...

A)y = X+ T, gde je X funkcija od promenljive x, a T funkcija od promenljive .
B)y = X - T, gde je X funkcija od promenljive x, a T funkcija od promenljive ¢.
C)y = X7, gde su X i T konstante.

D)y = eXT, gde je X funkcija od promenljive x, a T funkcija od promenljive ¢.

E) y = e, gde je k konstanta.
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Test 6.10

17 Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Svaka diferencijalna jednacina je funkcionalna jednacina.
B) Obicna diferencijalna jednacina je funkcionalna jednacina u kojoj figuriSu nepoznata funkcija jedne promenljive
i njeni izvodi.
C) Parcijalna diferencijalna jednacina je funkcionalna jednacina u kojoj figuriSu nepoznata funkcija jedne promen-
ljive i njeni parcijalni izvodi.
D) Red diferencijalne jednacine je stepen najniZeg izvoda nepoznate funkcije koji figuriSe u jednacini.

E) Nijedna obi¢na diferencijalna jednacina nema singularno reSenje.

2% Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) Opste reSenje parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda sadrZi jednu proizvoljnu konstantu.
B) Opste reSenje parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda sadrzi jednu proizvoljnu funkciju.
C) Potpuno reSenje parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda sadrzi jednu proizvoljnu funkciju.
D) Potpuno resenje parcijalne diferencijalne jednacine prvog reda sadrZi jednu proizvoljnu konstantu.

E) Partikularno reSenje obi¢ne diferencijalne jednacine se dobija iz opsteg reSenja jednacine.

3% Zaokruziti slova ispred taénih tvrdenja.
A) Parcijalna diferencijalna jednacina sa konturnim uslovima €ini rubni problem.
B) Svaka funkcija koja je reSenje parcijalne diferencijalne jednacine je opSte reSenje posmatrane jednacine.

C) Ako su uq, up i uz reSenja homogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda, tada je i funkcija
U = U1 + up + u3 reSenje posmatrane jednacine.

D) Ako su uq i up reSenja homogene linearne parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda, tada u = uq + up
nije reSenje posmatrane jednacine.

E) Obicna diferencijalna jednacina sa pocetnim uslovima ¢ini rubni problem.

47 Zaokruziti slova ispred ta¢nih tvrdenja.
A) MesSoviti problem je pocetni problem.

B) Resenje pocetnog problema je funkcija koja je reSenje diferencijalne jednaCine problema koje zadovoljava
konturne i pocetne uslove posmatranog problema.

C) Resenje konturnog problema je funkcija koja je resenje diferencijalne jednacine problema koje zadovoljava
konturne i pocetne uslove posmatranog problema.

D) Uslovi u granicnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jednacinom se odnose na pocetnu i krajnju tacku
intervala na kojem se reSava problem.

E) Uslovi u konturnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jednacinom se odnose na jednu tacku.

5% Zaokruziti slova ispred uslova koji mogu biti uslovi poCetnog problema sa parcijalnom diferencijalnom jednac¢inom
sa nepoznatom funkcijom u(x, y) definisanom na skupu D = {(x,y) : 0 <x <1, y > 0}.
A)u(x,0) = uy(x,0)=0,0<x <1

B)u(0,y) = u,(0,y),y 2 0iu(ly) =0,y =0
C)u(x,0)=ul(x,00=0,0<x<1iu(0,y) =u(l,y)=0,y>0
D) u(0,y) = ul(l,y) =0,y >0

E) u(x,0) = u}(x,0)=0,0<x <1
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6 Zaokruziti slova ispred nehomogenih linearnih diferencijalnih jednacina.
A yl.cost+y; =0,y =y(x,t) B)y" +y' siny = sinx, y = y(x)
Oy ty—y+t=0y=yxt) D)xy' +y=2xy=y)
)ty —xyp = 0.y = y(x, 1)
7% Data je diferencijalna jednacina azugx = u} sa pozitivnom konstantom a i nepoznatom funkcijom u = u(x,t).
Zaokruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Data diferencijalna jednacina je talasna jednacina.
B) Data diferencijalna jednacina je jednacina provodenja toplote.
C) Data jednacina je homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
D) Data jednacina je nehomogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
E) Za datu diferencijalnu jednacinu ne vaZi princip superpozicije.
8~ Data je jednatina u’, — uj; = f(x,t) sa nepoznatom funkcijom u = u(x,t) i neprekidnom funkcijom f. Zao-
kruziti slova ispred tacnih tvrdenja.
A) Za f(x,t) = x cost data jednadina je nelinearna parcijalna diferencijalna jednacina.
B) Data jednacina je elipti¢na linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda.
C) u = sin2x (Cy cos 2t + Cp sin2t) sa C1, C; € R je reSenje date jednacine sa f(x,y) = 0.
D) u = sinx (Cy cost + Cysint) sa C1, Ca € R je opste resenje date jednaline sa f(x,y) = 0.
E) u = sin 3x (cos 3t — sin 3t) je reSenje date jednacine sa f(x,y) = 0.
9% Dat je problem sa diferencijalnom jednaginom y” 4+ k*y = 0,y = y(x), x € [0, 7], k € R, i uslovima y(0) = 01
y(7) = 7. Zaokruziti slova ispred talnih tvrdenja.
A) Dati problem ima nehomogene konturne uslove.

B) Dati problem je pocetni problem.

5 5
C)y = - cos 7x za C € R je reSenje datog problema za k = 5

D)yy=rm- sing za C € R je reSenje datog problema za k = %
E) Trivijalno resenje je reSenje datog problema.

107 Zaokruziti slova ispred zavrSetaka reCenice kojima se dobijaju tacna tvrdenja.
Metodom razdvajanja promenljivih ...
A) reSavaju se obicne diferencijalne jednacine reda.
B) nepoznata funkcija y(x, t) jednacine i, = vy} traZi se u obliku y = X(x) + T(t).
C) nepoznata funkcija y(x, t) jednaCine v, = v} traZi se u obliku y = e* - ¢'.
D) nepoznata funkcija y(x, ) jednacine iy, — yj; = O traZi se u obliku y = x - £.

(x,¢)

E) nepoznata funkcija y(x, t) jednacine v, — yj; = 0 traZi se u obliku y = X(x) - T(#).
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GLAVA 3. RESENJA TESTOVA

3.1

Dvostruki integrali

Test 1.1

1.

B,D

Povrsi pod A i C su ravni, pod B je parabolicki cilindar, pod D je elipticki cilindar, a pod E su ravni z = x i
zZ = —x.

A,B

Na osnovu definicija 1.3-1.5, tvrdenje pod A je tacno, a tvrdenja pod C i D su netacna. Tvrdenje pod E nije ta¢no
jer je AD; povrsina podoblasti D;, a f({;, #7;) visina cilindri¢nog tela sa osnovom D;, te je f(&;, 17;) AD; zapremina
tog cilindri¢nog tela. Posto su podoblasti D1, Dy, . .., D, dobijene podelom oblasti D, tvrdenje pod B je tacno.

. AC

Data tvrdenja su primeri primene osobina dvostrukog integrala, teorema 1.6. Pod A je primenjena osobina (1.1.2)
sa f(x,y) = x +y. Posto je x> + 42> +1 > 0, pod C je primenjena osobina (1.1.4) sa f(x,y) = x> +y*>+1.U
tvrdenju pod D nije definisan D1 N D,, tako da nije zadovoljen uslov za primenu osobine (1.1.3), pa tvrdenje pod
D nije tatno. Tvrdenja pod B i E su neta¢na jer je podintegralna funkcija f(x,y) = x - y.

C,D

Posto je oblast integracije integrala I kvadrat {(x,y) € R? |0 < x <1, 0 <y < 1} i podintegralna funkcija je
1, tvrdenje pod C je tacno, pa je tvrdenje pod A netacno. PovrSina jedini¢nog kruga je manja od povrsine jedini¢nog
kvadrata, pa je tvrdenje pod B netacno.

Zapremina jedini¢ne kocke s osnovom {(x, y,z2) ER?|0<x<1,0<y<1,z= 0} i odozgo ogranicne s
ravni z = 1 je upravo integral I, te je tvrdenje pod D tacno. Posto je zapremina jedini¢ne lopte manja od zapremine
jedini¢ne kocke, tvrdenje pod E je netacno.

. CE

Tvrdenje pod B ne moze biti tacno jer se u spoljasnjim granicama ne moZze nalaziti promenljiva.
Presek krivih x = yz i x = 1 se dobija reSavanjem jednacine y2 = 1. Kako su njena y
reSenja y; = 11y, = —1, presecne tatke su (1,1) i (1, —1). Oblast integracije je =1

prikazana na slici 3.1.1. /
Posto se oblast integracije nalazi u traci odredenoj pravamay = —1iy = 1iza
svako y € [—1,1] vazi da je yz < x < 1, data oblast definiSe unutrasnji integral
po promenljivoj x sa granicama od yz do 1 i spoljasnji integral po promenljivoj v sa x
granicama od —1 do 1. To znaci da je tvrdenje pod C tac¢no, a pod A netacno.

Oblast integracije se nalazi i u traci odredenoj pravama x = 0ix = 11 za svako -1 .
x € [0,1] vaZi da je —y/x < y < 4/x, te data oblast defini$e unutrasnji integral po m
promenljivoj y sa granicama od —+/x do \/x i spolja$nji integral po promenljivoj x
sa granicama od 0 do 1, tako da je tvrdenje pod E tacno, a pod D netacno. Slika 3.1.1

A, D

Posto je oblast integracije integrala I; pravougaonik, a podintegralna funkcija je proizvod funkcija jedne realne
promenljive: f1(x) = x 1 f2(y) = e¥, moZe se priomeniti teorema 1.10, tako da je

11:/01 (/24xeydx>dy: </24xdx> (/Oleydy> = [xzz] j-[ey}::;(%—é})-(e—eo):6(6—1).
L = /72; (/Oﬂ(cosx+1)dy)dx:/é(cosx—l—l) (/Oﬂdy)dx:/i(cosx%—l) [y}:dx:

IR
Il
;l
—
I
=}
N
+
N
|
—
%)
&,
=}
|
N3
~—
|
N3
~—
~—
I

= 7'[/7 (cosx+1)dx = n{sinx%—x}
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7.

10.

A E
Presek krivih y = x? iy = 2 — x se moZe dobiti refavanjem jednacine x> = 2 — x, odnosno x> + x —2 = 0.
Posto su njena reSenja x; = 11 xp = —2, prese¢ne tatke su (1,1) i (—2,4). Pravay =2 — x see pravuy = O u

tacki (2,0), dok se parabola y = x? i prava y = 0 seku u tacki (0,0). Tako je oblast integracije obeleZena oblast
na slici 3.1.2.

Oblast integracije se nalazi u traci odredenoj pravama y = 0iy = 11 za svako
VAS [O, 1] vazi da je \/y < x < 2 —y, tako da data oblast definiSe unutrasnji integral
po promenljivoj x sa granicama od /i do 2 — y i spoljasnji integral po promenljivoj

y sa granicama od 0 do 1. To implicira da je tvrdenje pod A tacno, a pod B netacno. y=x
Da bi se odredile granice za unutra$nji integral po promenljivoj v i spoljasnji po pro-

menljivoj x, potrebno je primeniti osobinu (1.1.3), odnosno da se oblast integracije —0_x
podeli na dva dela pravom x = 1. To znaci da tvrdenja pod C i D ne mogu biti tacna. =0

Granice prvog sabirka u tvrdenju pod E odgovaraju oblasti izmedu prave y = 0 i -2 -1 1 2\\ X

parabole y = x%za x € [0,1], dok granice drugog sabirka odgovaraju oblasti izmedu -1
pravihy =0iy =2 — x zax € [1,2], tako da je tvrdenje pod E tatno.

Slika 3.1.2

. B,E

Na osnovu definicije polarnih koordinata, tvrdenja pod B i E su tacna, a tvrdenja pod A i C netacna. Posto je
x? + 12 = p?cos? 6 + p?sin? 6 = p? (cos? 6 +sin? 6) = p?,

i tvrdenje pod D je netacno.

. B,C

2 1
1dx:/1(4x—8—(2x—2))dx:

/11 (/12(2x—4y)dy> dx = /11 [2xy—4-y22]

- /1 (2x — 6) dx = [(2-’?—64

1

YO ! L 211 147 R
[ ([ omtar)ar= [lonin [ pan=a ]| [$]] = ], ], =1 -om =2
1 2 1 2 1 2 1 L B,

5d d :/ 5</d>d :/ 5 d:/ d:yi _2 _2
/<)</1\/;x)y v ) dn= il = vt =] =7 =7

D, E

Oblast integracije integrala pod A i B su kvadrati Cije su stranice paralelne koordinatnim osama, tako da ta tvrdenja
ne mogu biti tacna.

Posto je |[x| = xzax > 01i |x| = —x za x < 0, presek parabole y = 2 — x? y

sa krivom y = |x| su tacke (1,1) i (—1,1), dobijene na osnovu pozitivnog resenja

jednadine x = 2 — x? i negativnog resenja jednacine —x = 2 — x2. Grafik oblasti D =1

je prikazan na slici 3.1.3. Na osnovu grafika se moze zakljuciti da se za odredivanje 1P -
granica integrala I, oblast integracije mora podeliti na dva dela: pravom y = 1 ili =
pravom x = 0. To znaci da ni tvrdenje pod C ne moze biti tacno. 2/ 1\2  *
Granice tvrdenja pod D odgovaraju podeli oblasti D pravom y = 1. Prvi sabirak / -1 \
odgovara oblasti izmedu pravih x = —yix = yzay € [0, 1], a drugi oblasti izmedu .

lukova parabole: x = —\/2 —yix = /2—yzay € [1,2]. Slika 3.1.3
Granice tvrdenja pod E odgovaraju podeli oblasti D pravom x = 0. Prvi sabirak odgovara oblasti izmedu prave
y = —xiparaboley = 2 — x? za x € [—1,0], a drugi oblasti izmedu prave y = x i parabole y = 2 — x? za

x € [0,1].
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Test 1.2
1. B,D

Na osnovu definicija 1.3-1.5, tvrdenja pod B i D su ta¢na. Posto je D C IR?, oblast D je dvodimenzionalna, tako
da je tvrdenje pod A netatno. Sa A(P,) je oznacena duZina najduZeg dijametra medu dijametrima podoblasti, a di-
jametar pravougaonika je duZina njegove dijagonale, tako da A(P, ) ne moZe biti najkraca stranica pravougaonika,
pa tvrdenje pod C nije tatno. Tvrdenje pod E je netacno jer je, za svako i = 1,2,...,n, tatka (&;, 7;) proizvoljna
tacka iz podoblasti D;, a ne iz cele oblasti D.

2. ALE

Oblast integracije integrala I je pravougaonik {(x,y) C R? | ¢ < x <d, a <y < b}, tako da je pod A integral
napisan sa obrnutim redosledom integraljenja.

/ab </C'df(x)dx>dy+/ﬂb </Cdg(y)dx>dy+ : </c'dh(x,y)dx>dy:

/Cd </abf(x)dy> dx+/ﬂbg(y) (/Cddx> dy + ab </cdh(x,y)dx> dy =

= [ ([ w)acs s ([a)avs [ ([rama)a= e
= /Cdf(X) y bdx+/bg(y) x d
= lde) -—adx+:/ —cc@%iéb(ldhwﬂﬁdx>dy:
= - [ f@ax+@-o [+ [ ([T a

tako da su tvrdenja pod B i D netacna. Na osnovu (3.1.1), tvrdenje pod E je ta¢no. Tvrdenje pod C je netacno jer je

[ ([ s ax)an= [ [ (60 - g0 - hx) dx ) v

I

3.C,D

Presek povrsi pod A se dobija reSavanjem sistema jednacinaz = 0, z = y odakle je 0 = y odnosno iy = 0, §to
je prava.

Presek povrsi pod B se dobija reSavanjem sistema jednaéina z=0, z=x%teje 0 = x2, §to je prava x = 0.
Kako je presek povrsi % +y?=1iz=2 ehpsa +y? = 1 uravni z = 2, tvrdenje pod C je tacno.
Presek povrsi x = 1iz = 0 je prava x = 1 uravni z = 0, te je tvrdenje pod D tacno.

Posto je reSenje sistema jednaCinax =0, x =1, y =0, y = 1, z = 0 prazan skup, povrsi pod E se ne seku.

4. D
Oblast integracije je skup
T T 3
{(x,y)cnzz\ —ESXSE, —% ZSySCOSZx},
tako da je ograniCena pravama: x = — 2, x = Ziy = —> — 5 1kr1V0m y = cos 2x. Oblasti pod C i E su odozgo

ogranicene parabolom, a oblast pod B sinusoidom, tako da se one mogu iskljuciti. Oblast pod A nije data oblast
integracije jer je odozdo ograni¢ena pravom koja prolazi kroz tatke (—%,—2) i (%, —1), tako da je u pitanju

prava
x+ % x 3
2 = 2 od == .
y+ odnosno y = — — 7
Oblast pod D je odozdo ograni¢ena pravom koja prolazi kroz tatke (—%,—1) i (%, —2), te je u pitanju prava

1 x+Z
Lj—l = —7:2, odnosno y = —

x 3
T 2
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5.A,C
Tvrdenje pod E je netacno jer se u granicama spoljasnjeg integrala ne mogu nalaziti y
promenljive.
Tacke A i B pripadaju pravoj x = 1, tatke B i C pravoj y = 1, a tacke A i C pravoj 3
-3
y—T =x—1, odnosno y =5 — 2x. 5 =5-2x
. . . . . . . D
Na osnovu grafika oblasti D (slika 3.1.4), posmatrajuci unutras$nje granice integrala =1 C
za promenljivu y i spoljaSnje granice za x, B \
x=1
1<y<5-2xzal<x<2 2 \x
To znaci da je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenje pod B netacno. Slika 3.1.4

Za unutraSnje granice integrala po promenljivoj x i spoljasnje po v,
5
1§x§§—% za1<y<3,

te je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenje pod D netacno.

6. B,C
L[ i aar = [ ([ (o) w)arm [ [0
LG o3

Posto je oblast integracije integrala pod C, D i E pravougaonik, a podintegralna funkcija zavisi samo od jedne
promenljive, moZe se primeniti teorema 1.10. Tako je

e 1 1 e
/(/ lnydx)dy = / dx-/ ln—ydy:x
1 -1 Y -1 1Y
1

Ine
= 2 tdt = 12
In1

1 /el 1d el 1d
. ny-— :2/n —dy =
A y Y y ; y Y y

=1,
0

pri ¢emu je primenjena smena t = Iny, gde je dt = % dy.

7. E
Neka je sa D oznacena oblast odredena krivama y = x? iy = 2 — x. TraZena
povrsina je P = [[dxdy. Presek krivih y = x?> iy = 2 — x se moZe dobiti iz
D

jednadine x> = 2 — x, odnosno x? + x — 2 = 0. ReSenja te jednacine su x; = 11i Y
xp = —2, pa su presecne tatke (1,1) i (—2,4). Stoga, oblast integracije, prikazana 4
na slici 3.1.5, nalazi se u traci odredenoj pravama x = —2ix =11 ,
y=x
za svako x € [—2,1] vazi daje x? < y<2-—x,
tako da je 1 =2-x
X
1 2-x 12X 1 -2 -1 1 2
P = / / dydx:/ y dx:/ (2—x—x%)dx = -1 N
-2 Jx2 -2 |2 -2
B 2x_£2_£3 1 _2_1_1_ _4_2+§ 9 Slika 3.1.5
B 2 3], ~ 2 3 3) 2
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8.

10.

B,E

Kako je x> + yz +1 > 0, dato telo je odozdo ograniéeno s ravni z = 0, a odozgo paraboloidom z = x? + yz +1,

dok je sa strane ograni¢eno cilindri¢nom povrsi x> + yz = 1 paralelnom sa z-osom. Zbog toga je osnova tog tela

x% + yZ < 11 njegova zapremina se moze odrediti dvostrukim integralom f f (X‘2 + y2 + 1) dxdy. Tako je
x2412<1

tvrdenje pod B tacno, a tvrdenje pod A netacno.

Povrsina povri z = x? + y? + 1 koju iz nje iseca cilindar x> + 4> = 1 je

P= [ 1+ (Fulxn) + (il y)2 dxdy,

x2412<1

pri Semu je funkcija f(x,y) = x> +y* + 1 za (x,y) € {(x,y) € R*| x*+y* < 1}. Posto je
filxy) =2x 1 f(x,y) =2y,

P= // \/1+4x2 + 4y dxdy.

x24y2<1
A
Nakon smene menja se oblast integracije, tako da tvrdenja pod C, D i E ne mogu biti tacna.

Tvrdenje pod A odgovara definiciji polarnih koordinata, pa je tvrdenje pod B netacno.

B,C

Posto je
2 4 2 w32
x4 7 = p? cos 0+ p%nf) = p* (cos? 0 +sin’0) = p?,

|5

2
kriva x? + yz = 1 se transformise u p?> = 1, odnosno u p = 1 jer je p € [0,00). To zna¢i da se smenom dobija
oblast odredena ravnima: p = 0,0 = 1,0 = 016 = 271, te je tvrdenje pod B tacno, a tvrdenje pod A netacno.
Izp>0i
dx  ox
dp 00
gy 9y
3 96

cos) —psinf
2sinf 2pcosf

= 2p cos®  + 2psin? § = 2p (cos® 6 +sin’ ) = 2p

sledi da je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenja pod D i E su netacna.

Test 1.3

1.

B,E

U granicama za promenljivu i se ne moZe nalaziti promenljiva y, tako da su tvrdenja pod A i C netacna.

I:/_21 </y:j+2(x+y)dx) dy:/_zl [x;—kyx]

te je tvrdenje pod B tacno, a pod D netacno.

y+2
dy,

yZ

Na osnovu granica integrala I, oblast integracije se nalazi u traci odredenoj pravama

y = —1iy = 21 saleve strane je ograni¢ena parabolom x = y?, a sa desne strane 1

pravom x = y + 2. Parabola x = y?ipravax = y + 2 se seku u tatkama &ije ordinate 5 y=2 A
zadovoljavaju jednacinu yz = Yy + 2, odnosno y2 —y — 2 = 0, tako da su u pitanju : x=)?

tacke (1, —1) i (4,2). Oblast integracije je prikazana na slici 3.1.6. Po tvrdenju pod x=y+2

E, za obrnuti redosled integraljenja potrebno je oblast integracije podeliti na dva dela. 12 3 4 X
Prvi deo je u traci odredenoj pravama x = 0 i x = 11 odozdo je ogranicen krivom t y=—1

y = —/x, a odozgo krivom y = +/x. Drugi deo je u traci odredenoj pravama x = 1 /

ix = 4,apravay = x — 2 ikrivay = /x ga ograniavaju odozdo i odozgo, Slika 3.1.6

respektivno. To znaci da je u pitanju ista oblast, te je tvrdenje pod E tacno.
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2. B,D

Posto je oblast integracije pravougaonik,

Iz/f(/ol(xz—l—\/?)dy)dx,
(s

S S (0 P

alii

3.B
Parabola y = x? — 1 nije prikazana na slici 2.1.1, tako da su tvrdenja pod A, D i E neta¢na.
Prava y = 1 deli prikazanu oblast na dva dela, pa je i tvrdenje pod C netacno.

Tvrdenje pod B je tacno jer je prikazana oblast sa strane ogranicena pravama x = 0 i x = 1, odozdo pravom
y = x — 1 i odozgo parabolom y = x> + 1.

4. C,E

Veli¢ina povrsine P oblasti D jednaka je f f dxdy. Na osnovu prethodnog zadatka,
D

unutra$nje granice po promenljivoj i idu od x — 1 do x2 + 1, a spoljasnje granice po
promenljivoj x od 0 do 1, pa su tvrdenja pod A i B netacna, a tvrdenje pod C je tacno.
Za povrsinu sa obrnutim redosledom integraljenja, potrebno je podeliti oblast D na tri
dela, kao Sto je prikazano na slici 3.1.7. Tako je povrsina P jednaka zbiru dvostrukog
integrala nad obla$¢u D izmedu pravih y = —1 1y = 0, dvostrukog integrala nad
oblaS¢u D; izmedu y = 0iy = 1 i dvostrukog integrala nad oblas¢u D3 izmedu
y = 11y = 2. PosSto je D> jedini¢ni kvadrat sa povr§inom jednakoj 1, oblast D1 sa
leve strane ograniena pravom x = 0, a sa desne strane pravom x = y + 11 oblast D3
sa leve strane ograni¢ena lukom parabole y = x% + 1, odnosno krivom x = /y—1, Slika 3.1.7
a sa desne strane pravom x = 1, tvrdenje pod E je tacno, a tvrdenje pod D netacno.

5.A,C

Na osnovu prethodnog zadatka,

P - //dxdy:/ol (/xltxzdy)dxz/oly

D

x—1

3 1

1 2
_ 2 _ I
— /0 (x* —x+2)dx = [3 3 —|—2x]

0

6. A

Na osnovu spoljasnjih granica, oblast integracije je u traci izmedu pravih y = —11iy = 2, a na osnovu unutra$njih,
izmedu krivih x = yZ ix = y -+ 2. Primetimo da je u pitanju ista oblast integracije kao u etvrtom zadatku, odnosno
oblast na slici 3.1.6. To znaci da je jedino tvrdenje pod A tacno.

7. D,E
Tvrdenje pod D je primena osobine (1.1.2) sa f(x,y) = v/xig(x,y) = /. a tvrdenje pod E primena osobine
(1.1.)ysaa = /mi f(x,y) = /XY.
Tvrdenje pod A je netacno jer ne vaZi da je koren zbira jednak zbiru korena.

Tvrdenje pod B i C su netacna jer dvostruki integral koli¢nika ne mora biti jednak koli¢niku dvostrukih integrala,
niti je dvostruki integral proizvoda jednak proizvodu dvostrukih integrala.
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8. C,D
Na osnovu definicije 1.3, f(&1,71) je visina cilindri¢nog tela sa osnovom Dy, te je tvrdenje pod C tatno, a
tvrdenje pod B netatno. A(P,) je dijametar podele P,, odnosno najduzi dijametar medu dijametrima podobla-
sti D1, Dy, ..., Dy, tako da je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenja pod A i E su netacna.
9. C
Nova podintegralna funkcija je stara podintegralna funkcija pomnoZena sa apsolutnom vredno$éu Jakobijana. PoSto
je Jakobijan ¢ i
x* +y* = 0> cos® ¢ + 0% sin? ¢ = ¢* (cos? ¢ +sin’ ) = ¢?,
nova podintegralna funkcija je o - 0, te je tvrdenje pod C taCno, a ostala su netacna.
10. A,D
Povrsina kruga polupreénika 0.5 je 0.5%7r, odnosno - Posto je 7t povrSina jediniénog kruga (krug polupre¢nika
1), polovina povrsine jedini¢nog kruga je 7.
T 1 42 |1 71 1 I T
1= [ ([ ed >d0:/ Clao= [ Sao=-0 =2,
0 < 0 ede o 2, 0o 2 2, 2
pa su tacna tvrdenja pod A i D, a ostala su netacna.
Test 1.4
1. B,C
Translacijom konusa z = +/x? + y? duZ x-ose u pozitivnom smeru za 2 jedini¢ne duZi dobija se konus z =
(x — 2)% + 2, a translacijom duZ y-ose u pozitivnom smeru za 2 jedini¢ne duZi konus z = /x2 + (y — 2)?,
tako da je tvrdenje pod A je netacno, a tvrdenje pod B tacno.
Tvrdenje pod C je tatno jer je presek povrsi x> + y2 —2z2 =1iz = 0kriva x> + yz = luravniz = 0, $to je
jedini¢na kruZnica.
Presek povrsi x? — y? — z2 = 11 x = 0 treba da zadovolji jednainu —y? — z2 = 1, ekvivalentno y? + z> = —1.
Medutim, to je kontradikcija jer je yz + z% > 0, tako da je tvrdenje pod D netacno.
Presek povrsi x2 + y% +z? = 11y = 1 zadovoljava jednacinu x? + z> = 0, a njeno resenje je (x,z) = (0,0),
tako da se posmatrane povrsi seku u tacki (0,1, 0), te je tvrdenje pod E neta¢no.
2. AE
Povrs je grafik funkcije koja preslikava ureden par realnih brojeva u realan broj, tako da je tacno tvrdenje pod A, a
tvrdenja pod B i C su netacna.
Funkcija koja je realna funkcija dve realne promenljive preslikava R? u R, tako da je tatno tvrdenje pod E, a
tvrdenje pod D je netacno.
3. B,D
Na osnovu definicija 1.3 i 1.5, tacno je tvrdenje pod D i netacno tvrdenje pod E. Skup D ima osobine navedene pod
B, tako da je tvrdenje pod A neta¢no. Uslov na funkciju f je da je ograniCena, tako da je tvrdenje pod C netacno.
4. C,D
Primenom smene ¢ = x% + Y, dt = 2xdx, na unutra$nji integral dvostrukog integrala I, menjaju se grani-

ce unutra$njeg integrala na y i 1 4 y, tako da su tvrdenja pod A i E netacna. PoSto je podintegralna funkcija
sin (x2 +y) - 2x dx, ona postaje sin () dt, te je tvrdenje pod C ta¢no.

Tacno je i tvrdenje pod D jer je oblast integracije integrala I pravougaonik, pa se granice mogu napisati i u tom
redosledu, na osnovu teoreme 1.9. To implicira da je tvrdenje pod B netacno.
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5. A,D

Kako je T prav valjak sa osnovom u ravni xOy, odnosno ravni z = 0, sa strane je ogranicen eliptickim cilindrom
paralelnim sa z-osom. Posto je visina valjka 2, T je odozgo ogranicen s ravni z = 2. To znaci da je tacno tvrdenje
pod A, a tvrdenje pod B netacno.

Dvostruki integral nije definisan nad trodimenzionalnom oblas¢u, tako da tvrdenje pod C nije tacno.

Posto je D dvodimenzionalna oblast, tvrdenje pod D je tacno.
Veli¢ina povrsine povisi y = f(x,y) za (x,y) € Dje [[ \/1 + (fi(x,y))* + (f)(x,y))? dxdy, pod uslovom da
D

postoje parcijalni izvodi funkcije f i da su neprekidni, tako da je tvrdenje pod E netacno.

6. A,C
Presek krivih y = x? i y = 1 je odreden reSenjem jednacine x> = 1. Poito su v
x1 = —11ixp = 1 reSenja te jednaine, posmatrane krive se seku u tatkama (—1,1)
i (1,1). Zatvorena oblast koju odreduju parabola y = x? i prava y = 1 je prikazana 2 =x2
na slici 3.1.8. Kako se ta oblast nalazi u traci odredenoj pravama x = —1ix =1 y=1 ,
i odozdo je ograniena parabolom y = x2, a odozgo pravom y = 1, granice za :
unutra$nji integral po promenljivoj v su od x% do 1, a granice za spoljasnji integral o5 1 5
po promenljivoj x od —1 do 1. To znaci da je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenje pod B ]
netano. Slika 3.1.8
Data oblast se nalazi i u traci odredenoj pravama y = 0 iy = 11i s leve strane je ograniCena sa x = —,/y

(levi luk parabole), a s desne strane sa x = /Y (desni luk parabole), tako da su granice za unutraSnji integral po
promenljivoj x od —,/y do /¥, a granice za spoljasnji integral po promenljivoj y od 0 do 1. Dakle, tvrdenje pod
A je tacno, a tvrdenja pod D i E su netacna.

/11 </12(x—y)dy)dx = /11 [xy—y;] 2

7. B,E

/_11(/1yxy2dx)dy _ /_11y2</1yxdx>dy:/_lly2[

I (Lvrac)ar = [ () ar= ]

8. D,E

Posto je x> + y2 > 0, telo pod E je odozdo ograni¢eno s ravni z = 0, a odozgo paraboloidom z = x? + yz.
Ravni: x = 0, x = 1,y = —11iy = 1 ograniCavaju telo sa strane, tako da je ono paralelno sa z-osom, pa
je njegova osnova pravougaonik {(x,y) ER?|0<x<1, —-1< y< 1}. To implicira da se njegova zapremina
moze izracunati preko dvostrukog integrala I;. Dakle, tvrdenje pod E je tacno.

L = /01 </11(x2+y2)dy>dx:/ol {x2y+y33] 11dx:/01 <x2+;—<—x2—;>>dx:
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L = / (/ cosxs1nydx> dy = / siny (/ cosxdx) dy = / smy{smx} dy =
- \JO -7 0 - 0
= / siny (sm— - smO) dy = / siny (1-0)dy = / sinydy = —cosy| =
—TT 2 —TT —TT —T
T
= — (cosa —cos(—n)) =—(0—-(-1)=-1
9. C,E
Posto funkcija F zavisi od promenljive x, ne moze se izvudéi ispred integrala, pa je tvrdenje pod A netacno.
Na osnovu osobine (1.1.5),
//f(x,y) dxdy > //dxdy,
D D
tako da je tvrdenje pod B netacno.
Na osnovu osobina dvostrukog integrala 1.6, tvrdenja pod C i E su tacna, a tvrdenje pod D netacno.
10. A,B
Tvrdenje pod E ne moZe biti tano jer se smenom menja oblast integracije.
a(x,y) 9x 91 ‘ v oou u u 2u
=l oy | = |1 = - ="
a(u,v) 3 & 5 T v v v
tako da su tacna tvrdenja pod A i B.
Posto je
o 9
a(u,v) _ g%é 37;
ovy) | & &
tvrdenje pod C je neta¢no. Netacno je i tvrdenje pod D jer je g%z;g funkcija po promenljivama x i .
Test 1.5
1. C,D
Ako je grafik funkcije f ravan, tada f : R? — RivaZidaje f(x,y) = ax + by +c, gde sua, b i c realni parametri,
tako da su tvrdenja pod A i B netacna.
Parabola pod C je zadata funkcijom f(x) = x? za x € (—1,1), koja je neprekidno diferencijabilna (funkcije f i
f' su neprekidne) na intervalu (—1, 1), tako da je parabola y = x? glatka kriva.
Skup D C IR? je dvodimenzionalan, a interval je jednodimenzionalan, tako da je tvrdenje pod E neta¢no.
Posto je skup D ograniCen, postoji pozitivna konstanta ¢ sa osobinom da je rastojanje izmedu proizvoljne dve tacke
skupa D najvise c. To znaci da se skup D moZe smestiti u kvadrat sa stranicom duzine c, tako da je tvrdenje pod D
tacno.
2. E
Na osnovu definicija 1.3-1.5, I je grani¢na vrednost Rimanovih integralnih suma, tako da je tvrdenje pod A neta-
¢no. Posto je AD; povrsina podoblast D;, tvrdenja pod B i C se mogu iskljuciti. Tvrdenje pod D je netacno jer po
njemu dijametar podele P, teZi ka beskonacnosti. Tvrdenje pod E je upravo definicija dvostrukog integrala, tako
da je tacno.
3. C,E

Tvrdenja pod A i D su netacna zbog nacina rastavljanja podintegralnih funkcija.

S obzirom na to da je dvostruki integral zbira jednak zbiru integrala i konstanta se moze izvuéi ispred dvostukog
integrala, na osnovu teoreme 1.6, tvrdenja pod C i E su ta¢na, a tvrdenje pod B netacno.
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4. B,C
2/ 1y 2 431 2 Y 2 y42 74
) (o )Y 30y 0" Oy o /Y 41, 4
1 1 1 1, 112 , 1
L = /()(/xz(\/y—FZx)dy)dx:/o (/xz <y2+2x) dy)dx:/o [3y2+2xy] xzdx:

NI

1

B 1 2 2 5 3 . 1 2 8 3 .
= /0 <3+2x—(3(x) +2x>)dx—/0 <3+2x—3x)dx—
2 2

1
2 2
= [3x—|—x2—3x4]

0
primenivsi da je (xz)% = x2 zbog toga $to x € [0,1].

5. D,E
0/ /1 0/ /1
_ 2 _ 2 _
I = /2</03(x+y)dy>dx_3/2(/o (x+y)dy>dx_
0 371 0 > 0
¥y — 1 g1 _ 3(2_2%)__
3/_2[xy—|—3}de—3/_2<x+3>dx—3[2—|—3x} L 3(2 3)- 4

Na osnovu definicije polarnih koordinata, x = pcosf iy = psin8, te je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenja pod

B i C su netacna. ggz’gg = p, tako da ni tvrdenje pod E nije tacno. Tvrdenje pod D je tacno jer smenom na p i 0,

6. A,D

podintegralna funkcija f(x,y) postaje f(p cos6, psin®), a dxdy postaje p dpd®.

7. B,D
S obzirom na to da je

x| = x, x>0
Tl —x, x<0 ' Y

data zatvorena oblast se nalazi izmedu pravih: y = 1, ¥ = x iy = —x. Posmatrana \Xilxl 2
oblast je prikazana na slici 3.1.9. Krive y = 11y = |x| se seku u tatkama (—1,1) i

1
T

(1,1) jersux; = —1ixy = 1reSenja jednacine |x| = 1. Posto se data oblast nalazi u y=1
traci odredenoj pravama y = 0iy = 11isaleve strane je ograni¢ena pravom x = —V, -2 -1 1 2 °
a sa desne strane pravom x = Y, granice za unutra$nji integral po promenljivoj x su Slika 3.1.9
od —y do y, a granice za spoljaSnji integral po promenljivoj v su od 0 do 1. To znaci
da je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenje pod E netacno.
S druge strane, data oblast se nalazi u traci odredenoj pravama x = —11i x = 1 i odozdo je ograni¢ena krivom
y = |x|, a odozgo pravom y = 1. Stoga, granice za unutra$nji integral po promenljivoj i su od |x| do 1, a granice
za spoljasnji integral po promenljivoj x su od —1 do 1. Dakle, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenja pod A i C su
netacna.

8. A, C

Povrs pod A je ravan paralelna sa y-osom, tako da je tvrdenje tacno.

Povrs pod B je konus, tako da je tvrdenje netacno.

Presek paraboli¢kog cilindra x> = z i ravni y =1 je parabola x% = z uravni y =1, pa je tvrdenje pod C tacno.
Presek kruznog cilindra x> + y?> = 1iravni y = 0 je x> = 1, odnosno prave x = 1ix = —1, te je tvrdenje pod
D netacno.

Posto je jednacina x> + y2 = 0 zadovoljena samo za x = y = 0, ona odreduje tatku (0, 0), tako da je tvrdenje
pod E netacno.
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s
2

I = /0”</02(sinx+4y)dx>dy:/()n[_cosx+4yx] :/On<_cos72t+27ry—(—coso)):

2 7T

= /(]n(27ty+1) = [27ry2+y]

0
T

=4+
0

= [y +y]
0

10. A

Povrsina oblasti D je jednaka f f dxdy, te je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenje pod D netacno.
D

Posto nije poznat znak funkcije f, tvrdenja pod B i E su netacna.

Telo ograni¢eno povr§ima z = f(x,y), z = — f(x,y) nema osnovu u ravni z = 0, tako da njegova zapremina nije
data sa integralom 1.

Test 1.6

1. D 2. B 3. E 4. AJE 5. A C 6.DE 7.B,C 8 B 9. CCE 10. A,D

Test 1.7

1. B,b 2. CE 3. AJE 4. B,C 5 AC 6.BE 7.A,B 8 CD 9. AD 10. D,E

Test 1.8

1. C 2.B,E 3. A 4.B,D 5 A 6.CCD 7.C,D 8. A,D 9.B,E 10. E

Test 1.9

1.B,C 2. A/E 3. AD 4 CE 5 AB 6DE 7.AC 8 BE 9.B,D 10. C,D

Test 1.10

1. B,E 2. A/B 3D 4. AVE 5. B,D 6.B,C 7.DE 8 CE 9C 10. A
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3.2 Trostruki integrali
Test 2.1

1. B,D

Presek cilindri¢ne povrsi x2 + y? = 1iravni y = 0 je x> = 1, odnosno prave x = —1ix = 1 uravniy = 0.

2

Presek konusa z> = x% + yz i ravni z = 2 je kruZnica x% + y2 =4uravniz = 2.

Povrsi x +y +z = 31z = 0 su ravni, tako da njihov presek ne moZe biti kruZnica.

Presek paraboloida z = x? + 42 i ravni z = 3 je kruZnica x> + y*> = 3 uravni z = 3.

2 2

Presek parabolickog cilindra z = x“ iravni y = 1 je parabola z = x“ uravni y = 1.

2.C,D

Na osnovu definicija 1.13-1.15, tvrdenje pod A je netacno, a tvrdenja pod C i D su tacna. Tvrdenje pod B je netacno
jer se podelom oblasti T ravnima koje su paralelne sa koordinatnim ravnima dobijaju podoblasti T1, Ty, ..., T,; sa
osobinomdaje Ty UT, U...UT, = T ipresek bilo koje dve podoblasti je najvise povrs. Posto je AT; zapremina
podoblasti T;, f(&;,1;, {;)AT; ne moZe biti zapremina podoblasti T;, tako da tvrdenje pod E nije tacno.

3. C,E

Ravni x = 01 x = 3 su ortogonalne na x-osu (slika 3.2.1), a ravan z = 4 i parabolicki cilindar z = y2 su paralelni
sa x-osom (slika 3.2.2), tako da je oblast integracije izmedu x = 01 x = 3, ali i izmedu z = 4 i z = y? (slika
3.2.3). To znaci da je 0 donja, a 3 gornja granica za promenljivu x. Granice za y i z su odredene projekcijom oblasti
integracije na yOz ravan, a ta projekcija (slika 3.2.4) je zatvorena oblast izmedu prave z = 4 i parabole z = y?.
Integraljenjem prvo po promenljivoj z, a potom po promenljivoj y, granice za te dve promenljive su

¥ <z<4, —2<y<2

To znaci da su tvrdenja pod C i E tacna, a tvrdenja pod A i B netacna.

Oblast integracije trostrukog integrala pod D je kvadar, tako da je tvrdenje pod D netacno.

2= |

Slika 3.2.1 Slika 3.2.2 Slika 3.2.3 Slika 3.2.4

4. D,E

Na osnovu definicije cilindri¢nih koordinata (ilustrovane na slici 3.2.5), 6 predstavlja
ugao izmedu projekcije duzi OT na xOy ravan i pozitivnog dela x-ose. To implicira
da su tvrdenja pod A, B i C netacna.

Veza promenljivih x, y i z sa promenljivama p, 6 i h je upravo definisana izrazima
pod E, tako da je tvrdenje pod E ta¢no. Na osnovu toga vaZi da je

2? +y? = p?cos? 0 + p?sin? @ = p? (cos? 0 + sin®§) = p.

Stoga je jednacina X%+ y2 = 4 ekvivalentna sa p2 = 4, §to, zbog nenegativnosti
promenljive p, daje da je p = 2. Dakle, tvrdenje pod D je tacno.

Slika 3.2.5
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5. AC

U teoremi 1.16 su navedene osobine trostrukog integrala, a ona nije primenljiva za integrale f f f (x-z)dxdydz i
T
[[[y - zdxdydz, tako da su tvrdenja pod B i E netatna. Teorema 1.16 sa f(x,y,z) = x1g(x,y,z) = z u osobini
T

(1.1.8) daje tvrdenje pod A, asa f(x,y,z) = x% + y2 + 22 u osobini (1.1.10) daje tvrdenje pod C, tako da su ta
tvrdenja tacna. Posto u tvrdenju pod D nije definisan presek oblasti T i Tp, ne moZe se primeniti osobina (1.1.9),
pa je tvrdenje pod D netacno.

6. B,E

Tvrdenje pod A je netacno jer se integral po promenljivoj z ne moze izvudi ispred integrala po x u ¢ijim granicama
Tvrdenje pod B je tacno jer je

se nalazi promenljiva z.
/_11</01</Ozyzdx>dy>dz = /_11(/Olyz</ozdx>dy>dz:/_ll</01yz[x]2dy>dz:
_ /11 (i/olyz(z—O)dy>dz:/ll </01yz2dy>dz.

Posto se u tvrdenju pod C promenljiva z nalazi u granici integrala po promenljivoj x, ne moZe se prvo integraliti
po promenljivoj z, a potom po promenljivoj x, te je tvrdenje netacno.

Tvrdenje pod D je natacno jer se promenljiva z nalazi u granici integrala po promenljivoj y, tako da se ne moZze
integraliti po promenljivoj z pre integraljenja po promenljivoj v.

Kako je, primenom parcijalne integracije sa
u=uxidv=e"dx,

odnosno

du:dxiv:/exdx:e",

/02</_z2</03x6x+ydx>dy)dz - /{(/2 < xe dx) )dz_
:/0</_2< /edx)),z

tvrdenje pod E je tacno.

7. AE
Oblast T je kvadar za koji vazi da je

0<x<1, —J<y<, —2<2<3,

tako da je

3 z 1
I:/ </ </ excosydx> dy> dz,
—2\J-z \Jo
pa je tvrdenje pod B netacno. Kako je podintegralna funkcija proizvod funkcije po promenljivoj x i funkcije po
promenljivoj v, dobijeni integral se moZe zapisati kao proizvod odredenih integrala (teorema 1.20), te je

L (oo ([ ) ([ o) (1)

2

B

To implicira da je tvrdenje pod A tacno.

Izracunavanjem dobijenih odredenih integrala je

= (ex :) (siny ;721) (z ’ ) = (e—¢") (sing — sin (—g)) (3+2)=10(e—1).

-2
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8. C,D

Formula za odredivanje zapremine trodimenzionalne oblasti T je f f f dxdydz, pa su tvrdenja pod A i B netacna, a
tvrdenje pod C je tacno. !
Posto je oblast T ograni¢ena ravnima x = 0 i x = 1, odnosno ravnima y = 01y = 1, vazi da je

0<x<1 0<y<L
Zbog toga je x +1 > 0, te ograni¢enost oblasti T ravnimaz = 0iz = x + 1 daje da je

0<z<x+1.

Dakle, tacno je tvrdenje pod D, a tvrdenje pod E je natacno.

9. B

Oblast integracije je kvadar sa stranicama paralelnim koordinatnim ravnima, a podintegralna funkcija je proizvod
funkcija: X(x) = x, Y(y) = 61 Z(z) = 22, tako da se moZe primeniti teorema 1.20, pa je

3/ 47/ 1 1 7 3
I = / (/ (/ 6xzzdz> dy> dx:/ zzdz-/ 6dy-/ xdx =
1 \Js \J1 -1 4 1

1 3

- [231 R [6y]:- [x;] 1 %(1—(—1))-6(7—4)-%(9—1):48.
10. A
I = /34 </58 (/_31(2x+z)dx> dy) dZ:/34 </58 [x2+zx} 31dy) dz =

- /34 </58(9+3z—(1—z))dy> dz:/34 </58(8+4Z)dy) dz:4/34(2+z) (/58@) dz =
8

4
= 4/34(2+z) y

4l
= 12 <8+8— (6+Z>> = 66

Test 2.2
1. A,D

Posto su nivo linije preseci povrsi i ravni z =, gde jec realna konstanta, tvrdenja pod A i D su tac¢na. Naime,

3

dz:4/34(2+z)(8—5)d2212/34(2+Z)d2212 [ZZ—FZZZ]

nivo linije eliptickog cﬂmdra 5 —|— y = 1 suelipse 5 . y = 1, a sve nivo linije cilindriéne povrsi x? + y =4
su kruznice sa jednaginom x% + y? = 4.

Nivo linija konusa x? + yz = 72, na primer, za ¢ = 0 je koordinatni pocetak, a za ¢ = 1 je jedini¢na kruZnica
x? + yz = 1, te tvrdenje pod B je netacno.

Nivo linije paraboloida x* + y? = z, na primer, za ¢ = 1i ¢ = 3 su kruznice x> + y> = 1ix?> + y> = 3, pajei
tvrdenje pod C netacno.

Parabolicki cilindar x> = z ima nivo linije koje su prave x = cix = —c za ¢ > 0, tako da je tvrdenje pod E
netacno.

o /1(/;(/;3< ar) oo ([ (7)) e -

- (L2 o= 2</;<y%—1>dy>dz=—z/_i[;y%—y}gz:
oGt L] o
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3. A

Neka je T zatvorena oblast odredena ravnima x +y = 2,z = —2,x = 0,y = 01z = 3. Zapremina oblasti T je
V = [[[dxdydz. Ravni x = 0,y = 01 x 4+ y = 2 su paralelne sa z-osom (slika 3.2.6), tako da ravni z = —2 i
T

z = 3 (slika 3.2.7) definiSu granice za promenljivu z, te je
—2<z<3.

Oblast T je prikazana na slici 3.2.8. Granice za promenljive x i i se mogu odrediti na osnovu projekcije oblasti T
na xOy ravan, koja je prikazana na slici 3.2.9. Integraljenjem prvo po y, a potom po x, granice su

0<y<2-x 0<x<2.

Tako je
2/ ;2-x / (3 2 2-x |3 2/ 2—x 2 |2x
V = /(/ (/ dz)dy)dx=/ / z| dy dxz/ </ 5dy)dx=5/y dx =
0 0 -2 0 0 5 0 0 0 "o
2 w2112
= 5/ (2—x)dx=5 [Zx——] =5(4-2)=10.
0 2 1
z z z
A
3
z=3
,z} &z\
X -2 y X+y=2
xX+y=2 z==2
X
y=0 =0 1 2
Slika 3.2.6 Slika 3.2.7 Slika 3.2.8 Slika 3.2.9

4. B,C

Na osnovu osobina trostrukog integrala, koje su navedene teoremi 1.16.

5. D,E

Primenom osobina (1.1.7) i (1.1.8) trostrukog integrala, uzimajudi u obzir da je In 7 realan broj.

6. A, C

Posto je oblast integracije skup
{(x,y,z)el[{3|0§z§x,0§y§7r, 1<x<2},

za redosled integraljenja uzimajuci prvo z, potom x, pa v, dobija se integral pod A.
2 T X p p p 2 T xd p p 2 T
L= (R sz ao )= 7 [amy ([ a2) o= [ (s
. (0 ; sinydz | dy | dx . ; siny ; z | dy | dx . A smy[z]
2 T 2
= / (/ xsinydy) dx:/ x[—cosy}
1 0 1

_ _Azx(_l_l)dxzz/lzxdeZ[x;]

X
dy> dx =
0

™ 2
dx:—/ x (cos T —cos0) dx =
0 1

2 2

1
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7. B,D

Kako su parabolicni cilindri y = x“ix = y2 paralelni sa z-osom (slika 3.2.10), ravni z = —11z = 1 (slika
3.2.11) definiSu granice za promenljivu z, pa je

2

—1<z<1.
To implicira da je tvrdenje pod E neta¢no. Netacno je i tvrdenje pod C jer nakon integraljenja po promenljivama x
1 ¥ ne moZe ostati podintegralna funkcija koja zavisi od tih promenljivih.

Oblast T je prikazana na slici 3.2.12. Granice za promenljive x i y su odredene projekcijom oblasti T na xOy ravan,
prikazane na slici 3.2.13. PreseCne tacke parabola y = x?ix = y2 se dobijaju reSavanjem jednacine x* — x = 0,
odnosno jedna¢ine x(x — 1)(x% + x + 1) = 0. Realna resenja te jednacine su x = 01i x = 1, te su traZene tatke
preseka (0,0) i (1,1). Integraljenjem prvo po X, a potom po Y, granice su

Y <x<y 0<y<L

dz) dx:/o1 (/_11 (ﬁ—x2)dz>dx,

Stoga je tvrdenje pod A netacno, ali i

- [ (/ (/fdy) dz> [ (/_11y

Sto znaci da je tvrdenje pod D tacno.

Jx

x2

Integraljenjem prvo po y, a potom po X, granice su
¥ <y<yvx 0<x<1.

To znaci da je tvrdenje pod B tacno.

==
x=y*

Slika 3.2.10 Slika 3.2.11 Slika 3.2.12 Slika 3.2.13

8. B,E
Uvedena smena je smena na sferne koordinate sa ¢ € [— 7 %] , tako da je tvrdenje pod A netacno.
Jakobijan kod smene na sferne koordinate je p? cos ¢. Posto je ¢ € [—%, %], cos @ > 0, pa je tvrdenje pod B
tacno.

S obzirom na to da je

x>+ y2 +22 = p2 cos? @ cos? 6 + p2 cos? [ sin?@ + p2 sin? Q= p2 cos? ¢ (cos2 0 + sin? 0) + Pz sin® ¢ =
= p*cos® ¢ + p*sin? ¢ = p* (cos® ¢ +sin’ @) = p?,

podintegralna funkcija dobijena nakon smene je /p? pomnoZeno sa apsolutnom vredno$éu Jakobijana, odnosno

3 cos g, te je tvrdenje pod C neta¢no. Pored toga, jednacina sfere daje da je o> = 4712, tj. p = 271. To zna&i da je

oblast integracije dobijena nakon smene odredena povrSima:
T T
p=0, p=2m, 0=0, 0 =2m, (P:_E i q):E'

te je tvrdenje pod E tacno, a samim tim je tvrdenje pod D netacno.
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9. E
Zapremina lopte L je
V= ///dxdydz, (3.2.2)
L
tako da su tvrdenja pod A i C netacna. Netacno je i tvrdenje pod B jer ono predstavlja veli¢inu zapremine kocke
{(x,y,2) eR¥| —1<x<1, -1<y<1 -1<z<1}.
Uvodenjem smene na sferne koordinate u (3.2.2), nova podintegralna funkcija je p2 cos @, pa je tvrdenje pod D
netacno. Ostaje da se proveri tacnost granica pod E. PoSto je jedini¢na lopta sa centrom u koordinatnom pocetku
definisana sa x% + y2 +z2<1l,ax?+ y2 +22 = p2 (na osnovu prethodnog zadatka), vazi da je p2 < 1, odnosno
o < 1. To znaci da se smenom dobija oblast integracije odredena povrSima:
T T
=0, p=1,0=0, 0=2m1, p=—% 1 ¢p=—,
P P T, 9 > 19=35
tako da je tvrdenje pod E tacno.
10. B,D
Na osnovu definicije 1.13, tvrdenje pod A je netacno, a tvrdenje pod B je tacno. Uzimajuéi u obzir i definiciju 1.14,
tvrdenje pod D je tacno, a tvrdenja pod C i E su netacna.
Test 2.3
1. B,D
Ako se podela oblasti T obeleZi sa Py, tada je A(P,) dijametar podele oblasti T, tako da je, na osnovu definicije
1.14, tacno tvrdenje pod B, dok je tvrdenje pod A netacno.
Trostruki integral funkcije f nad oblaséu T je grani¢na vrednost Rimanove integralne sume funkcije f za podelu
oblasti T (definicija 1.15), te je tvrdenje pod E netacno. Po definiciji 1.13, ta Rimanova integralna suma je
n
= Zf(él/ i, Ci)AT,
i=1
gde je AT; zapremina podoblasti T;, tako da proizvod pod sumom ne moZe biti zapremina, a samim tim Rima-
nova integralna suma nema geometrijsko znacenje, Sto znaci da i za trostruki integral vazi da nema geometrijsko
znacenje. Dakle, tvrdenje pod C je netacno, a tvrdenje pod D je tacno.
2. A,D
Oblast integracije integrala I je skup {(x,y,z) € R3]0 < x <2,0<y <3, 0 <z < 4},3to je kvadar, pa je
tvrdenje pod D tacno, a tvrdenje pod E netacno.
2 3 4o, 2, 3, 4
I = / /(/x zdz)d)dx:/x</ (/zdz)d)dx:
0 ( 0 0 4 s 0 0 4 0 4
2 3 274
3 2 |2 Yy
= [z Zlld dx:/ </8 d)dx:8/ [} -
/0 ( /0 y [ > ] . y) y-ay 3
2 ek
— 8 [ ox’dx=8.9| || =8-9.4-288
0 41|
3. D,E

Na osnovu teoreme 1.16 o osobinama trostrukog integrala i primenom osobina 1.1.8 1 1.1.7.
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4. B,E
Tvrdenja pod A i C su netacna jer je u njima /¢ izvuceno ispred integrala po o.

Oblast integracije integrala I je skup {(0,7,0) € R3|0<0<1,0<h <2, 0 <6 < 2}, te se granice
integrala I mogu zapisati kao §to je pod B. Posto je oblast integracije kvadar, a podintegralna funkcija je funkcija
koja zavisi samo od promenljive ¢, moZe se primeniti teorema 1.20, pa je

= LU ) ) ([ ves) () (1) -
</0 0 d@) (h O) (90 ) — (95 O) 227 = (ggi 0> =

2 /(1 /1 2n 1Q21 2 /(11
I = / (/ (/ gdg>dh>d9=/ /7 dh dG:/ (/ dh>d0:
0 o \Jo 0 0 2|, 0 0o 2
1 2m 1 1 2m 1 f2m 1 2n
_ 1 an)do = [
2/0 </o > 2 Jo

1
o = - dg = -6
0 2
Povrsina povrsi je odredena dvostrukim integralom (formula (1.1.6)), tako da je tvrdenje pod D netacno.

87t
A= —.
=3

I
Nl—

WIN

5 s s

2 Jo 0

Neka je sa T oznacCen prav valjak visine 1 i baze poluprecCnika 1. Valjak T moze biti predstavljen kao oblast
odredena ravnima z = 01z = 1 i cilindricnom povri x?> + y> = 1. Zapremina valjka T je V = [ [ [dxdydz.
T

Prelaskom na cilindri¢ne koordinate ¢ > 0, 0 € [0,27] i h € R, koje su definisane sa x = ¢gcosf, y = osinf i
z = h, Jakobijan je 0, a
x> +y* = ¢* cos® 0 + ¢*sin” § = ¢* (cos® 0 + sin” ) = ¢
Stoga, povisiz = 0,z = 1, x> + y2 = 1 u ¢0h koordinatnom sistemu postaju:
h=0, h=1, o=1.

Tako je T u 06h koordinatnom sistemu kvadar {(0,6,h) € R|0<0<1,0<6<2mr, 0<h <1}, paje
zapremina V upravo integral I. Dakle, tvrdenje pod E je ta¢no.

6. C,D

Telo T je odozdo i odozgo ograniceno ravnima z = 0 iz = 4 (slika 3.2.14), a sa strane kruZnim cilindrom
X%+ yz = 1 (slika 3.2.15), tako da je T valjak (slika 3.2.16). Dakle, tvrdenje pod C je tacno, a tvrdenja pod Ai B
su netacna.

Projekcija tela T na ravan z = 0 (slika 3.2.17) je jedini¢ni krug x2 + y? < 1 jer je cilindar x> 4+ y? = 1 paralelan
sa z-osom, te je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenje pod E netacno.

V4 V4
A
4 4
z=4
1
> < I
X y X Y
z=0 x*+)’=1

Slika 3.2.14 Slika 3.2.15 Slika 3.2.16 Slika 3.2.17



152

GLAVA 3. RESENJA TESTOVA

7. B,C

Telo T; je kvadar sa stranicama paralelnim koordinatnim osama, tako da je njegova zapremina data integralom

/!1 dxdydz:/oz (/01 (/Ozdy>dz> iz,

pa je tvrdenje pod A netacno.

Zapremina tela T, (slika 3.2.20) je data integralom f f f dxdydz. Posto je oblast T, odredena povr§ima: x = 0,
T

x=22z=0,z=2-x,y=0iy=x>+z>+1,aravnix = 0,x =2,z = 0iz = 2 — x su paralelne sa
y-osom (slika 3.2.18), granice za integraljenje prvo po promenljivoj i su definisane s ravni y = 0 i paraboloidom
y = x% + z% + 1 (slika 3.2.19). Granice za promenljive x i z su definisane projekcijom tela T> na xOz ravan,
prikazane na slici 3.2.21, tako da su granice za integraljenje prvo po z, a potom po X upravo

0<z<2—x, 0<x <2

Tedud 2 2—x x2+z2+1d Ay
/! xdy z—/0 /o /0 y |dz |dx,
2

tako da je tvrdenje pod B tacno.
¥ 4+z2 41
dz) dx

2 2—x
r- (0
= /2[x22+23,+2]
0 3

te je tvrdenje pod C tacno.

Znaci,

Il
S—
N}
N
S—
v
=
—
=
N
+
N
o
+
—_
S—
A
N
~__
[
=
Il

2—x

V= [(¢

Tvrdenje pod D je netacno jer u spoljasnjim granicama integrala ne moZe da bude promenljiva.

PovrSina povrsi se ne moZe racunati trostrukim integralom, tako da je tvrdenje pod E netacno.

z

z=0 1

x=0 x=2

Slika 3.2.18 Slika 3.2.19 Slika 3.2.20 Slika 3.2.21

.AC

Neka je T dato cilindriéno telo. S obzirom na to da je x> + yz > 0, telo T je odozgo ograniceno paraboloidom
z = x% 4+ y?, a odozdo s ravni z = 0. Cilindri¢na povr$ x? + y?> = 1 sa strane ograni¢ava T, a posto je paralelna
sa z-osom, projekcija tela T na xOy ravan je oblast D. To znaci da je

v = fffasis= | ([ e et - I

x24y?
0

dxdy = // (x? + y?) dxdy.
D
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9. A,B,E
Neka je [ = fffdxdydz. PoviSix =0,y =0,z =0,x = —1,y = 11z = 2 su ravni paralelne koordinatnim
T
ravnima, tako da je oblast integracije kvadar {(x,y,z) e R| —1<x <0, 0<y <1, 0<z <2} Stogaje
2/ 1/ (0 2 1 {0 2 /1
I = /</ (/ dx)dy)dz:/ /x dy dz:/ </ (O—(—l))dy)dz:
0 0 -1 0 0 |4 0 0
2 / /1 2 |1 2 2
- [(fa)e o= fomi =
0 0 0 "o 0 0
pa su izrazi pod A i B jednaki integralu I, dok izraz pod C nije.
Pored toga,
0 2 1 0 2 |1 0 2
I = / (/ </dy>dz)dx:/ /ydz dx:/ (/dz)dx,
-1 \Jo 0 -1 \Jo " |, -1 \Jo
te je izrazi pod E jednak integralu I, ali izraz pod D nije.
10. C
Nakon smene, nova podintegralna funkcija je stara podintegralna funkcija zapisana preko novih promenljivih po-
mnoZena sa apsolutnom vrednoséu Jakobijana. Jakobijan za date sferne koordinate je | = Q2 cos @. S obzirom na
todaje ¢ € [—%, 5], cosg >0, paje|]| = 0*cos ¢. Posto je
X%+ y2 422 = Q2 cos? (pcos2 0 + 92 cos? @ sin? 6 4 Q2 sin’ Q=
= ¢?cos® ¢ (cos? 0 +sin® ) + ¢*sin? ¢ = % cos® ¢ + % sin? ¢ = ¢* (cos? ¢ + sin? @) = ¢,
stara podintegralna funkcija postaje 1/ 02, $to je ¢ jer je ¢ > 0, tako da je nova podintegralna funkcija Q3 Cos @.
Dakle, tacno je tvrdenje pod C, a tvrdenja pod A i B su netacna.
Jedini¢na lopta sa centrom u koordinatnom pocetku opisana sfernim koordinatama je odredena povrSima:
T T
=0, 0=10=0, 0=21, p=——= i 9= —,
Q Q T, ¢ 1P =3
paje
oo 1 z 2 1 2 2 o* 1
I:/n/ / Q3cosq)dgd9d(p:/ﬂcosgodqo-/ d9-/ 0®do = [sing |0 7l )=
-3 /0 JO 7 0 0 -z 0 0
1
- (m% ~sin (—g)) 27 g = (1- (1)) g — 7,
pri ¢emu je primenjena teorema 1.20. Znaci, tvrdenja pod D i E su netacna.
Test 2.4

1.

C,D

Povr§ je grafik funkcije koja preslikava ureden par realnih brojeva u realan broj, tako da su tvrdenja pod A i B
netacna.

Kako je paraboloid z = x% + yz zadat funkcijom f(x,y) = x% + y2 koja je neprekidno diferencijabilna (nepre-
kidna i ima neprekidne parcijalne izvode) na IR?, a samim tim i na datom krugu, tvrdenje pod C je taéno.

Posto je T C IR3, a pravougaonik je podskup od IR?, tvrdenje pod E je netaéno.

Skup T je ogranicen, pa za njega vazi da postoji pozitivna konstanta ¢ takva da je rastojanje izmedu proizvoljne
dve tacke iz T najvise c. To implicira da postoji lopta precnika ¢ koja sadrZi skup T. S obzirom na to da za svaku
loptu postoji kocka koja je sadrzi, postoji i kvadar koji je sadrzi, a samim tim sadrZi i skup T. Dakle, tvrdenje pod
D je tacno.
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2. B,C
2 y x 2 y 72 |F 2 y _|*
L = 6/ (/ </ zdz)dx)dy:6/ (/ dx>dy:3 </ z? dx>dy:
o \Jo \Jo o \Jo 2], o \Jo |
2 y 2 531 2 Y 2 yh 2 o4
-3 /xzdx>d:3/d:/x3d:/ gy =L =2 —4
0 < 0 Y o 31, 4 0 o Y 0 Sy 0o 4
2/ 1/ 41, , 2 ( 1 y% 1
L = / /(/ 24 2x d)dx)dz=/ / = +2x dx | dz =
2 1 ( 0 x2 <]/ > 4 1 0 % / 2
2 172 4 1 2 172 2 3
= —y2 4 2x dx dz:/ / (—|—2x—< x? 2+2x3>>dx)dz:
/1 (/0 [3 Y y} 2 ) 1 0 \3 3 (%)
2/ 172 8 272 2 8 x|
_ S-S )dx)dz= [ |Zxe2l -0 dzo
/1</0 <3+x 3x>x)z 1[?)x—i- 2 34]02
27192 1 2 /9 2 2 2
= / [x—i—xz xﬂ dz:/ <—|—1—>dz:/dz:z =2-1=1,
1 |3 3 0 1 \3 3 1 1
3
koriste¢i da je (x?)? = (]x|)” = x3jerje x € [0,1].
3. D,E
' 1 N dz | dy)d ’ 1 2 dz ) dy | d
Iz//(/ x+ z>>x:/</x+ (/ z))x:
2<0 () dz ) dy LU G ) y
0 1 ) 0 1 5
= / / (x+y){z] dy dx:/ </ (x—i—y)(l—(—Z))dy)dx:
-2 \Jo 5 -2\Jo
0 1 0 3 1 0 1
= 3/ </ (x+y2)dy>dx:3/ [xy—i—} dx =3 (x—l—)dx:
-2 \Jo -2 31l -2 3
2 1) 2
= 3|=+z =-3(2—=-]=-4
zesdl, =2 0)
4. E
Na osnovu definicija 1.13-1.15, trostruki integral je grani¢na vrednost Rimanove integralne sume, pa su tvrdenja
pod A i C netacna. Tvrdenje pod B je netacno jer je AT; zapremina od T;, a ne povrSina. Dijametar podele P, ne
moZe da teZi ka beskonacnosti, tako da je tvrdenje pod D netacno. Tvrdenje pod E odgovara definiciji, te je tacno.
5. C,E
Na osnovu teoreme 1.16 o osobinama trostrukog integrala i primenom osobina 1.1.81 1.1.7.
6. A,D

Jakobijan kod smene na cilindri¢ne koordinate je p, te je tvrdenje pod C netacno. Podintegralna funkcija nakon
smene je 1 - p, tako da je tvrdenje pod B netacno. Koriste¢i da su cilindri¢ne koordinate definisane sa x = p cos 6,
y=psinfiz =h,tedaje

x? 4y = p? cos? 0 + p? sin? 0 = p* (cos® 0 + sin® ) = p?,

cilindar x> 4+ y? = 1 postaje p?> = 1, odnosno ravan p = 1, aravni z = 0 iz = 1 redom postaju ravni & = 0 i
h = 1. To zna&i da se smenom dobija oblast integracije {(p, 0,h) eER?|0<p<1,0<60<2mr,0<h< 1},
Sto je kvadar, pa je tvrdenje pod A tacno, a

1:/01 (/02” (/Olpdp>d9)dh,

Sto je upravo tvrdenje pod D. Posto I odgovara veli¢ini zapremine valjka T, I je pozitivno, te integrali pod D i E
ne mogu imati istu vrednost, $to implicira da je tvrdenje pod E netacno.
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8.

10.

/</§(/ smx+4y)dZ)dx>dy=/0n(/0§(sinx+4y)</23dz>dx>dy:
/ </’£ Smx+4y)H dx) dy:/oﬂ </0§(Sinx+4y)(3—2)dx)dy:

7T
= </ sinx + 4y) dx> dy = / [— cos x + 4yx]
0

2 n
Ody:/o (—cosg+2ny+c050>dy:

7T

= [y’ +]
0

7T
:7T3+7'(
0

T 2
- /0 (2my +1)dy = [2ny2+y]

B,D

Kako je \/x% 4+ y2 > 0, oblast integracije je odozdo ogranitena s ravni z = 0, a odozgo konusom z = \/x% + 2,
tako da je 0 donja granica za promenljivu z, a \/x2 + y? gornja granica, pri ¢emu se prvo integrali po z, a potom
po preostalim promenljivama. Ravni x = —1, x = 1, y = —2 iy = 2 sa strane ograniavaju oblast integracije, a
posto su paralelne sa z-osom, daju da je za promenljivu x donja granica —1, a gornja 1, i da je za promenljivu y
donja granica —2, a gornja 2. To znaci da integrali pod B i D imaju trazenu oblast integracije.

Oblast integracije integrala pod A i C je kvadar, tako da to nije traZena oblast integracije.

Integral pod E nije dobro definisan jer se u granicama za promenljivu x nalazi i promenljiva x, tako da to nije
traZeni integral.

A, C

Data oblast je kvadar T = {(x,y,z) ER| —1<x<2,1<y<2 -1<z< 3}. Posto su duZine njegovih
stranica 3, 1 i 4, njegova zapremina je V = 3-1-4 = 12, tako da je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenje pod B
netacno. Pored toga, zapremina kvadra je

V:/{/dxdydz:/zl <./12</31dz>dy>dx:
:/_21 (/122 dy)dx:/j (/12(3—(—1))dy>dx:/_21 </124dy>dx,

pa je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenja pod D i E netacna.

A

Trostruki integral s podintegralnom funkcijom identicki jednakoj jedinici predstavlja zapreminu oblasti integracije
posmatranog integrala, tako da je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenja pod B i D su netacna.

Posto nije poznat znak funkcije f, ne moZe se utvrditi ni znak integrala I, pa su tvrdenja pod C i E netac¢na.

Test 2.5

1.

AE

Tvrdenje pod A je tatno jer je grafik funkcije f skup uredenih etvorki (x,y,z, w), sa osobinom da je (x,y,z) € T
iw = f(x,y,z), tako da nema geometrijsku interpretaciju.

Presek konusa \/x% + y2 = z iravni z = —1 je skup tafaka za koje vazi da je \/x2 4+ y> = —1. Medutim, to je
kontradikcija, tako da se posmatrane povrsi ne seku. Dakle, tvrdenje pod B je netac¢no.

Presek konusa x? + y? = z2 i ravni x = 0 je skup tataka za koje vaZi da je y* = z2, odnosno z = —yiliz = y.

Posto te dve prave prolaze kroz koordinatni pocetak, seku se, pa je tvrdenje pod C netacno.

Realna funkcija tri realne promenljive preslikava uredenu trojku realnih brojeva u realan broj, te je tvrdenje pod E
tacno, a tvrdenje pod D netacno.
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2. B,D
Na osnovu definicija 1.131 1.15.
3. C,E
Tvrdenje pod C je primena osobine 1.1.8 sa f(x,y,z) = X(x)ig(x,y,z) = Y(y), te je tatno.
Tvrdenje pod E je teorema 1.20, tako da je tacno.
Na osnovu osobina trostrukog integrala 1.16, tvrdenja pod A, B i D su netacna.
4. B,C
x? + y2 < 1 u ravni defini$e krug, a u prostoru cilindar x? 4 y2 = 1 i njegovu unutrasnjost, §to nije ogranicen
podskup od IR3, tako da su tvrdenja pod A i D netacna. Netagno je i tvrdenje pod E jer 1 — x? — y2 ne definise
trodimenzionalnu oblast.
Neka je sa T oznaCeno dato telo. Njegova zapremina je V = [[[dxdydz.
T
Posto je T odozgo ograniéeno paraboloidom z = 1 — x% — yz, a odozdo s
ravni z = 0 (slika 3.2.22), granice za promenljivu z su definisane sa
nggl—xz—yz.
Projekcija T na xOy ravan je krug x> + y*> < 1, pa je
1_x2_y2 Z=1—x2—y2
V= / / / dz | dxdy.
0 Slika 3.2.22
x24y2<1
IzraCunavanjem unutras$njeg integrala,
1,x2,y2
V= // z' dxdy = // (1—x* —y?) dxdy.
¥24y2<1 0 x24y2<1
Dakle, tvrdenja pod B i C su tacna.
5. A,D
1 1 x2+y? 1 1 Xty 1 o, )
n= [ ([ (] d)ay)ax=[ ([ 2 dx:/</ 2 4 d)dx:
! 0 -1 \Jo 4 0 -1 o 4 0 -1 ( Y ) 4
1 3711 1 1
_ 2. Y _ / 2, 1 2 1 _ / 2, 2 _
= X dx = X4+ —|—x"—= | )dx = 2x°+ = |dx =
e o= [ (s (0ma) Ja= [ (o2
_ LY. 2, 1_2+2_4
3 3 ]l 3 3 3
z z Cos X z z COs X
12:/ (/ (/ sinydz)dx)dy:/ siny(/ (/ dz)dx)dy:
—7T 0 JO —7T 0 0
= / siny </ z dx> dy :/ siny </ cosxdx) dy = / siny[sinx} dy =
-7 0 0 —TT 0 —TT 0
e e %
= /2 siny (sinE - sinO) dy = /2 sinydy = —cosy| = — (CosE — cos (—7‘()) =-1
- 2 - o 2
6. D,E

Trostruki integral sa podintegralnom funkcijom identicki jednakoj 1 predstavlja veli¢inu zapremine oblasti integra-
cije.
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7. A,C
Oblast integracije integrala pod B i E je kvadar, tako da to nisu integrali Cija je oblast integracije data oblast.

Integral pod D nije dobro definisan jer se prvo integrali po promenljivoj x, a u granicama za promenljivu y se nalazi
promenljiva x, pa ne moZe biti traZeni integral.

Posto je data oblast integracije (slika 3.2.25) odozdo ogranicena s ravni z = 0, odozgo s ravni z = 2 (slika 3.2.23),
a sa strane cilindrom y = x? i s ravni y = 1 (slika 3.2.24), granice za promenljivu z su definisane sa

0<z<2,

a za promenljive x i i sa projekcijom oblasti integracije na xOy ravan (slika 3.2.26). Ako se prvo integrali po x, a
potom po v, tada su granice definisane krivama

x=—yix=,/yzayecl01],
Sto odgovara integralu pod A. Za obrnuti redosled integraljenja, prvo po y, pa po x, granice su definisane krivama

y=x>iy=1z xec[-1,1],

a to su granice integrala pod C.

|
2 Z=2
: y
_ 2
N =1 .- - \{—x1 /
1 | ] ] y=1 ’
X v x y
—1 1 X
-1
Slika 3.2.23 Slika 3.2.24 Slika 3.2.25 Slika 3.2.26
8. B,E
1 2 X 1 2 X 1 2 1 yz 2
/1</1 (/y dz)dy>dx:/l /12yd]/ dx:/l</1 (x—y)dy)dx:/ {xy—z] x=
! 1 ! 3 2 37
—[1 <2x—2—<x—2>>dx—/1 (x—2>dx— [2—24 T
1 3 1 3
- <z‘z‘<z+z>>——3
! Y 2 1 3 y 2 1 3 v 2
0 \J-1\/1 0 4\ A 0 LA,
1 y 1 y 1 y
0 —1 0 1 0 1
! 3 1 3 y% y% 1
:/yZ(y+1)dy:/ <y2+y2>dy: =+ =
0 2 2]l
_ 220 o2 2
TP T 75 T
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9. C,D

Tvrdenja pod A, B i E su netacna jer integrali u njima nisu dobro definisani poSto se u njima promenljiva x nalazi
u granicama i nakon integraljenja po x.

Ravnix = 0,x =1,y = 01y = 2 su paralelne sa z-osom, tako da definiSu da je
0<x<1i0<y<2,

pa nenegativnost promenljive x daje da je oblast T odozdo ogranicena s ravni z = 0, a odozgo s ravni z = x. To
daje da je
0<z<xy,

$to implicira da su tvrdenja pod C i D ta¢na.

10. A,B

Za datu smenu Jakobijan je

gx  9x  ox v u 0
Ju Juv Jw
A% y,z) _ gl gl gl =o' —uv? 0|=1-(-1)° ?1 . ’ :—uvl—v_lu:—z—u,
a(u,v,w) qu g 0 0 1 v —uv v
Ju Jdv OJw
te su tvrdenja pod A i B tacna, a tvrdenje pod D je netacno.
Posto je
du Ju  Ju
Jx 0 0z
o, v,w) | 5 i o
- ox  Jdy az |/
Wnyz) | o s o
ox Jdy oz

tvrdenje pod C je netacno.

Tvrdenje pod E je netacno jer se nakon smene na nove promenljive menja oblast integracije, pa oblast integracije
ne moZe ostati oblast T.

Test 2.6

I.C,D 2. B 3. B,LE 4. D 5. A D 6.B,C 7. A 8. A,C 9.CE 10. E

Test 2.7

1. B,C 2.B,E 3. D,E 4 A 5. A,E 6.B,C 7.AB 8 CE 09.D 10. C,D

Test 2.8

1. B,D 2 E 3.C,D 4.CE 5 A 6. A,C 7.D 8. AJE 9.B,C 10. B

Test 2.9

1. A,C 2.B,C 3. D,E 4 AD 5 AD 6BE 7.CD 8 CE 9 AE 10.B

Test 2.10

1. D 2.B,D 3. A B 4 AE 5 AE 6.CD 7.CE 8 BE 9 A B 10.C
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3.3 Brojni i funkcionalni redovi

Test 3.1
1. D,E
Tvrdenje pod A je netacno jer lijn S, = —1 znadi da niz parcijalnih suma konvergira, pa, na osnovu definicije
n—oo

1.23, Y a, konvergira.
n=1

S, =a1+ay+ ...+ ay, te je tvrdenje pod B netacno.

Tvrdenje pod C je netano jer lim S, = co znaci da niz {S, } nema grani¢nu vrednost, pa, na osnovu definicije
n—oo

oo
1.23, Y a, divergira, a u tom slucaju nije odredeno da li opsti ¢lan tezi ka nuli.
n=1

Posto nepostojanje nlgr.}o S, znadi da niz {S, } nema grani¢nu vrednost, na osnovu definicije 1.23, nozollan divergira,
te je tvrdenje pod D tacno.

Po tvrdenju pod E, grani¢na vrednost niza {S, } je 3, §to, na osnovu definicije 1.23, obezbeduje da je Ozo: a, =3,
pa je tvrdenje tacno. .

2. A,D
Posto je a, > 0, (—1)"a, naizmeni¢no menja znak, te je tvrdenje pod A tacno.
oo
Ako red Y a, konvergira, tada, po potrebnom uslovu za konvergenciju, lim a, = 0, pa grani¢na vrednost pod B
n—oo

n=1

daje da je

L = lim a”+1: lim (1—1—1) = oo.

n—oo (A, n—00 ay
Medutim, to je kontradikcija sa uslovom L < 1, te je tvrdenje pod B netacno.

Granicna vrednost pod C i uslov L < 1 daju da je

1 1

Iim Va, = lim — = — > 1,
n—co " n—oo 1 _ L >
n/an

pa na osnovu Kosijevog kriterijuma za konvergenciju (koji se moze primeniti jer je a, > 0) sledi da § a, divergira,
odnosno da je tvrdenje pod C netacno. =
Na osnovu potrebnog uslova za konvergenciju, tvrdenje pod D je ta¢no, a tvrdenje pod E netacno.

3. E
Redovi pod A, B i D su brojni redovi, pa oni ne mogu biti stepeni redovi. Redovi pod C i E su funkcionalni redovi,
s tim da je red pod E stepeni red sa centrom u 1 i koeficijentima %

4. A,B

Na osnovu potrebnog uslova za konvergenciju, brojni redovi pod C, D i E divergiraju. Naime,

n—oo

1
. an Lo . _
lim (—1)" ne postoji, 7}1_1)2108 o #£0, nh_r}rgo <n2 + 2) 2#0.

Opsti €lan brojnog reda pod A je a, = %. Posto je on pozitivan, moZe se primeniti Dalamberov kriterijum za
ispitivanje konvergencije.

8 1
. Apt1 n+1)! n! (n+1 .
lim 1 — (8)—1 (1 )—hm =0<1,
n—oo (i, n—00 o n—00 = n—oo 11 4+ 1

pared pod A konvergira.
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Opsti ¢lan brojnog reda pod B je a, = (111!)”' Kako je on pozitivan, moze se primeniti KoSijev kriterijum za
ispitivanje konvergencije.

. .1 . V1 .1
50, Vi = 004 Gy = A e et 0
tako da red pod B konvergira.
5.AC
Na osnovu Vajerstrasovog kriterijuma za konvergenciju, tvrdenje pod A je tacno, a tvrdenje pod B netacno.
Iz uniformne konvergencije sledi tackasta konvergencija, tako da je tvrdenje pod C tacno.
1z apsolutne konvergencije sledi tackasta konvergencija, ali obrnuto ne vaZi, te je tvrdenje pod D netacno.
Tvrdenje pod E je neta¢no jer je Y f,,(0) brojni red.
n=1
6. B,D
Na osnovu definicije 1.33.
7. B,C
Akoje a, = 2n”f21, tada je
2(n+1)+1 2n+3
ap+1 = = 7
(n+1)+2 n+3
pa je tvrdenje pod B tacno, a tvrdenje pod A netacno.
Zaa, = ;‘—,l je
C(m+Dt . (n+1)
an+1 - ZI’H—l - 271 ] 2 7
te je tvrdenje pod C tacno.
Akojea, = 2”;1, tada je
. _2(n+1)—-1  2n+41
L T
te su tvrdenja pod D i E netacna.
8. C
Dati red je stepeni red sa centrom u —2 i koeficijentima ¢, = %, tako da je njegov polupre¢nik
1
1 1 3n
R = lim im lim = lim — = lim =1,
n—oo It ‘Cn’ n—oo ﬂ} n—oo /1 n—oo Y1 n—oo Yy
3 V3
koristeéi da je lim {/n = 1. Postoje —2 —1 = —31 —2+ 1 = —1, na osnovu teoreme 1.45, dati stepeni red
n—00
apsolutno konvergira za x € (—3, —1) i divergira za x € (—oco, —3) U (—1,00). To znati da se odgovori A, D i
E mogu iskljuciti. Iz apsolutne konvergencije sledi konvergencija, tako da za x = —2 dati stepeni red konvergira.
Za x = —3 se dobija brojni red ) §(—1)" &iji opsti ¢lan ne teZi ka nuli jer lgn £(=1)" ne postoji. Na osnovu
n=1 =0
potrebnog uslova za konvergenciju brojnog reda sledi da ) %(—1)“ divergira, te se i odgovor B moZe iskljuciti.
n=1
9. B,E

Tvrdenje pod A je netacno jer navedeni uslovi definiSu konvergenciju reda.

Tvrdenje pod C je netacno jer se Lajbnicov kriterijum moZe primeniti ako je dati red alternativni, odnosno vazi da

je anay+1 < 0,n € N, iako zaniz {b,}, sa b, = |ay|, vaZi da je nenegativan, monotono nerastuci i lim b, = 0.
n—oo

Zbir brojnog reda je jednak grani¢noj vrednosti niza parcijalnih suma datog reda (ukoliko postoji ta grani¢na
vrednost), tako da je tvrdenje pod D netacno.
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10. AE

Dati redovi su stepeni redovi, tako da se zadatak svodi na odredivanje njihovog centra xg i polupre¢nika konvergen-
cije R jer oni daju da na intervalu (xo — R, xo + R) vaZi apsolutna konvergencija, ana (—oo, xo — R) U (xg + R, o)
divergencija reda. Stepeni redovi sa R = 01 R = oo se mogu iskljuciti jer se za R = 0 dobija apsolutna konver-
gencija samo za X = Xo, a za R = oo apsolutna konvergencija na intervalu (—oco, c0). Polupre¢nik konvergencije
se moZe odrediti na osnovu koeficijenata ¢, formulama iz teoreme 1.46 i koristeci da je 1}1_{210 Yn=1.

PodAjex():Oicn:#,paje

1 1 1 1 n .ol
R=lim —— = lim ——— = lim — lim —— = lim V8 ()’ = lim 87 (Vn)’ =1,
n—oo /|~ n—oo 4, 1 n—eo ,/ 1 n—o0 n—oo n— oo
el \/ W‘ 83 V8n3
n 8n
Sto daje interval (—1,1).
PodBjexg=—lic, = 1, teje
1 1 1 1
R = lim = lim = lim = lim —— = lim Un =1,
n—oo /e ‘ n—oo /11 n—oo /1 n—0o n—0co
en 1| i/x Vi

§to daje interval (—1 — 1, —1 4 1), odnosno (—2,0).

PodCjexo =0ic, = nl,paje

n! n! 1
R=1i =lim |———|=lim ———~ = lim —~ =0.
noses Cnt1 PR (n+1)! n 5 n!(n+1) n5e (n+1)
PodDjexo=1ic, = %,paje
1
R = lim = lim ”1! = lim —— = lim (n +1) = co.
n—00 | Cpyyq n—oo ] —00 =T n—o0

Sto daje interval (—1,1).

Test 3.2

1. A,D
Fiksiranjem promenljive u funkcionalnom redu dobija se brojni red, tako da je tvrdenje pod A tacno.
Alternativni red je brojni red u kojem se predznak ¢lanova naizmeni¢no menja, pa su tvrdenja pod B i E netacna.
Koeficijenti stepenog reda su realni brojevi, a ne funkcije, te je tvrdenje pod C netacno.
Na osnovu definicije parcijalne sume reda, tvrdenje pod D je tacno.

2. B,C

oo
Postoje divergentni brojni redovi ¢iji opsti ¢lanovi konvergiraju, na primer red ) % tako da su tvrdenja pod Ai D
n=1
netacna.
Na osnovu definicije 1.23, tvrdenja pod B i C su tacna.

Niz parcijalnih suma je definisan i za brojne i za funkcionalne redove, tako da je tvrdenje pod E netacno.
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i n%v/n3 o
ngrolo(—l)” ne postoji,

’2277\{3?: divergira, §to znaci da je tvrdenje pod A

0]
tako da nije zadovoljen potreban uslov za konvergenciju, pared }_
n=1
netacno.

Opsti ¢lan reda pod B 1 C je

) G e Vi
"o onen n:
Posto je |a,| = L ired ¥ L konvergira (koristeéi da red Y ,}7 konvergira za « > 1), red )_ a, apsolutno
n2 n=1n2 n=1 n=1
konvergira. Iz apsolutne konvergencije sledi konvergencija, tako da je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenje pod B

netacno.

im (5 1 03) =23 0,
(e +2) =27

n—oo \ y n5

(="
nvn3

te nije zadovoljen potreban uslov za konvergenciju, pared ) ( + 23) divergira, $to znaci da je tvrdenje pod

n=1
E tacno, a tvrdenje pod D netacno.

4. A,B
Tvrdenje pod A je ekvivalentno potrebnom uslovu za konvergenciju brojnog reda, te je tacno.

Tvrdenje pod B je definicija apsolutne konvergencije brojnog reda, te je tacno.

(e 9] (e ]
Na osnovu definicije uslovne konvergencije, red ) a, uslovno konvergira ako red )_ a, konvergira, ali ne kon-
n=1 n=1

(e ]
vergira apsolutno, odnosno red Y |a,| divergira. To zna¢i da su tvrdenja pod C, D i E neta¢na.
n=1

5. AJE
Dati redovi su funkcionalni redovi. Primenom VajerStrasovog kriterijuma i da red

=1
Zﬁ konvergiraza a > 1,

n=1

dobija se da svi redovi apsolutno i uniformno konvergiraju za x € R. Naime, za svako x € R vazi:

COS X\ 2 cos? x 1
= 7 = o
n n n
sinx)® ‘sin3x| 1
- 3 S 73/
n n n
cosx | |cosx| 1
(=n)3 3 = 3
(—=1)"cosx| |cosx| 1
n4 T T
. 4 4
sinx \ 3 sin3 x 1
= — < =,
n ns3 ns

pri ¢emu je upotrebljeno da je
—1<sinx<1i —1<cosx <1.

Dakle, tvrdenja pod A i E su tacna, a tvrdenja pod B, C i D netacna.
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6. C,D

() -Exe-v

n=1

tako da je stepeni red sa centrom u tacki 1 i koeficijentima ¢, = % Njegov poluprecnik je

1 1 1 1
R = lim = lim = lim = lim + = lim 2 =2.
n—oo 1 |Cn| n—oo /| 1 n—o0 /1 n—co > n—co
271 2}1
Postoje1 —2 = —111+ 2 = 3, na osnovu teoreme 1.45, dati stepeni red apsolutno konvergira, a samim tim i
konvergira, za x € (—1,3) i divergira za x € (—o0 —1) (3,00). To znaci da se odgovori A i B mogu iskljuditi,

a odgovori Ci D su tacni. Za x = 3 dobija se brojni red Z 1 ¢iji opsti €lan ne teZi ka nuli, pa na osnovu potrebnog
n=1
uslova za konvergenciju sledi da taj brojni red divergira, te se i odgovor E moze iskljuciti.

7. B,E

Na osnovu VajerStrasovog kriterijuma za konvergenciju funkcionalnog reda, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenja
pod A i C netacna.

[ee]
Red ) a,x" je stepeni red sa centrom u nuli i koeficijentima a,, tako da uslov lim — 1‘ ‘
=1 n—oco ay

poluprecnik konvergencije beskonacno. To znaci da stepeni red konvergira za x € IR. Dakle, tvrdenje pod E je
tacno, a tvrdenje pod D netacno.

= oo daje da mu je

8. B,D

(o) (o]
Posto red Y a, apsolutno konvergira ako red Y |a,| konvergira, potrebno je ispitati konvergenciju redova:
n=1 n=1

(o] [ee] 1 o0 fo'e) 371 00
Y on, Zz—n, Y nt, Z(n'n YRV
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Po potrebnom uslovu za konvergenciju brojnog reda, opsti ¢lan reda treba da tezi nuli, ali

limn =00 #0, limn! =00 #0, lim v/n =00 #0,
n—oo n—oo

n—oo

paredovi Y n, ¥ n!i ¥ /n divergiraju. Dakle, redovi Y (—1)"n, ¥ (—=1)"n!i ¥ (—1)"~1\/n ne konvergi-
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1 n=1
raju apsolutno, pa su tvrdenja pod A, C i E netacna.

Opsti Clanovi redova Z 5 1 Z Ty SU pozitivni, pa se moZe primeniti KoSijev kriterijum za ispitivanje konver-
=1 n=

gencije. Neka je b, = zinlCn = (,f,n)n-
. n . n 1 . 1 — | 1—1
Yim /by = lim {/ 77 = lim -7 = lim 5 = 5 <1

lim /¢, = lim ¢ —11m——0<1
n—o0 n—o00 | nﬁoo ,l/ n n—oo 1!

tako da redovi Z o 1 Z Ty konverglraju paredovi Z Dl i) ( s,n)n apsolutno konvergiraju. Dakle, tvrdenja
n=1 n= n=1 n=1

pod B i D su tacna.
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9.

10.

A, C
Opsti Clan brojnog reda pod A je

— n! _ n! _l>0
" 2.4-6-...-(2n) 27(1-2-3-....n) 2n "

pa se moZe primeniti Dalamberov kriterijum.

. Ap+1 . T . 1
lim 2 = lim Z"T =Ilim = <1,
n—oo n—oo o n—oo 2

te na osnovu Dalamberovog kriterijuma dati red konvergira, odnosno, tvrdenje pod A je tacno.

Opsti ¢lan brojnog reda pod B i C je

 (mn+1Dr 1-2:3-...on-(n+1) B
b= e T e o 1234 (n+1)=24(n+1),

paje

lim b, = lim 24(n+1) = 00 # 0,

n—oo n—o0
To znaci da nije zadovoljen potreban uslov za konvergenciju, te brojni red divergira. Dakle, tvrdenje pod C je tacno,
a tvrdenje pod B netacno.

Opsti Clan brojnog reda pod D je
(n—1)"
5. (nh)"

pa se moZe primeniti Kosijev kriterijum za konvergenciju.

Cn = >0,

—1)n -1 -1 1
lim /¢, = lim ¢ M = lim " = lim " =lim ——=0<1
n—c0 neo \[ 5. (n)" noe /5l oo /5 (n—2)1(n—1)n 1% 5L . (n—2)n

daje da brojni red )_ c, konvergira, pa je tvrdenje pod D neta¢no.
n=1

Opsti Clan brojnog reda pod E ne zadovoljava potreban uslov za konvergenciju jer je
(n—1)"

lim
n—o0

= ;é O ,
pa brojni red divergira, odnosno, tvrdenje pod E je netacno.

D,E

Dati red je alternativni red, pa se Rabeov i Dalamberov kriterijum ne mogu primeniti, tako da su tvrdenja pod A,
B i C netacna.

(="

Neka je opsti ¢lan datog reda a, = “=¢, a b, = |a,|. Uslovi za primenu Lajbnicovog kriterijuma su da je niz
{by } nen nenegativan, monotono nerastudi i da teZi ka nuli. Nenegativnost je zadovoljena jer je b, = 5% > 0.

Posto za svako n € IN vazi da je

1 1 1-5 —4
- T

b?’l-‘rl - bn < O,

byt1 < by, paje niz {b, } monotono opadajuéi, a samim tim i monotono nerastuci.

1

b = Jim 5 =0,
te je i poslednji uslov zadovoljen. Dakle, na osnovu Lajbnicovog kriterijuma red )_ a, konvergira, pa je tvrdenje
n=1

pod D tacno.
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(o) [e0]
Da bi red Y a, apsolutno konvergirao, potrebno je da red Y |a,| konvergira. Kako je b, = |a,| = 5% > 0, za
n=1 n=1

(e 9]
ispitivanje konvergencije brojnog reda ) b, moze se primeniti KoSijev kriterijum.

n=1
R Y I L G S |
PV = I 5 T e T ats 5 <

tako dared Y by, odnosno Y |a,|, konvergira, pa je tvrdenje pod E ta¢no.
n=1 n=1

Test 3.3

1. B,E
Opéti ¢lan datog brojnog reda je (—1)"ay,, te je tvrdenje pod A netacno.
U tvrdenju pod B niz {(—1)"a,} divergira, $to znali da opsti ¢lan datog brojnog reda ne teZi ka nuli, pa nije
zadovoljen potreban uslov za konvergenciju, odnosno dati red divergira i time je tvrdenje pod B tacno.
Iz lim a,, = 0 sledi da i opsti ¢lan datog brojnog reda tezi ka nuli. Medutim, to je potreban uslov za konvergenciju
re(?a—,> ;oli ne i dovoljan, tako da je tvrdenje pod C netacno.
Uslov nh_l;r.}o {/a, = 0 ne daje dovoljno informacija da bi se moglo zakljuciti da li dati brojni red konvergira, te je

tvrdenje pod D netacno.

Tvrdenje pod E je tatno jer uslovi da niz {a, } monotono opada, a,, > 0zan € N i lim a,, = 0 obezbeduju da su
n—o0

zadovoljeni uslovi Lajbnicovog kriterijuma za konvergenciju alternativnog reda Y (—1)"a,, i time obezbeduju da

n=1
red konvergira.

2. A,D
Na osnovu definicije niza parcijalnih suma, tvrdenje pod A je tacno, a tvrdenje pod B netacno.

Tvrdenje pod C je netacno jer uslov da opsti ¢lan brojnog reda konvergira ne daje dovoljno informacija da bi se
moglo zakljuciti da li dati brojni red konvergira.

Na osnovu definicije konvergencije brojnog reda 1.23, tvrdenje pod D je tacno, a tvrdenje pod E netacno.
3. C,E

oo
Posto je a,, > 0 za svako n € IN, moZe se primeniti KoSijev kriterijum za konvergenciju brojnog reda }_ a,. Po
n=1

njemu 1i_rgn Wa, < 1 daje da red konvergira, a 1i_1>n Wa, > 1 daje da red divergira, tako da su tvrdenja pod C i E
n [o0] n e e]

tacna.

oo
Kako je i |a,| > 0za svako n € IN, po Kosijevom kriterijumu, uslov lim {/a,, = co daje dared }_ |a,| divergira.
n—o0 n=1

0]
To implicira da red Y a, ne konvergira apsolutno, pa je tvrdenje pod B netacno.
n=1

Tvrdenja pod A i D su netacna jer uslovi navedeni u njima ne daju dovoljno informacija da bi se moglo zakljuciti
da li dati brojni redovi konvergiraju.

4. AE

Na osnovu Cinjenice da red

=1
Z— konvergiraza « > 1 idivergiraza a < 1. (3.3.3)
n=1 nt
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5. D,E
Redovi pod D i E divergiraju jer im opsti ¢lanovi ne zadovoljavaju potreban uslov za konvergenciju. Naime,
. 0
At =0 #0
i
1 n
. s o En
o2n = A <0.2) = Hmb" =co £ 0.
Opsti ¢lan reda pod B je pozitivan, pa se moZe primeniti Dalamberov kriterijum za konvergenciju. Neka je opsti
¢lan obeleZen sa a,,.
htl T
i)t W nr1) T
lim 2L = i U g POHD —0<1,
n—oo n—oo o n—oo = n—oo 11 +
n: n:
tako da red konvergira.
Redovi pod A i C su alternativni redovi. Njihova konvergencija se moZe pokazati primenom Lajbnicovog kriteri-
juma ili pokazivanjem da su apsolutno konvergentni. Neka je b, = % Niz {b, }neN je nenegativan, monotono
nerastudi jer je
b o1
n+1 — 7'[1+1 = < 1
b, = 7T
i
. .1
lim b, = lim — =0,
n—ro00 n—oo 77"
o n
tako da su ispunjeni uslovi Lajbnicovog kriterijuma, pared ) (;1”) konvergira.
n=1
Neka je ¢, = ‘ (721,1) = 5 - Posto je ¢, > 0, moZe primeniti KoSijev kriterijum za konvergenciju. Koristeci da je
e =1
Y]
Ve = I =y T a2 —2 <
i . S (=1)"n . S .
tered ) c, konvergira, pared ), “—;— apsolutno konvergira, a samim tim i konvergira.
n=1 n=1
6. B,D

Neka je a,, opsi ¢lan datog reda. (1 + 1)-i ¢lan reda je

. (n+12-1  n?+2n+1-1_  n’+2n _ n(n+2)
T3+ 1)+2023  3n+2026 31 +2026 31+ 2026’

te je tvrdenje pod A netacno, a tvrdenje pod B tatno. (n — 1)-i ¢lan reda je

n—-12-1  n*-2n+1-1_ n*>—2n

ap—1 =

3(n—1)+2023  3n+2020  3n+2020’
tako da je tvrdenje pod C netacno.
Posto je
2 1 1
, L n2—-1  onn—y) . on—u
L0 = 0 5 2008 A (31 2E) Tk mm - 070

nije zadovoljen potreban uslov za konvergenciju, te red divergira. Dakle, tvrdenje pod D je tacno, a tvrdenje pod E
netacno.
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7. A

Red Y fu(x) je funkcionalni red, tako da, na osnovu VajerStrasovog kriterijuma, uslov |f,(x)| < ¢, za svako
=1

n € Nix € B C Rikonvergencijareda ) c, obezbeduju da Y f,(x) apsolutno i uniformno konvergira na
n=1 =

[e0]
skupu B. Dakle, zadatak se svodi na utvrdivanje za koje c,, se dobija da brojni red }_ c,, konvergira.

n=1
Za c, pod B, Ci D vazi da ne zadovoljava potreban uslov za konvergenciju jer
! . (m=-2)'(n—-1)n . | 1\
r}l_rg)lo\f V2 #£0, hml—l#O ,}5’&?‘,}5& " —nh_r>ro10(n—2). 1—; =00 #0,
tako da za njih red ) c, divergira.
n=1

oo
Za utvrdivanje konvergencije reda ) ¢, sa ¢, pod A i E se moZe primeniti Kosijev kriterijum (jer je ¢, > 0). Iz
n=1

n=1

implicirada ) ¢, sa ¢, pod E divergira.
n=1

8. B,C

Na osnovu (3.3.3), red 2 divergira, pa uslov da je a,, > % za svako n € IN, na osnovu minorantnog kriterijuma,

n=1

daje daired Z a, divergira. Dakle, tvrdenje pod A je netacno, a tvrdenje pod B tac¢no.

n=1
m F = lim 11 <1
n—oo | 2023"  n—00 2023 2023 ’

na osnovu KoSijevog kriterijuma, red Z 2023,, konvergira. Stoga, uslov da je 0 < b, <

Posto je ﬁ > 01

2023n za svakon € IN, na

osnovu majorantnog kriterijuma, daje da i red Z b,, konvergira. Znaci, tvrdenje pod C je tacno, a tvrdenja pod D i
n=1
E netacna.

9. B

Tvrdenje pod B je ta¢no, a tvrdenje pod A netacno. Posto je centar datog stepenog reda 1 i a R pozitivan polupre¢nik
konvergencije, dati stepeni red apsolutno konvergira za x € (1 — R,1+ R) i divergira za x € (—o0,1 — R) U
(14 R, o). To znaci da su tvrdenja pod D i E neta¢na.

Brojni red pod C se dobija uvrStavanjem x = R u dati stepeni red. PoSto se za neke pozitivne realne brojeve moze
dobiti da broj R pripada intervalu na kojem divergira stepeni red, odnosno da R € (—oo,1 — R) U (1 + R, o) (na
primer za R = 0.25 vazi da 0.25 € (—o0,0.75) U (1.25, 00)), tvrdenje pod C je netacno.
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10. C
Dati redovi su stepeni redovi, tako da se odredivanjem njihovih intervala konvergencije (xo — R, xop + R), gde je
Xg centar, a R polupre¢nika konvergencije, dobija odgovor.
Pod A je xg = 3, koeficijenti su ¢, = 1, pa je
1
R = lim =lim —==1m1=1,
n—oco I ‘Cn’ n—sc0 \”/T n—sco
tako da je interval konvergencije (2,4).
Pod B je xo = —3, koeficijenti su ¢, = 12, te je
1 1 1
R = lim = lim = lim — = limizzl,
n—oco "/’Cn| n—oo 1 |7’12’ n—oo /12 n—co (\H/H)
pa je interval konvergencije (—4, —2).
Pod C je xo = 0, koeficijenti su ¢, = %, paje
1 1 1 1
R = lim = lim = lim = lim T=3
n—o0 n/|Cn‘ n—oo , ’%| n—oo , 3% n~>oo§
te je interval konvergencije (—3, 3).
Pod D je xg = 0, koeficijenti su ¢, = 3", te je
1 1 1 1
R = lim = lim = lim = lim - = 2,
n—eo 3f|c [ noeo 1|30 n—ee (/3n n—e 33
tako da je interval konvergencije (— %, %)
Pod E je xg = 0, koeficijenti su ¢, = 'é—:zz, paje
n+2 n+2 2
7 2 1
R = lim = lim |27 | = fim = gy PPDOEDT
n—00 | Cppyq n—00 W —00 CERIE n—co n (n —|-3)
2 2
(R L (E s P (R [ CE )
Y (R T
te je interval konvergencije (—1,1).
Test 3.4
1. C,E
Redovi pod A, B i D su brojni redovi, red pod C je funkcionalni red, a red pod E je stepeni red, a samim tim i
funkcionalni red.
2. A,C

Na osnovu Vajerstrasovog kriterijuma za konvergenciju funkcionalnog reda, tvrdenje pod A je tacno, a tvrdenje

pod B netacno.

Posto brojni red ) a, konvergira, potreban uslov za konvergenciju daje da a, teZi ka nuli, a to je tvrdenje pod C.
n=1

Pored toga, ta osobina daje da je

7}1_1}20(61,1—}—1):17é0,

[e0]
pa nije zadovoljen potreban uslov za konvergenciju reda Y (a, + 1). Dakle, tvrdenje pod D je neta¢no.
n=1
Na osnovu osobina brojnih redova 1.26, konvergencija reda ) a, obezbeduje daired ) (—a,) konvergira, tako
n=1 n=1
da je tvrdenje pod E netacno.
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3. D,E
Na osnovu definicije konvergencije brojnog reda 1.23, tvrdenja pod D i E su tacna, a uslov tvrdenja pod A daje
da red Z a, konvergira, te je tvrdenje pod A netacno. Dalje, uslov tvrdenja pod C daje da red Z a, divergira.

n=1 n=1
Medutim, to ne daje informaciju o lim a,, pa je tvrdenje pod C neta¢no.
n—oo

Posto brojni red ¢iji opsti ¢lan teZi ka nuli moZe da divergira, a to bi znacilo da divergira i niz {S, }, tvrdenje pod
B je netacno.
4. B,C

Na osnovu definicije apsolutne konvergencije brojnog reda, zadatak se svodi na utvrdivanje konvergencije redova:

= 2021 1 1

;\[ Z iz 7;”2021’ E zoz\zf Z(}fu—i—l)

Red Y (% + 1) divergira jer je

n=1

) 8

te ne zadovoljava poteban uslov konvergencije.

Preostali redovi se mogu napisati u obliku:

= 1 = 1 =1 > 1
X T 22021'ﬁ' Enzom' > 12—,
n=1M12 p=1 n=1 n=1 12021
tako da na osnovu (3.3.3) i osobina brojnih redova 1.26, redovi Z 20 i Z n2021 konvergiraju, a Z 2
n=1 n= 1712 n= 1n2021
divergiraju.
5. B,E

Dati red je stepeni red sa centrom u 0 i koeficijentima ¢,, = (—2)", tako da je tvrdenje pod B ta¢no, a tvrdenje pod
A netacno. Poluprecnik konvergencije reda je

1

lim ! lim ! lim 1 lim L

prnd 1 B —— —_— — = —_ = =,
n—soo n ‘Cn’ n—00 "/|(_2)n| n—oo J/on n—oo 2 2

pa red apsolutno konvergira za x € (—1,1) i divergira za x € (—o0, —1) U (4, 00). To znati da je tvrdenje pod
E tacno, a tvrdenja pod C i D netacna.

6. C,D

Dati red je stepeni red sa centrom u 4 i koeficijentima ¢, = ”7 pa je njegov polupre¢nik konvergencije

3 3 3
. n . n . 1
= lim —— = lim = lim =1
n—soo (n -+ 1)3 n—oo \n+1 n—oo \ 1 %

Postoje4 —1 = 3i4+ 1 = 5, red apsolutno konvergira, a samim tim i konvergira, za x € (3,5) i divergira za
x € (—00,3) U (5,00), pa su odgovori C i D ta¢ni, a odgovori A i B se mogu iskljuditi. Za x = 5 dobija se red

n3
T 2

R = lim P
2

n—o0

= lim
n—oo

Cn+1

[ee]
R . o
;lj ¢iji opsti ¢lan ne zadovoljava potreban uslov za konvergenciju jer je

3
hrn?—ooyéo

n—00

tako da se i odgovor E moZe iskljuciti.



170 GLAVA 3. RESENJA TESTOVA
7. A,D
Dodeljivanjem konkretne vrednosti promenljivoj u funkcionalnom redu (iz skupa za koji je definisan funkcionalni
red), dobija se brojni red, tako da je tvrdenje pod E netacno.
Tvrdenje pod C je netaéno jer nije definisano da li f,(—1) naizmeni¢no menja znak za n € IN.
(o]
Posto —2 € (—o0,0), odnosno —2 pripada oblasti konvergencije funkcionalnog reda, brojni red Y f,(—2) kon-
n=1
vergira, pa je tvrdenje pod A tacno.
1 i 2 ne pripadaju oblasti konvergencije funkcionalnog reda, tako da brojni redovi Y f,(1)i Y f,,(2) divergiraju,
n=1 n=1
pa je tvrdenje pod B netacno, a tvrdenje pod D tacno.
8. A,B
Opsti ¢lan reda pod C ne zadovoljava potreban uslov za konvergenciju jer je
. [
nh_r}rolo n! =00 #£0,
tako dared ) n! divergira.
n=1
Za preostale redove su primenljivi Dalamberov i KoSijev kriterijum za ispitivanje konvergencije jer su im opSti
¢lanovi pozitivni. Neka je a,, opsti ¢lan reda pod A. Dalamberovim kriterijumom
4 _3
!
lim 24 = fim 0~ gim —0<1
n—oo (I n—eo = n—oo 4+ 1
daje da red konvergira.
Neka je b, opsti ¢lan reda pod B. KoSijevim kriterijumom
: n _ . n 1 _ . 1 . 1
A VO = I =i T <
daje da red konvergira.
Neka je c,, opsti ¢lan reda pod D. Koriste¢i da je lim /n = 1, KoSijevim kriterijumom
n—oo
lim /c, = lim { 3 limi—3>1
n—00 n n—oo n3 B n—oo ({’/E)S -
daje da red divergira.
Neka je d,, opsti ¢lan reda pod E. Dalamberovim kriterijumom
(n+1)!
d 7 . 1
lim — = Jim 3+,1 = lim nt =o0o>1
n—oo n—00 ;’17 n—oo 3
daje da red divergira.
9. B,D

oo
Na osnovu definicije uslovne konvergencije brojnog reda, odnosno da uslovna konvergencija reda ) a, znaci da
n=1

oo
red konvergira, ali ne konvergira apsolutno, odnosno da Y |a,| divergira.
n=1
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10. AE

Dati redovi su stepeni redovi i za njih vaZi da apsolutno konvergiraju na intervalu (xg — R, xo + R) i divergiraju na
(—o0,x9 — R) U (xp + R, 00), gde je x( centar reda, a R polupre¢nik konvergencije. To znaci da se zadatak svodi
na odredivanje redova za koje vazidaje xo — R = —1ixg+ R = 1.

Za stepeni red pod A, xo = 0, a koeficijenti su ¢, = 51?, paje

R=lim —— = lim —— = lim —— = lim /5 (¢/n)* = lim 5% (/)2 =1,

n—oo M n—0o 1 n—0o n—00 n—00
Cn n n
52 5n?

primenivsi da je lgn\"/ﬁ:l.Dakle,xo—Rzo—lz—1ixo+R:0+1:1.
n—oo

. . . ! .
Za stepeni red pod B, xg = 0, a koeficijenti su ¢, = %, te je

n!

. . 5 . n! ) 1
A ey <+51>‘ BEE T TR R T
Znaci, xo — R =0ix9+ R =0.
Za stepeni red pod C, xo = 0, a koeficijenti su ¢, = 5", pa je
1 1 1 1
R=1lm — =1lm — = lim - = -
n—oo n ‘Cn’ n—oo I |5n‘ n—oo 5 5
Znati,xo—R=—1lixg+R =1
Za stepeni red pod D, xo = 1, a koeficijenti su ¢, = gin, te je
4
= lim = lim |-2—| = lim 5=>5.
n—oo | Cpiq n—oo ST n—oo
Dakle,xo —R=1—-5= —4ixg+ R=1+5=6.
Za stepeni red pod E, xy = 0, a koeficijenti su c, = /5, pa je
1 1 1
R = lim = lim =lim — =1
n—oo @ ‘Cn’ n—eo n—o0 5oy

Znati,xg—R=—-1ixp+R=1.

Test 3.5

1. C,E
U tvrdenjima pod A, B i D, izrazi imaju konacan broj ¢lanova, tako da ne mogu biti brojni redovi.
2. D

Na osnovu definicije konvergencije brojnog reda 1.23, tano je tvrdenje pod D, a ostala tvrdenja su netacna.

3. B,C

[ee]

Tvrdenja pod B i C su tacna jer uslov nh_r)%o Sy = —7, kao i uslov nh_rgo Sy = 0, obezbeduje da brojni red n:1an
konvergira, a odatle, na osnovu potrebnog uslova za konvergenciju, sledi da nh_r)rolo a, = 0.

Tvrdenja pod A, D i E su neta¢na jer uslov nh_{%o S, = —oo, uslov nh_r)go S, = —o0, odnosno uslov nh_r){’lo S, ne postoji,
obezbeduje da brojni red ozo; a, divergira, pa ne mora da vazi da nh_r}r.}o a, = 0.

n=1
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4. B
Tvrdenje pod A je netatno jer red Y /7 divergira posto zbog
n=1
lim /n = co # 0
n—o0
ne zadovoljava potreban uslov za konvergenciju.
Tvrdenje pod C je netacno jerred ) (% — 2010) divergira posto zbog
n=1
li ! 2010 | = —2010 # 0
i \ 2 -
ne zadovoljava potreban uslov za konvergenciju.
[e0] o0 [e0]
Na osnovu osobina brojnih redova 1.26, iz konvergencije reda ) % sledi da i redovi ) % i), % konvergi-
n=1 n=1 n=1
raju, a iz divergencije reda ) ﬁ sledi daired Y, (—ﬁ) divergira. Znaci, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenja
n=1 n=1
pod D i E neta¢na.
5. D,E

Trazi se red za koji su zadovoljeni uslovi za Lajbnicov kriterijum: b, > 01 b,11 < b, zasvakon € IN i
li_r)n b, = 0, gde je b,, apsolutna vrednost opsteg ¢lana reda.
n—oo

U redu pod A, b,, = n, ali

limb,, = limn = oo,
n—00 n—o0

pa nisu zadovoljeni uslovi za Lajbnicov kriterijum.

U redu pod B, b, = v/, ali
limb, = lim+/n = oo,
n—oo n—oo

pa nisu zadovoljeni uslovi za Lajbnicov kriterijum.

U redupod C, b, = n2, ali
limb, = limn? = oo,
n—o0 n—oo

pa nisu zadovoljeni uslovi za Lajbnicov kriterijum.
U redu pod D, b,, = %, pa je b, > 0. Posto za svako n € IN vazi da je
3 3 3n2-3(n+1)> 3(m*—(n*+2n+1)) -302n+1)

e s} S (R o o g

vaziidaje b,11 < by.

lim b, = lim % =0,
n—00 n—oo 11

tako da su zadovoljeni uslovi za Lajbnicov kriterijum.

U redu pod E, b, = 2, paje b, > 0. Posto za svako nn € IN vazi da je

n

2 2 2m-2mn+1) -2

byp1—bp=—— — = = = 0,
LTI T n (n+1)n (n+1)n<
vaziidaje b, 11 < by.
lim b, = lim % =0,
n—o0o n—oo 1

tako da su zadovoljeni uslovi za Lajbnicov kriterijum.
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6. C
Dati red je stepeni red sa centrom u —2 i koeficijentima ¢, = —1, pa je njegov poluprecnik konvergencije
. . -1
R = lim = lim |—| =1
n—oo Cl’l+1 n—oo | —
Kakoje —2 —1 = —31i -2+ 1 = —1, dati red apsolutno konvergira, a samim tim i konvergira, za x € (—3,—1)

i divergira za x € (—oo, —3) U (—1,00). Znaci, odgovor C je tatan, a odgovori A, D i E se mogu iskljuciti. Za
= —3 dobija se red Z (—1)"*! koji ne zadovoljava potreban uslov za konvergenciju posto lim (—1)"*! ne
n—oo

postoji. Dakle, i odgovor B se moZe iskljuciti.

7. A,D

Dati red je funkcionalni red, a brojni red Z konvergira (na osnovu (3.3.3)), pa je na osnovu VajerStrasovog

kriterijuma tvrdenje pod A tacno.

Brojni red Z divergira (na osnovu (3.3.3)), tako da se ne moze primeniti VajerStrasov Kriterijum s majorizacijom

‘ sinx ‘ < te je tvrdenje pod B netacno.

sin x

Tvrdenje pod C je netacno jer dati red apsolutno konvergira ako red Z | ] konvergira nad IR.

no .
Uvrstavanjem x = 3 u dati funkcionalni red, dobija se brojni red Z 51“3 { Slkif
=1

n=1
{51“3 } niz opstih ¢lanova tog brojnog reda. Posto konvergencija niza parcijalnih suma da]e konvergenciju reda,

} je niz parcijalnih suma, a

sin3
K

tvrdenje pod D je tatno. Konvergencija niza { sin3 } ne obezbeduje konvergenciju reda Z
n=1

tako da je tvrdenje
pod E netacno.
8. B,E

Dati red je brojni red sa opStim ¢lanom 4, =
kriterijum za konvergenciju.

m > 0, tako da su primenljivi Dalamberov, KoSijev i Rabeov

Po Dalamberovom kriterijumu

1 5
2 n(24 2

lim 2+ = lim 2”1” = lim S lim 2+ ;) =1,
n—oo n—co TR n—oo 2n + 7 n—oo p (2 + E)

pa kriterijum ne daje odgovor o konvergenciji datog reda. Znaci, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenje pod A netacno.

Po Kosijevom kriterijumu, koristeéi da je lim {/n =
n—oo

1
lim {/a, = lim —11m7:1,

\| 77— = lim
n—oo n—co 2n—|—5 1’l~>oo 1"/2714_ n—co ,,/ 2+ n—oo ” 2+ )

S

te kriterijum ne daje odgovor o konvergenciji datog reda. Dakle, tvrdenje pod C je netacno.

Po Rabeovom kriterijumu

2n+7 . 2n+7—-2n—>5 . 2 . 2
—1)=Ilmmn = limn = lim —— =1,
2n+5

lim n n —1)=Ilimn
n—eo \ Ap+1 oo n—o0 2n+5 n—eo 2n+5  nSe D %

pa kriterijum ne daje odgovor o konvergenciji datog reda. Znaci, tvrdenje pod E je tacno, a tvrdenje pod D netacno.
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9. A,E
Dati red je brojni red sa opsStim ¢lanom a, = 8" > 0, tako da su primenljivi Dalamberov, Kosijev i Rabeov
kriterijum za konvergenciju, ali Lajbnicov kriterijum nije.
Po Rabeovom kriterijumu
8" 7
lim n in —1)=limn|{——-1)=lmn|—=)=—-c0<1,
n—o0 Apg1 n—o0 gn+1 n—o0 8
pa red divergira.
Po Dalamberovom kriterijumu
A1 n+1
lim = = lim =8>1,
n—oo n—oo 8§
te red divergira.
Po KoSijevom kriterijumu
. " — . n/on —
Jim, Y = Jim V& =8> 1,
pa red divergira.
10. A
Dati red je funkcionalni red sa op§tim ¢lanom f,(x) = n(n_i—&l-x) Posto x € [0,00), |fu(x)| = m Brojni red
) ]11—2 konvergira, a brojni red }_ % divergira (na osnovu (3.3.3)). To znaci da se VajerStrasov kriterijum moZze
n=1 n=1
primeniti sa majorizacijom m < %, ali ne moZe sa majorizacijom m < %, tako da je tvrdenje pod A
tacno, a tvrdenja pod B i C su netacna.
Uslov da opsti ¢lan funkcionalnog reda tezi ka nuli ne daje informaciju o konvergenciji ili divergenciji tog reda,
tako da je tvrdenje pod D netacno.
Na osnovu tvrdenja pod A dati red apsolutno konvergira na intervalu [0, 00), a posto iz apsolutne konvergencije
sledi konvergencija, tvrdenje pod E je netacno.
Test 3.6
1. D 2.A,E 3.AC 4 AE 5 BE 6.CE 7.B,C 8 AD 9.C,D 10. B
Test 3.7
1. D,E 2.B,D 3.B,E 4 BE 5 CD 6.BC 7.A.D 8 A C 9.CE 10. A
Test 3.8
1. D,E 2.B,D 3.B,C 4CD 5 AJE 6.C 7. A,C 8. B 9. A,D 10. B,E
Test 3.9
1. B,E 2. AD 3 AE 4CD 5 AE 6BD 7.DE 8 BC 09.C 10. A, B
Test 3.10
1. AJE 2.B,D 3.A,C 4CD 5 BE 6 A 7. D,E 8 C,E 9.B,C 10. B,D
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3.4 Furijeovi redovi
Test 4.1

1. E
Tvrdenja pod A i B su netacna na osnovu definicije ortogonalnog niza funkcija, definicije 1.48.

Nizovi funkcija pod C i D nisu ortogonalni na [0, 27t] jer, na primer, za prve dve funkcije nizova vaZi da je

27T 27 5 27T 27T 5
/ cosx-2cosxdx:2/ cos“xdx >0 i / sinx~25inxdx:2/ sin“xdx > 0,
0 0 0 0

2

na osnovu teoreme 1.52 (podintegralne funkcije su neprekidne i nenegativne i, na primer, cos” 7t = 1 > 0, odnosno

sin? £ =1 > 0).
Tvrdenje pod E je tacno jer je dati niz podniz ortogonalnog niza funkcija (1.3.12) zaa = 0.
2. C,D

Na osnovu ortogonalnosti niza funkcija 1, sin x, cos x, sin2x, cos 2x, ... na proizvoljnom intervalu duzine 27,
vrednost integrala pod C je nula.

Integrali pod B i E su razliciti od nule posto je niz funkcija Lﬂ = Si%, cos2x sindx

NV A

proizvoljnom intervalu duZine 277, a samim tim je ortonormiran na intervalima [7t, 37| i [277,471], pa je
37 [ cosx ')’ .47 [sinx\?
/ dx=11 / dx =1,
n L 2r \ /T

37 5 47T 5
/ cos“xdx =7 i / sin“ x dx = .
T 27

... ortonormiran na

a to implicira da je

Za integral pod A,

0

0
/ sinxdx = —cosx
—7T

= —(cos0—cos(—m)) =—(1+1) =-2.

—7T

U integralu pod D, smenom ¢ = 2x, odnosno dt = 2dx,

s 1 r2rm 1 2 1
/ costdxzi/ costdt = —sinx| = = (sin27 —sin0) =0.
0 0

2 0 2
3. D,E
Tacna su tvrdenja pod D i E.
cos (—nm) = (=1)""=(-1)", ali —cos(nm)=—(-1)",
pa je tvrdenje pod A netacno.
Posto je, na primer, sin 17” = 1, tvrdenje pod B je netacno.
Tvrdenje pod C je netacno jer je, na primer, cos 17" =0.
4. A,D

Funkcija f je data intervalom (0, 2). Posto je periodi¢na s osnovnim pe-
riodom 2, definisana je na skupu ... U (—2,0) U (0,2) U (2,4) U...,
tako da su tvrdenja pod C i E netacna.

f(=1) = f(=1+2) = f(1) =0,

te je tvrdenje pod D tacno.

Slika 3.4.1

Grafik funkcije f je prikazan naslici 3.4.1. Posto je simetri¢an u odnosu na y-osu, funkcija f je parna, pa je tvrdenje
pod A tacno, a tvrdenje pod B netacno.



176

GLAVA 3. RESENJA TESTOVA

5. B,C

U pitanju su integrali sa simetricnom oblaS¢u integracije, pa se moZe iskoristiti ¢injenica da je integal neparne
funkcije na simetri¢cnom integralu jednak nuli (teorema 1.50). Podintegralne funkcije integrala pod B i C su neparne
jer su proizvod parnog polinoma i sinusne funkcije koja je neparna. Podintegralna funkcija integrala pod A je parna
jer je proizvod dve neparne funkcije (sinusne funkcije) i jedne parne funkcije (kosinusne funkcije). Podintegralna
funkcija integrala pod D nije ni parna ni neparna jer funkcija f(x) = x + 1 nije ni parna ni neparna. Podintegralna
funkcija integrala pod E je parna jer je proizvod parnog polinoma i kosinusne funkcije koja je parna.

Na osnovu teoreme 1.52, integral pod A je pozitivan jer mu je podintegralna funkcija neprekidna i nenegativna
(sinx > 0icosx >0zax € [-1,1]), alije

5 T T V3

. 1
sm gCOSg—Z’7>O.

3 3 3 3
/ (x—l—l)sinxdxz/ xsinxdx—l—/ sinxdx:/ xsinxdx > 0
_3 -3 -3 -3

jer je podintegralna funkcija neprekidna, nenegativna (x <0Oisinx <0zax € [-3,0)ix >0isinx > 0za

x € (0,3]) i, na primer,
Tsinf="50
2 2 2 '

Posto za x € [—1,1] vazi da je (x> +1)cosx > cos1 (jer jex?+1 > 1icosx > cosl na posmatranom

intervalu),
1 1 1
/ (x2+1)cosxdx2/ cosldx =cosl-[x]| =2cosl>0.
-1 -1 .

C

Funkcija f je definisana na skupu (—1,—%) U (—3,3) U (3,1), pa je njen Furijeov red

N|—=

%0 + E (ay cosnmx + b, sinnmx) .

—_

To znaci da su tvrdenja pod A, D i1 E netacna.

Posto je f(—x) = f(x), funkcija f je parna, te se razvijanjem funkcije f u Furijeov red dobija red kosinusa (na
osnovu teoreme 1.56), pa je tvrdenje pod B netacno.

Parnost funkcije f daje i da je

1
=1,

aO:1/_llf(x)dx:2/01f(x)dx:2/;dx:2x

1
2
azan € N,

1 r1 -1 1 2 nm
a, = f/ f(x)cosnnxdx:2/ f(x)cosnnxdx:2/ cosnnxdx:—/ costdt =
1/ 0 ! nr Juzx

sinnt —sin— | = ——— sin —
2 nrw 27

"9 ( n7r) 2 nri
nr

2 .
= — sint
nri

nr
2
pri éemu je primenjena smena t = n7rx, odnosno dt = nrt dx. Znaci, tvrdenje pod C je tatno.

A, B

Funkcija f; je neparna, a funkcije f3, f4 i f5 su parne, tako da, na osnovu teoreme 1.56, razvijanjem funkcije f1 u
Furijeov red dobija se red sinusa, a razvijanjem funkcija f3, f4 i f5 red kosinusa. Funkcija f, se moZe prosiriti u
neparnu funkciju definisanu na intervalu (—2,2), a razvijanjem te proSirene funkcije u Furijeov red dobija se red
sinusa.



3.4. FURIJEOVI REDOVI 177

8. B,E

Posto je u pitanju interval duZine 37z, Furijeov red je

a ad 2nx . 2nx
?0 +n;1 <ancos3 +bns1n3>

s koeficijentima

4 4

=3 (cos4m —cosm) = —=—,

2 4 2 4m 2
ap = — (x)dx / sinxdx = e [— cos x] ) py

~3n /x T 31 Jx

2 am 2nx _ 2 (47 . 2nx
gn:E : f(x)cosde i bn:%/n f(x)sdex.

Znaci, tatna su tvrdenja pod B i E, a ostala su netacna.

9. A

U pitanju je interval duZine 7t, tako da se razvijanjem funkcije f u Furijeov red dobija

f(x) = EO + Y _ (a, cos 2nx + by, sin 2nx)

n=1

s koeficijentima

2 [ 2 [ 2 [
ay = —/ f(x)dx, a, = —/ f(x)cos2nxdx i b, = —/ f(x)sin2nxdx, n € N.
7T Jo 7T Jo 7T Jo

To znaci da je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenja pod B i C netacna.

Primenivsi smenu f = 2nx, odnosno dt = 2n dx,

2 1 T 2 2n At 2nrt dt
a, = — / cosandx+/ 2cos2nxdx | = — / cost— +2 cost — | =
7T \Jo 1 T \Jo 2n Jon 2n

1 on onnt 2n 2nm
= </ costdt+2 costdt> = [sint} =
nrt 0 2n nrt 2n

+2 { sin t]
sin2n
tako da se razvijanjem funkcije f u Furijeov red ne moZe dobiti red sinusa, pa je tvrdenje pod D neta¢no.

|~

0

1
= — (sin2n —sin0 + 2 (sin2nm —sin2n)) = — ,
nrm nm

Posto je

2 1 T 2 21 dt 2nmw di’
b, = — / sin2nxdx+/ 2sin2nxdx | = — / sint — +2 sint — | =
7T \Jo 1 T \Jo 2n 2n 2n

1 m 0T 1 2n 2nrm
= </ sintdt+2 sintdt> = — {—cost} } =
nt \Jo 2n nrt 2n
__cos 2n—1

+2{—cost
1 1 m
= —— (cos2n — cos 0+ 2 (cos2nm —cos2n)) = —— (—cos2n —1+2(-1)") = ————,
nrm nrm

0
nm
razvijanjem funkcije f u Furijeov red se ne moZze dobiti ni red kosinusa, te je tvrdenje pod E netacno.

10. B,D
U pitanju je interval duZine 4, tako da je tacno tvrdenje pod B, a tvrdenja pod A i C su netacna.

Funkcija f je neparna, pa je, na osnovu teoreme 1.56, tvrdenje pod D ta¢no i tvrdenje pod E neta¢no.
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Test 4.2

1. B,D

Na osnovu ortogonalnosti niza funkcija 1, sin x, cos x, sin 2x, cos 2x, ... na proizvoljnom intervalu duZine 27,
tvrdenje pod E je netacno.

Tvrdenja pod A i C su netacna, a tvrdenje pod B ta¢no jer primenom smene t = 3x, gde je df = 3dx,
1 1 1
/sin3xdx = 3 /sintdt = —gcost—i—C = —§c053x—|— C,CeR,

paje
& 1 1 2

m 1
/0 sin3xdx = -3 cos3x| = -3 (cos3m — cos0) = -3 (-1-1) = 3

0

1 1 1
/3 sin3xdx = —z cos3x| = — (cos2mr —cos0) =—=(1—-1)=0.
0 3 3 3

0
Primenivsi istu smenu,

2

27

3 1 27 1 . 1 . .
/ cos3xdx:—/ costdt = —sint| = = (sin2mw —sin0) =0,
0 3.Jo 3

3

0
te je tvrdenje pod D tacno.

2. C,E

Posto je oblast integracije datih integrala simetrican interval, a podintegralne funkcije su neprekidne, neparnost
podintegralne funkcije obezbeduje da je vrednost integrala nula (na osnovu teoreme 1.50). Stoga se za integral pod
E moZe iskoristiti da je funkcija f(x) = sin 3x neparna, a funkcija f1(x) = x?°'8 41 parna, pa je proizvod te dve
funkcije neparna funkcija, odnosno, tvrdenje pod E je tacno.

Za integral pod C vazi da je

/§ (x+1)cos3xdx = /3

T
3

xcos3xdx+/ cos3x dx,

@3

T
3

EE

pa je integral u prvom sabirku jednak nuli posto je podintegralna funkcija neparna (funkcija ¢(x) = x je neparna,
a funkcija h(x) = cos 3x parna). Integral u drugom sabirku je takode nula. Naime,

s

5 1 [m 1
/3 cos3xdx = 7/ costdt = —sint
_z 3 3

-7

== (sint —sin(—7m)) =0,
. 3
pri ¢emu je upotrebljena smena t = 3x, gde je df = 3 dx. Dakle, tvrdenje pod C je ta¢no.

Funkcija f(x) = sin3x je pozitivna za x € (0, 5] i negativna za x € [—%,0), pa su podintegralne funkcije

integrala pod A i D pozitivne za svako x € [—%,0) U (0, §]. Stoga, na osnovu teoreme 1.52, vaZzi da su i integrali
pod A i D pozitivni, pa su tvrdenja pod A i D netacna.

Na osnovu teoreme 1.52 je i tvrdenje pod B netaéno jer je x> > 0icos3x +2 > 1 > 0, a, naprimer zax = 1 je
podintegralna funkcija pozitivna.

3.E
Na osnovu grafika funkcije f, prikazanog na slici 3.4.2, funkcija f je parna, pa se
njenim razvijanjem u Furijeov red dobija red kosinusa (teorema 1.56), §to znaci da je
tvrdenje pod E tacno, a tvrdenje pod B netacno.
Posto je funkcija f data intervalom (—7t, 77), Furijeovi koeficijenti su

1 T 1 0 T
an:E/ f(x)cosnxdxz(/ xcosnxdx—/ xcosnxdx),
- 0

T -
1 /= 1 0 - '
b, = —/ f(x)sinnxdx = — (/ x sinnx dx —/ x sinnx dx> , Slika 3.4.2
) n Tz \J . A

tako da su tvrdenja pod A, C i D netacna.
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10.

. AC

Funkcija f nema tacke prekida u intervalu (0, 77), tako da je tvrdenje pod A taéno, a tvrdenje pod B neta¢no.

Za svako xo € (0, 71) se moZe povuéi tangenta na grafik funkcije f u tatki T (xo, f(xp)), osim za xg = 1, tako da
je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenja pod D i E netacna.

. A,D

2022 2023 su

Kosinusna funkcija i funkcija ¢(x) = x*”** su parne funkcije, a sinusna funkcija i funkcija h(x) = x
neparne. Posto je proizvod neparne i parne funkcije neparna funkcija, funkcije f1 i f4 su neparne. Proizvod dve
neparne funkcije, kao i proizvod dve parne funkcije, je parna funkcija, tako da su funkcije f» i f3 parne. Funkcija
f5 nije ni parna ni neparna.

. B,C

Tvrdenja pod B i C su tacna.
Tvrdenje pod A je netano jer je, na primer, sin 7t = 0 # (—1)%.
Kako je, na primer, cos 71 = 1 # 0, tvrdenje pod D je netacno.

Po tvrdenju pod E, za n = 1 se dobija da je cos 7 = —1, Sto je kontradikcija, tako da je i tvrdenje pod E netacno.

. B,E

Na osnovu teoreme 1.56, razvijanjem funkcije f u Furijeov red dobija se red sinusa, a razvijanjem funkcije g red
kosinusa, tako da je tvrdenje pod B ta¢no, a tvrdenja pod A i C neta¢na. Funkcija f - g je neparna, te se njenim
razvijanjem u Furijeov red dobija red sinusa, §to znaci da je tvrdenje pod E tacno, a tvrdenje pod D netacno.

A

Posto se funkcija f razvija u Furijeov red na intervalu (0,71],/ = 7 ia = 0 u trigonometrijskom redu 1.3.14 i
koeficijentima 1.3.15, 1.3.16 1 1.3.17, pa je tvrdenje pod A tacno, a ostala tvrdenja su netacna.

.CD

Funkcija f nije ni parna ni neparna jer nije definisana na simetri¢nom intervalu, tako da su tvrdenja pod A i B
netacna.

Tvrdenja pod C i D su ta¢na na osnovu teoreme 1.56.

Funkcija |f(x)| (&iji je grafik prikazan na slici 2.4.1) je po delovima neprekidno diferencijabilna na intervalu
[0, 7t] jer je neprekidno diferencijabilna na intervalima (0,1) i (1, 77). Pored toga, funkcija | f(x)| se moZe prosiriti
u periodi¢nu funkciju sa periodom 77, tako da se, na osnovu teoreme 1.55, funkcija | f(x)| moZe razviti u Furijeov
red, pa je tvrdenje pod E netacno.

A, D

Podintegralna funkcija integrala pod A je neprekidna i neparna jer je proizvod parne funkcije fi(x) = ‘x
neparne funkcije f»(x) = sin (2022x), pa je, na osnovu teoreme 1.50, tvrdenje pod A ta¢no.

2023‘ i

Posto je podintegralna funkcija integrala pod B neprekidna i nenegativna (jer je sinx > 0za x € [0, 7r] isinx < 0
zax € [—,0]), a, na primer, za x = 1 je pozitivna (sin1 > 0), teorema 1.52 daje da je i vrednost integrala
pozitivna. Dakle, tvrdenje pod B je netacno.

Analogno, podintegralna funkcija integrala pod C je neprekidna i nenegativna, ali pozitivna za x = 1, tako da je i
tvrdenje pod C netacno.

Parcijalnom integracijom sa
u=x, dv=cosxdx,

du = dx, v:/cosxdx:sinx,

dobija se da je
/xcosxdx:xsinx—/sinxdx:xsinx+cosx+C, CelR.
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Stoga,
7T
=sint+cost —cos0 = —2,

7T
/ xcosxdx = [xsinx-l—cosx}
0 0

s

T

2 . 2

/ xcosxdx = [xsmx—kcosx}
0

T cos T —cos0~ T 1
—25 5 COS2 COS—2 P

0

pa je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenje pod E netacno.

Test 4.3

1. B,E
Na osnovu definicije 1.48, tvrdenje pod A je netacno, a tvrdenje pod B tacno.
Posto je, na primer,

"I n 1 T
/ cosx-2cosxdx:/ (1+ cos2x) dx:[x—kzsian] =2 #0

—7T —7T

—TT

21

21 21 1
/ cosx-2cosxdx:/ (14 cos2x) dx = [x+2sin2x] =2 #0,
0 0

0

tvrdenja pod C i D su netacna.

Niz funkcija pod E je podniz ortogonalnog niza funkcija 1.3.12, tako da je tvrdenje pod E tacno.

2. AJE

n

Posto je kosinusna funkcija parna i cos (n71) = (—1)" za svaki prirodan broj n, tvrdenja pod A i E su talna, a

tvrdenja pod B i D neta¢na.
Tvrdenje pod C je netacno jer se, na primer, za n = 2 dobija da je —1 = 0, §to je kontradikcija.

3. D,E

Funkcija f je data intervalom [—1,1). Posto je periodi¢na s osnovnim
periodom 2, definisana je na skupu IR, tako da je tvrdenje pod C netacno.
Grafik funkcije f, koji je prikazan na slici 3.4.3, nije simetri¢an u odnosu
na y-osu, niti je osno simetrican u odnosu na koordinatni pocetak. To
znaci da su tvrdenja pod A i B netacna.

f)=f(=1+2) = f(-1) =11 f(2) = f(2-2) = f(0) =0,

te su tvrdenja pod D i E ta¢na.

4. B,C
Posto je ¢®* > 0icosx > 0za svako x € [—1,1], i integral pod A je pozitivan, tako da je tvrdenje pod A neta¢no.

Koristedi da je integral neparne funkcije na simetricnom intervalu jednak nuli, tvrdenja pod B i C su ta¢na. Naime,
funcija f(x) = x15 i sinusna funkcija su neparne, a kosinusna funkcija i funcija flx) = x* + 1 parne.

Podintegralna funkcija integrala pod D je neprekidna i nenegativna (jer je sinx > 0za x € [0,7t] i sinx < 0 za
x € [—7,0]), a, na primer, za x = 1 je pozitivna (sin1 > 0). Na osnovu teoreme 1.52, i vrednost integrala pod D
je pozitivna, tako da je tvrdenje pod D netacno.

Posto je x> —1 < 0icosx > 0 za svako x € [—1,1], podintegralna funkcija integrala pod E je neprekidna i
nepozitivna. Na primer, za x = 0, ta podintegralna funkcija je —cos0 = —1 < 0, tako da teorema 1.52 implicira
da je i integral pod E negativan, odnosno da je tvrdenje pod E netacno.



3.4. FURIJEOVI REDOVI 181

5. A,D

Ortonormiranost niza funkcija 1.3.13 na intervalu duZine 27t implicira da je

27 c0g? 27 2 T ain2 T/ 2
/ cos xdx:/ (cosx> gy —1i / sin’ xdx:/ <s1nx> dx=1,
0 T 0 VT —r T —r \ /7

tako da su tvrdenja pod A i D tacna.

Ortogonalnost niza funkcija 1.3.12 na intervalu duzine 27t daje da je

3
/ sinxcos2xdx =0,

T
te je tvrdenje pod C netacno.

Smenom { = sin x, gde je dt = cos x dx,

0 0
/ sinxcosxdx:/ tdt =0,
0

—TT

te je tvrdenje pod B netacno.

T

T
/ cosxdx =sinx| =sin7t—sin0 =0,
0

0

pa je tvrdenje pod E netacno.

6. A

Funkcija f je neparna, tako da se njenim razvijanjem u Furijeov red dobija red sinusa (teorema 1.56), pa su tvrdenja
pod C i E netacna.

U pitanju je razvijanje u Furijeov red na intervalu (—%, %), te je Il = % u trigonometrijskom redu 1.3.14. To
implicira da su tvrdenja pod B i D netacna.

Tvrdenje pod A je tacno jer je Furijeov koeficijent

nmr nrt

. 2
sintdt = 7[—C05t}
nr 0

1 1
b, = 2/2 f(x)sin2nmxdx = 4/2 sin2nmtx dx = 2/
_% 0 nrt Jo

2 2
= — (- 0 = — (— —1 n 1 ,
nn( cos 7t + cos 0) nn( (=D)"+1)

primenivsi parnost podintegralne funkcije i smenu ¢ = 2n7rx.
7. B,D

Osnovni period funkcije f je 4, tako da je I = 2 u trigonometrijskom redu 1.3.14, pa su tvrdenja pod A i C netacna,
a tvrdenje pod B tacno. Furijeovi koeficijenti su:

6
=38

1 6 1 6 1,
ao—i/zf(x)dx—i/z xdx—ix X

i,zan € N,
1 nmx 1 r6 nmx
a, = 5/2 f(x)cosde ib,= 5/2 f(x)sianx,
te je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenje pod E netacno.
8. B,C,D

Na osnovu teoreme 1.56, Furijeov red funkcije f3 je red kosinusa, a funkcija f1 i f5 red sinusa. Funkcije f> i f4 se
mogu prosiriti u parnu funkciju, pa samim tim i razviti u red kosinusa.

9. C,E
U pitanju je interval duZine 2, tako da je tacno tvrdenje pod C, a tvrdenja pod A i B su netacna.

Funkcija f je parna, pa je, na osnovu teoreme 1.56, tvrdenje pod D neta¢no i tvrdenje pod E ta¢no.
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10. C

Osnovni period funkcije f je 27, tako da je I = 77 u trigonometrijskom redu 1.3.14, a Furijeovi koeficijenti su:

1 /7 1 rm 1 rr
ay = —/ f(x)dx, a, = —/ f(x)cosnxdx i b, = —/ f(x)sinnxdx, n € NN.
T J—7 T J—m TJ-m

Test 4.4

1. B,E
Kosinusna funkcija je parna, tako da je i funkcija f1 parna.

Posto je i stepena funkcija sa parnim izloZiocem parna funkcija, a sinusna funkcija i stepena funkcija sa neparnim
izloZiocem su neparne funkcije, osobine da je proizvod parne i neparne funkcije neparna funkcija i proizvod dve
parne ili dve neparne funkcije je parna funkcija daju da su funkcije f> i f5 neparne, a funkcija f4 parna.

Domen funkcije f3 nije simetri¢an interval, tako da funkcija f3 nije ni parna ni neparna.
2. AE

Funkcija f je data intervalom [—3, —1]. Posto je periodi¢na s osnovnim
periodom 2, definisana je na skupu IR, tako da je tvrdenje pod C netacno.
Grafik funkcije f, koji je prikazan na slici 3.4.4, je simetri¢an u odnosu
na y-osu, te je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenje pod B netacno.

tvrdenje pod D je netacno, a tvrdenje pod E tacno jer je

F0)=f(0-2) = f(-2) =0, f(-3)=11 f(-1) =1

3. A,C

Za integrale pod A i C vaZi da im je oblast integracije simetri¢an interval, a podintegralna funkcija neprekidna i
neparna funkcija (jer je proizvod parne i neparne funkcije), tako da je, na osnovu teoreme 1.50, njihova vrednost
jednaka nuli.

Podintegralna funkcija integrala pod B je neprekidna i nepozitivna jer za x € [—37”, 37”] vazidajex —5 < 01i

3 € [— F %] ,paje cos 3 > 0.S obzirom na to da je, na primer, vrednost podintegralne funkcije u nuli negativna
(—=5cos0 = —5 < 0), teorema 1.52 implicira da je i vrednost integrala pod B negativna.

v . . . v g _uz .
Posto je eksponencijalna funkcija monotono rastuca, za svako x € [—%, %} vazidajee*™ > e~ ,paje

T
/3

Sledi da cos 3 =~ —0.98999 daje da je vrednost integrala pod D negativna.

Kakoje x2 > 0icos5x+1>0zax € [—%”, 57”], a, na primer, 12 - (cos (5-1) + 1) ~ 1.28366 > 0 vrednost

integrala pod E je pozitivna (na osnovu teoreme 1.52).
4. B,D

Data funkcija je po delovima neprekidno diferencijabilna na intervalu (0, 77) i moZe se proSiriti u periodi¢nu
funkciju s osnovnim periodom 7, tako da se, na osnovu teoreme 1.55, moZe razviti u Furijeov red. Znaci, tvrdenje
pod B je tacno, a tvrdenje pod A netacno.

T
3 2 2
e dx > / e’ s dxze’T{x}

s
3

S

Data funkcija se moZe pro§iriti u parnu, odnosno neparnu funkciju na intervalu (—7t, 77), a samim tim se moze
razviti u red kosinusa, odnosno red sinusa (na osnovu teoreme 1.56). Dakle, tvrdenje pod D je tac¢no, a tvrdenja
pod C i E su neta¢na.

5. B,E

sin (—nm) =0, cosnm = (—=1)", cos0=1, cos(—nm)=(-1)"= ((—1)71)11 =(-1)"
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6. C,D

U pitanju je Furijeov red funkcije definisane na intervalu (—2,2), tako da je I = 2 u trigonometrijskom redu 1.3.14
sa koeficijentima:

a0:;/22|x|dx:/02xdx: [x]

primenivsi da je data funkcija parna i teoremu 1.51.

2

0—2 an—z/ ]x|cos—dx1b 2/ |x| sin Zxdx,nelN,

7. C,E

Neka susa b, i = 1,2,...,n,n € IN, oznaeni koeficijent u sinusnim &lanovima Furijeovog reda funkcije f;,
i=1,2,...,5. Za funkciju f4 vazi da je

[ —-x, —xe(-1,0] [ —-x, x€][0,1)
f4(_x)_{ x, —xe(0,1) _{ e (~1,0) ~ A

tako da je parna, pa je b = 0.

1 /0 2 0 1 27 2 r2n
bl = = 2sinnxdx:—/ sinnxdx, bfl:—/ (—2)sinnxdx:——/ sinnx dx,
T2 TJ-2m T Jo 7T Jo
1 0 T 0 1
b == (/ sinnxdx—/ sinnxdx) , b :/ sin nmx dx —/ sinnrmxdx,
T\J-n 0 -1 0
Sto sa . .
/sinnxdx = —Ecosnx—FC i /sinnmcdx = —Ecosnnx—l—C, CeR,
daje da je
2 1 2
b == [ = osnx] = —— (cos0 —cos (—2nm)) = —— (1 — (=1)"?") =0,
T n Con n nr
27
2 l 2 2
b= -= cosnx] = — (cos2nm —cos0) = — ((—1)*" —1) =0,
| on 0 nr nrm
s 1] 1 0 1 T 1
b, = — - osnx + | = cosnx = — (—cos0 + cos (—nm) + cosnmt — cos0) =
n\| n o n 0 nr
2 n
= E(cosnn—cosO) —((-D)"=1),

=[]+ ]
b, = |———cosnmx + | — cosnmx
nr 4 nr

= (—cos 0+ cos (—n7) 4 cos nt — cos0) =

= Z (-1 -1),

nrt
8. A,D

Na osnovu teoreme 1.54, tvrdenje pod A je tacno, a Furijeov red funkcije definisane na intervalu [0, 1), odnosno
[0, 7t], redom ima oblik

nrix . nmx ao i nix . nmx
dy COS —— + b, sin —1 | odnosno — + Z a, cos — + b, sin —— |,
2 > 2= T T

ap i
2t L

n=1

tako da su tvrdenja pod B i C netacna.

Na osnovu definicije 1.48, tvrdenje pod D je ta¢no, a tvrdenje pod E netacno.
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9.

10.

C,D

Posto su oblasti integracija datih funkcija intervali duzine 27t, na osnovu ortogonalnog niza funkcija 1.3.12,
tvrdenja pod C i D su tacna, a tvrdenje pod E netacno. Na osnovu normiranog niza funkcija 1.3.13,

7T 7T 2 7T 7T 1 2
/ cos?2020x dx = 71/ <cosZO20x) dx =7 1 / sin? 2020x dx = 7r/ <s1r12020x> dx =,
-7 -7 \/E -7 -7 \/E

te su tvrdenja pod A i B netacna.
B

Funkcija f se razvija u Furijeov red na intervalu (—7t, 77), tako da je

[ee]

f(x) ==+ ) (aycosnx + b, sinnx),

n=1

gde je

ay = :[/if(x)dx:}r/ondx:i{x}

1 rm 1 /0
a, = —/ f(x)cosnxdx = —/ cosnxdx =
w)n ) n

0
-1,

—TT

1 /0 0

nrit J—-nm
1 0

nit J—-nm

=0,
—nrm
0

17 .
costdt = — {smt]
nm

I+ (=1)
- nri

7

1 7 . 1 /0 . . 1
b, = —/ f(x)sinnxdx = —/ sinnxdx = sintdt = —[—cost}
mTJon TJon nrm

—nrt

koristeéi smenu t = nx, dt = ndx. Znadi, tvrdenje pod B je tatno, a ostala tvrdenja su netacna.

Test 4.5

1.

A, C

Oblasti integracije datih integrala su intervali duZine 277, tako da na osnovu ortogonalnosti niza funkcija 1.3.12
sledi da je tvrdenje pod A tacno, a da su tvrdenja pod B, D i E netacna. Tvrdenje pod C je tacno na osnovu
normiranosti niza funkcija 1.3.13.

C,E

Koristeéi simetri¢nost oblasti integracije i neprekidnost i neparnost podintegralne funkcije, vrednost integrala pod
A i B je nula (na osnovu teoreme 1.50).

Posto je cos5 ~ 0.28366, podintegralna funkcija integrala pod C je nenegativna. Pored toga, podintegralna fun-
kcija je neprekidna i pozitivna je za x = 1, tako da teorema 1.52 daje da je i integral pozitivan.

Vrednost integrala pod D je nula na osnovu ortogonalnosti niza funkcija 1.3.12 na intervalu [—27t, 0].

Zasvako x € [—Z,Z] vazidaje (1 — x*) cos3x > (1 — (%)4) cos 3% > 0, tako da teorema 1.52 daje da je i
integral pod E pozitivan.

. AE

Na osnovu teoreme 1.55, tvrdenje pod A je tacno, a tvrdenje pod B netacno.
Na osnovu definicije normiranog niza funkcija, tvrdenja pod C i D su netacna, a tvrdenje pod E je tacno.
B,E

Funkcija f je data intervalom [2,4). Posto je periodi¢na s osnovnim periodom 2, definisana je na skupu realnih
brojeva, tako da je tvrdenje pod A netacno.

Periodi¢nost funkcije f s osnovnim periodom 2 obezbeduje da vazi da je f(x + 2k) = f(x) za svako k € Z, te je
tvrdenje pod B tacno, a tvrdenje pod C netacno.

Tvrdenje pod D je netacno, a tvrdenje pod E tacno jer je

f() =f(=1+4)=fB)=21i f(1) = f(1+2) = f(3) =2
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5.D
Za tvrdenje pod A,
2[5 2[5 >
=z d :f/ sdx=2[x| =6
5/of1(x) T Mz
Za tvrdenje pod B,
1 3 1 8 271 1]
—g/_3f2(x)dx:§/0 de:?)[x}ozz
Za tvrdenje pod C,
1 4 2 4 272 4
aozf/f3(x)dx:/ xdx+/ dx:[x] —|—[x] =4.
2 Jo 0 2 21 »
Za tvrdenje pod D, koristeéi teoremu 1.51 jer je funkcija f4 parna,
1 /8 1 8 1 8 17227
_1 d:f/ dzf/d:ff —8.
s | = [ awd= g [Cxn 4[2]0
Za tvrdenje pod E,
1 /5 1 /5 143 50
= d:,/ 2dx = = | = =,
5[5f5(x) 75 75x * 5[3] 5 3
6. C,E

Funkcija f se razvija u Furijeov red na intervalu (—7t, 77), tako da je

f(x):%%—Z(ancosnx%—bnsinnx),
n=1
gde je
1 1 /7
:—/ f(x)cosnxdx, ibn:—/ f(x)sinnxdx,
7T J -7 T J—7
a

1 1 (7 2 7 2 [x2]|"
aoz—/ f(x)dx:—/ ]x|dx:—/ xdx:[] =T,

TJ-n TJon T Jo T2 ]
pri ¢emu je iskoriS¢ena parnost funkcije f. Dakle, tvrdenje pod C je tacno, a tvrdenja pod A i B su neta¢na. Parnost
funkcije f, na osnovu teoreme 1.56, daje da je tvrdenje pod E ta¢no, a tvrdenje pod D neta¢no.

7. B,D

Funkcija f se razvija u Furijeov red na intervalu [—2, 2], tako da je

N\O

i_o: (an cos + b, sin nT71x>

gde je
1 /2 1 (2 nrx 1 /2 . nmx
_E/_Zf(x)dx, an—i/_zf(x)cosde, bn—i/_zf(x)sdex,

tako da je tvrdenje pod B tacno, a tvrdenja pod A i C netacna.

Posto je funkcija f neparna, na osnovu teoreme 1.56, tvrdenje pod D je ta¢no, a tvrdenje pod E netacno.
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8. A, B
1

Na osnovu teoreme 1.55, tvrdenje pod A je tatno, aredom za x = 0, x = 1, x = 5 i x = 2 dobija se:

f(0) = % + nil 451;7_1[211 cos0 = % + ’i 47(1;7271,

)= 5 L o= 5 L (0 =4 R
f (;) = % + nf:l 45;7_[37[ cos %,

f(2) = % + ni_o:l 45;71371 cos2nm = % + ni; 45;7211,

te je tvrdenje pod B tacno, a tvrdenja pod C, D i E su netacna.

9. B,C
Tvrdenje pod A je netacno jer jednakost nije zadovoljena, na primer, za x = 4. Naime, f(4) =2,a2-4 —4 = 4.
Tvrdenja pod B i C su tacna jer je f(x) = 2x —4 zax € (2,3], odnosno f(x) =2zax € (1,2].

Posto je x € (4,5] ekvivalentno sa x — 2 € (2,3], periodi¢nost funkcije f i njena formula za interval (2, 3] daju
daje f(x) = f(x —2) =2(x —2) —4 =2x — 8 zax € (4,5]. Dakle, tvrdenja pod D i E su netaina.

10. A,D
1, n paran broj,

= (— n— i =
cos (nmr) = (—1) { "1, 1 neparanbroj, 5™ (nmr) =0,
. (T T T "
sin (E + nn) = sin o cosnm + cos o SINNTT = cos 7T = (=",

7T 7T LT .
Ccos E—Hfm :cosEcosnTH—smEsmnn:smnn:O.

Test 4.6

1. E 2.B,C 3.B,D 4 CD S5 CE 6.AD 7. B 8. D,E 9. A,C 10. A

Test 4.7

1. A,C 2.B,C 3.BD 4CD 5 ABEG6DE 7.AE 8 CE 9 A B 10. A,D

Test 4.8

1. D 2.B,C 3. A B 4 CE S5 BE 6.B,D 7.C,E 8 AC 9. AE 10. A,D

Test 4.9

1. A 2.B,.b 3.B,C 4 AD S5 DE 6.C,D 7.B,E 8 AE 9. CE 10 C

Test 4.10

1. B,C 2. A)E 3.B,E 4 AD 5 AB 6CD 7 E 8. B,D 9.C,D 10. A,C
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3.5 Numericka analiza
Test 5.1

1. D,E
Brojevi pod B i C se mogu iskljuciti jer imaju tri vazece cifre. Ostali brojevi imaju Cetiri vazZece cifre.
Posto je
|1.249830912 — 1.240| ~ 0.00983 > 1073,

1073 nije granica apsolutne greske priblizne vrednosti 1.240, te se broj pod A moZe iskljuéiti.
|1.249830912 — 1.250| ~ 0.00017 < 1073,

tako da je 10~ granica apsolutne greske priblizne vrednosti 1.250, te je tvrdenje pod D ta¢no.
Tvrdenje pod E je tacno jer je
1.249830912 — 1.249| ~ 0.00083 < 103,
pa je 1073 granica apsolutne greske priblizne vrednosti 1.249.
2. B,E

Posto su date vrednosti i njihove pribliZzne vrednosti zaokruZene na 4 decimale:

sin8 = 0.989358... ~ 0.9894, log, 24 = 4.584962... ~ 4.5850, cos1 = 0.540302... ~ 0.5403,

log% 24 = 7.8380451... ~ 7.8380, sin (—8) = —0.989358... ~ —0.989%4,

tvrdenja pod B i E su tacna, a ostala netacna.
3. B,D
Na osnovu definicije 1.58, tvrdenje pod A je netacno, a tvrdenje pod B je tacno.
Na osnovu definicije 1.57, tvrdenje pod C je netacno, a tvrdenje pod D je tacno.
Posto na osnovu definicije relativne greske pribliZznog broja x* broja x vaZzi da je
|X[AR(x") = Aa(x"),
a |x| mozZe biti i manje i veée od 1, ne moZe se odrediti odnos apsolutne i relativne greske, tako da je tvrdenje pod
E netacno.
4. A,D
Na osnovu definicije linearne interpolacije, tvrdenje pod A je netacno, a tvrdenje pod B je tacno.
Interpolacionom funkcijom funkcije f se aproksimira funkcija f, tako da su tvrdenja pod C i E netacna.
Tvrdenje pod D je tatno na osnovu teoreme 1.59.
5. A,B
Tvrdenje pod A predstavlja uslove interpolacije, tako da je tacno.

Na osnovu uslova interpolacije, grafik interpolacione funkcije prolazi kroz tacke ¢ije su apscise ¢vorovi interpola-
cije, a ordinate odgovarajuée vrednosti interpolirane funkcije u njima, pa je tvrdenje pod B tacno.

Uslovi interpolacije vaZe za ¢vorove interpolacije, a za ostale tacke intervala [xo, X,] ne moraju da vaZe, te je
tvrdenje pod C netacno.

Na osnovu baznih funkcija polinomne interpolacije, interpolacioni polinom sa 1 + 1 ¢vorova interpolacije je poli-
nom n-tog stepena, tako da su tvrdenja pod D i E netacna.
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6. A,C
Posto je dato da je f(0) = 21 f(1) = 1, &vorovi integracije su xg = 0ix; = lizanjihvazidajeyo = f(xg) =2
iy; = f(x1) =1,pajen =1ih = x; — xo = 1. Primenom trapezne formule se dobija da je
h 1 3
I=TH == =-(241) =,
1=5W0t+y)=52+1) =7
tako da je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenje pod B netacno.
Simpsonova formula se ne moZe primeniti jer je # neparan broj, tako da je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenje pod D
netacno.
Da bi se formula desnih pravougaonika mogla primeniti, potrebna je vrednost f( % ), medutim, ta vrednost nije
poznata, pa se ni formula desnih pravougaonika ne moze primeniti, te je tvrdenje pod E netacno.
7. A,E
Povrsina P je odredena krivama: y = f(x),x =1,x = 3iy = 0, tako da je
3
P= / f(x)dx.
1
Dato jedaje f(1) =1, f(2) = 21i f(3) = 1, pa se trapezna formula, formula levih pravougaonika i Simpsonova
formula mogu primeniti sa ¢vorovima integracije: xo = 1, x; = 2ix; = 3,takodajeyo = f(xg) = 1,
y1=f(x1) =2,y2=f(x2) =1,m=21ih = x; —xo = x, — x1 = 1. Primenom trapezne formule se dobija da
je
h 1
a primenom formule levih pravougaonika da je
P%LQIh(yo—i—]/l) :1-(1+2) =3,
tako da je T, = Lo, pa je tvrdenje pod D netacno.
Trapeznom formulom sa n = 2 se grafik funkcije f aproksimira izlomljenom linijom koja spaja tacke Ty (xo, Yo).
Ti(x1,y1) i Ta(x2, y2). Posto je krivay = 2 — |x — 2| izlomljena linijai vazidajey; =2 — |x; —2| zai = 0,1, 2,
kriva y = 2 — |x — 2| je aproksimacija grafika funkcije f u trapeznoj formuli, pa je tvrdenje pod A ta¢no.
Simpsonovom formulom sa n = 2 se grafik funkcije f aproksimira parabolom koja prolazi kroz tacke Tp(xo, yo),
Ti(x1,y1) i Ta(x2,y2). Posto je krivay = 2 — (x — 2)? parabola i vazi daje y; = 2 — (x; —2)? zai = 0,1,2,
parabolay =2 — (x — 2)? je aproksimacija grafika funkcije f u Simpsonovoj formuli, pa je tvrdenje pod E ta¢no.
Formula srednjih pravougaonika se moZe primeniti sa datim vrednostima uzimajué¢idajen =1, xg = 1, x; = 3,
vo = f(x0) = Liyr = f(x1) = 1 jer je tako *F*1 = 2, pa je poznat i podatak f(*23*1). U tom slucaju se
veli¢ina P aproksimira povrSinom jednog pravougaonika. To znaci da su tvrdenja pod B i C netacna.
8. B,C

Neka je f(x) = 3% +2x — 2. Odgovor se moze dobiti lokalizacijom reSenja jedna-
¢ine f(x) = 0. Tada se grafi¢ka lokalizacija moZe sprovesti pomocu funkcija g i h
za koje vazi da je f(x) = g(x) — h(x). Na slici 3.5.1 su prikazani grafici funkcija
g(x) =3%ih(x) =2 —2x. Posto se krive y = g(x) i y = h(x) seku u jednoj tacki,
a apscisa te ta¢ke se nalazi u intervalu (0, 1), tvrdenja pod A i E su neta¢na.

Na osnovu teoreme 1.67 i da je

£(0.3) ~ —0.00961 < 0 i £(0.4) = 0.35185 > 0,

y:&(&// y=h(x)

jednadina ima reSenje u intervalu [0.3,0.4], te je tvrdenje pod B ta¢no. Posto jedna- ~1 ] x
¢ina ima reSenje u intervalu [0.3,0.4], a [0.3,0.4] C [—0.5,0.5], to reSenje se nalazi \

i uintervalu [—0.5,0.5], pa je i tvrdenje pod C ta¢no.

Posto su intervali [0.3,0.4] i [0.5,1.5] disjunktni, data jednacina ima jedno reSenje i
reSenje se nalazi u intervalu [0.3,0.4], u intervalu [0.5,1.5] se ne nalazi reSenje, tako
da je tvrdenje pod D netacno.

Slika 3.5.1



3.5. NUMERICKA ANALIZA

189

9.

10.

C,D

Broj resenja jednacine f(x) = 0 se moZe utvrditi grafi¢kom lokalizacijom reSenja,
crtajuéi grafike funkcija g i h za koje vazi da je f(x) = g(x) — h(x) i odredivsi broj
ta¢aka u kojima se seku krive y = g(x) iy = h(x).

Na osnovu grafika krivih y = log, xiy = x3, slika 3.5.2, jednacina log, x — =0
nema resenje, tako da je tvrdenje pod A netacno.

Tvrdenje pod B je netacno jer na osnovu grafika krivih y = Inx i y = cos x, slika
3.5.3, jednacina In x — cos x = 0 ima jedno resenje.

Na osnovu grafika krivih y = e* i y = cos x, slika 3.5.4, jednacina e* — cosx = 0
ima beskonacno mnogo resenja, pa je tvrdenje pod C tacno.

Na osnovu grafika krivih y = log, x i y = 2%, slika 3.5.5, jednacina log, x — 2% =
nema resenje, te je tvrdenje pod D tacno.

Tvrdenje pod E je netacno jer na osnovu grafika krivih y = e* iy = —log, x, slika
3.5.6, jednacina e* + log, x = 0 ima jedno resenje.

y=x’

A

0 X

Slika 3.5.2

Slika 3.5.3 Slika 3.5.4 Slika 3.5.5

C.E

1\\ '
y=-log,

Slika 3.5.6

Tvrdenje pod A je netacno jer je za primenu postupka polovljenja s poetnim aproksimacijama a i b potrebno da

vazidaje f(a)f(b) <O0.

Tvrdenje pod B je netacno jer se na osnovu informacije da je jednacina transcendenta ne moZe dobiti informacija

u kojem intervalu se nalazi reSenje jednacine.

Posto su zadovoljeni uslovi teoreme 1.67, u intervalu (a, b) postoji bar jedno resenje jednacine f(x) = 0. Pored
toga, nula funkcije f zadovoljava jednalinu f(x) = 0, tako da u intervalu (a, b) postoji bar jedna nula funkcije f,

te je tvrdenje pod C tacno.

Tvrdenje pod D je neta¢no jer, na primer, za f(x) = x°

F(-1)f(1) = -1 <0.

Tvrdenje pod E je teorema 1.67, tako da je tacno.

Test 5.2

1.

A,D
Posto je

f(2) = 3.6371897... ~ 3.637190,
zaokruzivanjem na 6 decimala, tvrdenje pod A je tacno, a tvrdenje pod B je netacno.

Zaokruzivanjem na 5 decimala,
f(2) =3.6371897... ~ 3.63719,

pa je apsolutna greska

Aa(3.63719) = |f(2) — 3.63719| ~ 2.92697 - 107 < 10~

tako da je tvrdenje pod C netacno.

vazi da se reSenje jednacine nalazi u intervalu [—1,1], a
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Relativna greska je
2) —3.63719
AR(3.63719) = /) @ 280473510 <107 < A4(3.63719),

pa je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenje pod E netacno.

2. A,E
Na osnovu teoreme 1.59, tvrdenje pod A je tacno.
Deteminanta pod B je determinanta sistema linearnih jednacina koji ¢ine uslovi interpolacije. Uslov da je deter-
minanta sistema jednaka nuli daje da sistem jednacina ima beskon¢no mnogo reSenja ili da nema nijedno reSenje,
tako da je tvrdenje pod B netacno.
Bazne funkcije interpolacione funkcije su linearno nezavisne, a funkcije ¢; pod C i D su liearno zavisne. Naime,
za funkcije pod C vaZzi da je ¢ = %4)0, a za funkcije pod D da je ¢pg = 2¢p1 — ¢». Znaci, tvrdenja pod Ci D su
netacna.
Funkcije pod E su bazne funkcije interpolacionog polinoma, tako da je tvrdenje pod E tacno.

3. B,C
Posto je n = 1, ¢vorovi interpolacije su: xo = 11 x7; = 2.
LagranZzov interpolacioni polinom funkcije f je

X — X1 X — Xo
Li(x) = f(xo) ——+f(x1) — == —f(1)(x =2) + f(2)(x = 1),
0— X1 X1 —Xo

tako da je tvrdenje pod B ta¢no. Vode¢i koeficijent LagranZovog interpolacionog polinoma je f(2) — f(1), a vodeéi
koeficijent polinoma pod A je m, tako da polinomi pod A i B nisu jednaki. Medutim, interpolacioni polinom
je jedinstven, pa je tvrdenje pod A netacno.
Uslovi interpolacije su F(1) = f(1) i F(2) = f(2), §toje ekvivalentnosa |F(1) — f(1)| = 01 |F(2) — f(2)| =0,
tako da je tvrdenje pod C tacno.
Za svaki ¢vor interpolacije x; vazi da je F(x;) = f(x;), odnosno da je F(x;) — f(x;) = 0, $to zna¢i da je tvrdenje
pod D netacno.
Tvrdenje pod E je netacno jer 3 ne pripada intervalu [1,2] na kojem je interpolirana funkcija f, tako da nepoznat
odnos veli¢ina F(3) i f(3).

4. B

Na osnovu teoreme 1.60 sa n = 3 vazi da je

max |0 (x)| max, |4 (x)|

|f(x) - L3(x)‘ < #(2— 1) = T

To znaci da je tvrdenje pod B tacno, a tvrdenje pod A netacno.

Za n = 3, ¢vorovi interpolacije su: xg = 1, x;1 = %, Xy = % i x3 = 2, tako da uslovi interpolacije daju da je

L3(1) = f(1) i L3(2) = f(2), paje tvrdenje pod C neta¢no.

Zan = 2, ¢vorovi interpolacije su: xg = 1, x; = 1.51 x» = 2. Na osnovu teoreme 1.60 sa x = 1.7, vazi da je

max_|f""(1.7)]

1F(1.7) = Ly(1.7)] < =X=2 |17 1] - |17 ~ 15] - [17 ~ 2| ~ 0.007 - max |f"(1.7)].

<x<2

3!

Posto je 0.0021 < 0.007 i 0.0035 < 0.007, tvrdenja pod D i E su netacna.
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5. CE

Za n = 2, &vorovi interpolacije su: xg = 1, xy = 1.51ix = 2sa f(x9) ~ 0.84147, f(x1) ~ 1.83252 i
F(x2) ~ 3.63719.

Po Simpsonovoj formuli funkcija g je kvadratna funkcija ¢iji grafik prolazi kroz tacke Ty (xo, f(x0)), T1 (x1, f(x1))
i T (x2, f(x2)). To znaci da je g(x0) = f(x0), g(x1) = f(x1) 1 g(x2) = f(x2). Medutim, uvritavanjem x u
funkciju ¢ pod A dobija se da je g(xo) =~ 0.01745, §to je razli¢ito od f(xp), pa je tvrdenje pod A neta¢no.

Po formuli desnih pravougaonika i formuli levih pravougaonika, redom je
X1), X &€ |Xo,X1), . Xo0), X &€ |Xo,X1),
st = { e rebonl gy f ) xelon)

f(x2), x € (x1,x), f(x1), x € [x1,x2],

tako da je tvrdenje pod B netacno, a tvrdenje pod C tacno.

Po trapeznoj formuli grafik funkcije g je izlomljena linija koja redom spaja tacke Ty (xo, f(x0)), T1 (%1, f(x1)) 1
Ty (x2, f (x2)), tako da je tvrdenje pod D neta¢no. Posto za funkciju g datu pod E vazi da je

g(x0) ~ 0.84147 ~ f(xp), g(x1) ~1.83252 =~ f(x1), g(x2) =~ 3.63719 ~ f(x2),

tvrdenje pod E je tacno.
6. B,D

Na osnovu teoreme 1.4.31,

(2— 1)k
180

 Mht

(2-1)° M,
M=o

_ < =
[I=Sul < 1804 Ma = 150,37

i |1-5,| <

gde je My = max,cy ) ’ f (4) (x) ‘ To znaci da su tvrdenja pod B i D tacna, a tvrdenje pod E je netacno.

oy BB . . i 4, . . T
Posto veli¢ine 21\5;[—840 i hg% mogu biti manje od veli¢ina Afgg i 1%—4”4, koje su granice apsolutne greSe priblizne
vrednosti intergala I dobijene Simpsonovom formulom, tvrdenja pod A i C su netacna.

7. A, C

Na osnovu teoreme 1.4.30, da bi apsolutna greska koja se dobija izracunavanjem I pomocu trapezne formule bila
manja od 10~* potrebno je da vazi

(2-1)°

I-T,| <=L " 1074,
odnosno 3.7696897
. —4
ST <1077,

odakle sledi da je n > 56.04827. Znaci, tvrdenja pod A i C su tacna, a tvrdenja pod B, D i E su netacna.
8. D,E
y

Da li funkcija F ima nule se moZe utvrditi proverom da li jednacina F(x) = 0 M
y=x—1
1

ima reSenje. Ta provera se moZe sprovesti grafickom lokalizacijom reSenja, crta-
juéi grafike funkcija G(x) = x —11i H(x) = sinx (jer za njih vaZi da je
F(x) = G(x) — H(x)) i utvrdivanjem da li postoji tataka u kojoj se krive y = G(x)
iy = H(x) seku. Na osnovu grafika, prikazanih na slici 3.5.7, jedna¢ina F(x) = 0
ima jedno reSenje i ono je intervalu [1, 7t], tako da je tvrdenje pod E tacno, a tvrdenje Slika 3.5.7
pod A netacno.

/x
— 1 T T
y=sin(x)

Da bi se postupak polovljenja mogao primeniti, u posmatranom intervalu mora da postoji reSenje. U intervalu
[—77,0] nema reSenja, te je netacno i tvrdenje pod B. Posto je F(1)F(2) ~ —0.84147 - 0.09070 < 0, teorema
1.67 daje da je reSenje u intervalu [1,2], a po$to jendacina F(x) = 0 ima jedno reSenje, to reSenje ne moZe biti i u
intervalu [2, 7t]. Znadi, tvrdenje pod D je taino, a tvrdenje pod C je netacno.
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9. A,B
Odrediti reSenje, odnosno koren, jednacine F(x) = 0 je ekvivalentno odredivanju nule funkcije F. Posto je funkcija
F neprekidna i vaZi da je F(a)F(b) < 0, postupak polovljenja je primenljiv. Znaci, tvrdenja pod A i B su ta¢na.
Postupkom secice se mogu odrediti i racionalni i iracionalni koreni jer su realni brojevi, tako da su tvrdenja pod C
i D netacna.
Tvrdenje pod E je netacno jer je fukcija F neprekidna, pa se postupak secice moZe primeniti na resavanje jednacine
F(x) =0.
10. C,D
Postupkom polovljenja je A1 = xp, a B| = x1, paje xp = @ = xOerxl Sto znaci da je tvrdenje pod C tacno, a
tvrdenja pod A i B su netacna.
Postupkom secice, xj je apscisa preseka x-ose i seice krive y = F(x) odredene tackama S(xx_p, F(xx_2)) i
T(xx_1,F(xx_1)), tako da je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenje pod E netacno.
Test 5.3
1. C,E
Tvrdenje pod A je netacno jer za ¢vorove interpolacije vaZi jednakost.
Za odredivanje interpolacione funkcije funkcije f potrebni su proizvoljni ¢vorovi interpolacije iz posmatranog
intervala i vrednosti funkcije f u tim tackama, stoga tvrdenje pod B je netacno, a tvrdenje pod C je tacno.
Tvrdenje pod D je neta¢no, a tvrdenje pod E je tacno jer su uslovi interpolacije L, (x;) = y;,i =0,1,...,n.
2. C,D
Tvrdenje pod C je tacno jer je definicija ekvidistantne podele, a samim tim je tacno i tvrdenje pod D, a ostala
tvrdenja su netacna.
3. AE
Slika 2.5.2 je prikaz povrSine koja odgovara aproksimaciji integrala I sa formulom srednjih pravougaonika, ali bez
podele intervala [a, b], tako da je tvrdenje pod A ta¢no, a tvrdenja pod C i D su neta¢na.
Slika 2.5.4 je prikaz povrSine koja odgovara aproksimaciji integrala I sa formulom desnih pravougaonika, deleci
interval [a, b] na dva jednaka dela, tako da je tvrdenje pod E tacno, a tvrdenje pod B netacno.
4. B, E
Formula levih pravougaonika sa podelom intervala [a, b] na dva jednaka dela nije prikazana ni na jednoj slici, tako
da je tvrdenje pod A netacno.
Trapezna formula sa podelom intervala [a, b] na dva jednaka dela odgovara slici 2.5.3, tako da je tvrdenje pod B
tacno, a tvrdenje pod C netacno.
Simpsonova formula sa podelom intervala [4,b] na dva jednaka dela odgovara slici 2.5.1, te je tvrdenje pod E
tacno, a tvrdenje pod D netacno.
5. A,D

P naslici 2.5.1 je ilustracija primene Simsonove formule sa dva jednaka podintervala, tako da, na osnovu teoreme
1.4.31,
My(b —a)®

(b—a)
[I=Pl< My= """ e50

180 - 24
pa je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenje pod B netacno.

P na slici 2.5.3 je ilustracija primene trapezne formule sa dva jednaka podintervala, tako da, na osnovu teoreme
1.4.30,
Mz(b — El)3

(b—a)’
—P|<
| - P| M, = TR

1222
pa je tvrdenje pod C netacno.
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10.

P na slici 2.5.2 je ilustracija primene formule srednjih pravougaonika jednim podintervalom, tako da, na osnovu
teoreme 1.4.26 1 (1.4.28),
Mz(b — El)s _ Mz(b — a)3

24-12 24 ’

| - P| <
pa je tvrdenje pod D tacno.

P naslici 2.5.4 je ilustracija primene formule desnih pravougaonika sa dva jednaka podintervala, tako da, na osnovu
teoreme 1.4.251 (1.4.27),

’I—P‘ < Ml(b —El)z _ M](b—a)2
- 2.2 4 ’
pa je tvrdenje pod E netacno.

. B,D

Nema restrikcije na primenu trapezne formule na ekvidistantnu podelu intervala, tako da je tvrdenje pod A netacno.

Simpsonova formula se moZe primeniti samo sa parnim brojem podintervala, a tada je broj ¢vorova integracije
neparan, tako da je tvrdenje pod B tacno, a tvrdenje pod C netacno.

Trapeznom formulom se aproksimira vrednost integrala, te je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenje pod E netacno.

. A

Funkcija f je neprekidna, tako da je postupak secice primenljiv s proizvoljnim pocetnim aproksimacijama. Znaci,
tvrdenje pod A je tacno, a tvrdenje pod B je netacno.

Njutnov postupak nije primenljiv jer funkcija f nije diferencijabilna, te su tvrdenja pod C i D netaCna.

Tvrdenje pod E je netatno jer je za primenu postupka polovljenja potrebno da vazi da je f(a) f(b) < 0.

. B,C
Neka je f(x) = logs x + x°. Posito je funkcija f nelinearna, jednacina f(x) = 0 je Y
nelinearna, tako da je tvrdenje pod C tacno.
Broj reSenja jednacine (2.5.1) se moze utvrditi grafickom lokalizacijom reSenja,
crtajuéi grafike funkcija g(x) = logyx i h(x) = —x® (jer za njih vazi da je 11 y=logyx
f(x) = g(x) — h(x)) i odredivsi broj tataka u kojima se seku krive y = g(x) i x
y = h(x). Na osnovu grafika, prikazanih na slici 3.5.8, jednadina (2.5.1) ima jedno -1
reSenje, tako da je tvrdenje pod B tacno, a tvrdenje pod A netacno. =—x
Posto je jednacina (2.5.1) ekvivalentna jednacini log, x = —x3, reSenje ¢ je apscisa
tacke preseka krivih y = logyx i y = —x3, $to znati da su tvrdenja pod D i E Slika 3.5.8
netacna.

. B,D

Neka je f(x) = log, x + x>. Funkcija f je neprekidna i
£(0.1) &~ —2.09490, £(0.5) ~ —0.50593, f(0.7) ~ 0.01834, f(0.74) ~ 0.13115, f(1) =1,

tako da na osnovu teoreme 1.67 vazi da je ¢ € (0.5,0.7). To implicira da i intervali [0.1,0.74] i [0.1, 1] sadrZe to
reSenje, tako da su tvrdenja pod D 1 B tacna. PoSto na osnovu graficke lokalizacije, slika 3.5.8, jednacina (2.5.1) ima
jedno reSenje, ¢ ne moze da bude u intervalima [0.1,0.5], [0.7,1] i [0.74, 1], pa su tvrdenja pod C, E i A neta¢na.

B,E

Posto je f(0.74426) - f(1) =~ 0.14341 -1 > 0, postupak polovljenja se ne moZe primeniti s po¢etnim aproksima-
cijama xg i x1, te je tvrdenje pod A netacno.

Posto je
f(x) = s 4328
xIn3 ’
po Njutnovom postupku
f(x1) 0.14341
=x1 — ~ 0.74426 — ————— ~ 0.69455,
2T 00) 2.88478

pa je tvrdenje pod B tacno, a tvrdenje pod C netacno.
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Po postupku secice

X0 — X1 1 —0.74426
S ~ 0.74426 — — 772014341 ~ 0.70144,
f(x0) — f(x1) flx) 1—0.14341

tako da je tvrdenje pod E tacno, a tvrdenje pod D netacno.

Xy = X1 —

Test 5.4

1. B,D

Posto su date vrednosti i njihove pribliZzne vrednosti zaokruzene na 5 decimala:
cos3m = —1, tg8 = —6.7997114... ~ —6.79971, >SN = 7.3890560... ~ 7.38906,
log,59 = —3.169925... &~ —3.16993, log; 9 = 1.3652123... =~ 1.36521,

tvrdenja pod B i D su tacna, a ostala netacna.

2. A C
PribliZzne vrednosti pod B, D i E redom imaju 7, 4 1 2 vazece cifre, tako da su tvrdenja pod B, D i E netacna.
Posto je zaokruZivanjem na 5 vaZecih cifara,

% — 166.83333... ~ 166.83, ¢ = 2.7182818... ~ 2.71828,

tvrdenja pod A i C su tacna.

3. C

Apsolutne greSke datih zaokruZenih vrednosti su:
3.13728721004 — 3.13| = 0.00728721004 > 1073, |1405.408347023 — 1405.41| = 0.001652977 > 102,

| —0.31546487678 4- 0.3154| = 0.00006487678 < 1073, |1.36521238897 — 1.36| = 0.00521238897 > 102,
| — 4.083470239145 + 4.08| = 0.003470239145 > 1073,

tako da samo za pribliznu vrednost —0.3154 vazi da joj je 102 granica apsolutne greske. Dakle, tvrdenje pod C je
tacno, a ostala tvrdenja su netacna.

4. B

Na osnovu definicije zapisa broja u decimalnom obliku sa pokretnom decimalnom tackom, tvrdenje pod B je tacno,
a tvrdenja pod A i C su netacna.

Na osnovu definicije 1.58, tvrdenja pod D i E su netacna.
5.A,D

Na osnovu definicije 1.4.22,

tako da je tvrdenje pod A tacno.

Na osnovu definicije 1.4.23,

tako da je tvrdenje pod B netacno.

Formula srednjih pravougaonika i Simpsonova formula se mogu primeniti na integral I samo ako je n parno, ali to
nije definisano, tako da su tvrdenja pod C i E netacna.

Na osnovu definicije 1.4.29, tvrdenje pod D je tacno.
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6.

10.

A E

Numeri¢kom integracijom se aproksimira odredeni integral, tako da je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenja pod B i C
su netacna.

Interpolacijom funkcije f na intervalu [a, b] se aproksimira funkcija f na tom intervalu, tako da je tvrdenje pod E
tacno, a tvrdenje pod D netacno.

.CD

Za odredivanje interpolacionog polinoma funkcije f nije potrebno da funkcija bude diferencijabilna, tako da je
tvrdenje pod A netacno.

Polinom pod C je Lagranzov interpolacioni polinom, tako da je tvrdenje pod C tacno. Pored toga, u pitanju je
polinom n-tog stepena, te je tvrdenje pod B netacno.

Interpolacioni polinom je linearna interpolaciona funkcija, a Lagranzov interpolacioni polinom je interpolacioni
polinom, pa je tvrdenje pod D tacno.

. E

Vrednost interpolacione funkcije u tatkama xo, X1, ..., X, je f(xo0), f(x1), ..., f(x,), te je tvrdenje pod E netatno.
Posto je P,(x) interpolacioni polinom funkcije f sa &vorovima interpolacije Xo, X1, ..., X, Py(x) zadovoljava

uslove interpolacije: P,(x;) = f(x;),i = 0,1,...,n, tako da je tvrdenje pod E taino, a tvrdenja pod A i D su
netacna.

fxf)” fx)dx = fxf)" P, (x) dx, te je tvrdenje pod C netacno.

Tvrdenje pod A je netacno jer je kriva y = P, (x) aproksimacija grafika funkcije f na intervalu [a, b].

. CE

Postupak polovljenja, Njutnov postupak i postupak secice su iterativni postupci za odredivanje pribliznog reSenja
jednacine f(x) = 0, tako da je tvrdenje pod C ta¢no, a tvrdenja pod A, B i D su neta¢na.

Tvrdenje pod E je tacno jer je navedeno iterativno pravilo Njutnovog postupka.

D,E

Broj reSenja jednacine f(x) = 0 se moZe utvrditi grafickom lokalizacijom reSenja, crta-

juéi grafike funkcija g i h za koje vazi da je f(x) = g(x) — h(x) i odredivsi broj tacaka

u kojima se seku krive y = ¢(x) iy = h(x). Y
Na osnovu grafika krivih y = 0.5* i y = 2 — x2, prikazanih na slici 3.5.9, jednac¢ina =0.5"
0.5% 4+ x> — 2 = 0 ima dva reSenja, tako da je tvrdenje pod A netaéno.

Tvrdenje pod B je neta¢no jer na osnovu grafika krivih y = sinx i y = x2, prikazanih

na slici 3.5.10, jedna¢ina sin x — x> = 0 ima dva resenja.

Na osnovu grafika krivih y = sinx i y = e*, prikazanih na slici 3.5.11, jednacina /_1 i \2 x

sin x — ¢* = 0 ima beskona¢no mnogo resenja, pa je tvrdenje pod C netacno.

Na osnovu grafika krivih y = cosx iy = x3, prikazanih na slici 3.5.12, jednadina
cos x — x> = 0 ima jedno reSenje, te je tvrdenje pod D tatno. Slika 3.5.9
Tvrdenje pod E je tacno jer na osnovu grafika krivih y = cosx i y = In x, prikazanih

na slici 3.5.13, jednacina cos x — In x = 0 ima jedno reSenje.

=sinx .
X\ 1 y=sinx
A1 ™~ Y —M 1
Slika 3.5.10 Slika 3.5.11 Slika 3.5.12 Slika 3.5.13
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Test 5.5

1. C,E
Apsolutna i relativna greska pribliZne vrednosti 42.794 su redom
|f(3) — 42.794]

~2916-1077 <1072,
1£(3)]

A4 (42.794) = |f(3) —42.794] ~ 0.0000125 > 107>, Ag(42.794) =

te je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenja pod B i A su netacna.

Posto je f(3) = 42.793987519..., zaokruZivanjem na 5 decimala, dobija se broj 42.79399, a zaokruZivanjem na 4
decimale, broj 42.7940, tako da je tvrdenje pod D netacno, a tvrdenje pod E tacno.

2. A C

Na osnovu teoreme 1.60,

2 | e
|f(x) = Ly(x)] < —= _(n—i—l)! (3-1)1 < 1= _(n—i—l)! o+l

zasvako x € [1,3], ali i
(n+1) ‘
2 |

|f(1.5) — L,(1.5)] < CE) g|1.5—xi|,

tako da su tvrdenja pod A i C tacna, a tvrdenja pod B i D netacna.

Posto 3.5 ne pripada intervalu na kojem je funkcija f interpolirana, ne moZe se primeniti teorema 1.60 za x = 3.5,
pa je tvrdenje pod E netacno.

3. B,D

Interpolacioni kubni splajn je funkcija koja je polinom treceg stepena na svakom podintervalu [x;_1,x;], i =
1,2,...,n, tako da je tvrdenje pod A netacno.

Interpolacioni polinom je jedinstven za date ¢vorove interpolacije (teorema 1.59), tako da je F jednak LagranZovom
interpolacionom polinomu, pa je tvrdenje pod B tacno.

Interpolaciona funkcija F je aproksimacija funkcije f, tako da je f13 F(x) dx priblizna vrednost integrala I, a ne
tacna. Dakle, tvrdenje pod C je netacno.

Interpolacioni splajn zasovoljava uslove interpolacije: F(xo) = f(xo), F(x1) = f(x1), ..., F(xn) = f(x,), tako
da je tvrdenje pod D tacno.

n n X — X
Ako je F LagranZov interpolacioni polinom, tada je F(x) = Z f(x)) H ﬁ, te je tvrdenje pod E
i—0 =1 flxi) — f(xj)
netacno.
4. A,D
Na osnovu teoreme 1.62, interpolacioni prirodni kubni splajn je neprekidan i neprekidne su mu i funkcija prvog i
funkcija drugog izvoda, tako da su tvrdenja pod A i D tacna, a tvrdenje pod E je netacno. Kubni splajn S ne mora
da zadovoljava uslov S(xp) = S(x;) niti da ima neprekidan treéi izvod, te su tvrdenja pod B i C netalna.
5. D,E
Zan = 2, &vorovi interpolacije su: xo = 1, x; = 21 xp = 3 (jer je interval [1,3] podeljen na 2 jednaka dela) sa
f(xo) =0, f(x1) =41 f(x2) =~ 42.79399.

Funkcija ¢ je stepenasta funkcija u primitivnim kvadraturnim formulama za n > 2, tako da funkcija ¢ nije linearna
po formuli desnih pravougaonika, te je tvrdenje pod B netacno.

Po formuli levih pravougaonika,
_ f(x), x€lxox), _ [ f(1), x€[L,2),
s ={ ey vl ~{ o, 2S5

tako da je tvrdenje pod A netacno.
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Po trapeznoj formuli grafik funkcije g je izlomljena linija koja redom spaja tacke Ty (xo, f(x0)), T1 (x1, f(x1)) i
Ty (x2, f(x2)), tako da je za x € [xo, x1] prava

fgcl—) {(}C((Jio) = o odnosno y = flxo) + -k (Fx) — f (),
azaXx € [x1,xp] prava
y—f(x1) _ x—x _ X—x
i) —fle) = xll' odnosno y = f(x1) + P xl1 (f(x2) — f(x1)) -

Znadci,

B l(4 0), xeL2, ’
R T = 23 -£@), xep3) ‘{f<2>+<x—z><f<3>—f<z>>, xe 23],

te je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenje pod C netacno.
Za funkciju ¢ pod E vazi da je
¢(x0) = g(1) = 0.00000, g(x1) = g(2) ~3.99999, g(x2) = g(3) ~ 42.7939,
a po Simpsonovoj formuli funkcija g je kvadratna funkcija za koju vazi da je g(xo) = f(x0), g(x1) = f(x1) i
g(x2) = f(x2), §to znati da je tvrdenje pod E tatno.
6. E
Po teoremi 1.4.30,
(3-1)° 2

_ < Xz 7 // - =
=Tl = 12n2 ;{2[13} ()] 3n2M'

tako da je tvrdenje pod E tacno, a tvrdenja pod D i B su netacna. Posto je

1 2 8 8 2
S oM< Mi e M< s M < 2 M,
32 <3 A M S 52 M S 32

i tvrdenja pod C i A su netacna.

7. B,E

Na osnovu teoreme 1.4.31,

= 1)5 @ 8 8 - 1666.09888
— <
|I =S| < 1800k xr?[?,)é]‘ (x)‘ 4514 M~ 45n* ’
tako da uslov
8166609888 5 G:54)

45n4
obezbeduje da je |I — S,| < 1073, te je tvrdenje pod B taéno, a tvrdenje pod A netacno.

Uslov (3.5.14) je ekvivalentan sa n > 23.3289, tako da za svako n > 24 vaZi da je |I — S,| < 1073, §to znaci da
je tvrdenje pod E taéno, a tvrdenja pod C i D su netacna.



198 GLAVA 3. RESENJA TESTOVA
8. B,C
Pocetne aproksimacije su xo = —61x; = —4, paje Ay = —61 By = —4, §to implicira da je
A1+ B
X = % = 5.
Na osnovu f (A1) f(x2) ~ —0.94455 - (—0.25241) > 0 dobija se da je Ay = xp = —51i By = B; = —4. Tako je
Ay + By 9
X3 = ——F—"=—-=—45,
’ 2 2
pa je tvrdenje pod B ta¢no, a tvrdenje pod A netalno. Iz f(Az)f(x3) ~ —0.25241-0.25499 < 0 sledi da je
A3 =Ar = —5iB3 =x3 = —3, tako daje
Az + B3 19
= ——=——=—475.
T 2 4
To znaci da je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenja pod D i E su netacna.
9. C,D
Jednacina (2.5.2) je ekvivalentna jednaini Inx — cosx = 0, a funkcija
f(x) = Inx — cosx je nelinearna, tako da jednacina (2.5.2) nije linearna,
pa je tvrdenje pod A netacno. Posto funkcija f nije polinom, jednacina (2.5.2)
nije algebarska, pa je transcendentna jednacina. Dakle, tvrdenje pod B je ne-
tacno, a tvrdenje pod C je tacno.
Broj resenja jednaline (2.5.2) se moze utvrditi grafickom lokalizacijom
reSenja, crtajuci grafike funkcija ¢(x) = Inx i h(x) = cosx i odredivsi broj
tacaka u kojima se seku krive y = g(x) i y = h(x). Na osnovu grafika sa
slike 3.5.14, jednacina (2.5.2) ima jedno reSenje, pa je tvrdenje pod D tacno, a Slika 3.5.14
tvrdenje pod E netacno.
10. A,B
Posto za ¢ vazi da je In¢ = cos ¢, ¢ je apscisa tacake preseka krivih ¥ = In x i y = cos x, tako da je tvrdenje pod
B tacno.
Na osnovu grafika sa slike 3.5.14, ¢ pripada intervalu [1, %} , pa je tvrdenje pod A tacno.
Tvrdenja pod C, D i E su netacna jer je za Njutnov postupak potrebna jedna pocetna aproksimacija, dok su za
postupak polovljenja i za postupak secice potrebne dve pocetne aproksimacije.
Test 5.6
1. B,C 2.B,D 3 A B 4 CD 5 BE 6DE 7.AD 8 AC 9. AE 10. CE
Test 5.7
1. CCE 2.B 3. ,D 4. A,C 5 AE 6. E 7.B,D 8 A,D 9. A, B 10. B,C
Test 5.8
1. AE 2. D 3. D,E 4.B,C 5 A D 6.A,C 7.AB 8 BE 9 CE 10.B
Test 5.9
1. B,D 2. AJE 3.B,C 4 AC 5 B,E 6.DE 7.A B 8C 9. A,D 10. D,E
Test 5.10

1.

C,D 2.AB 3 AC 4 CE 5 BC 6.D 7. A,E 8. E 9. B,D 10. B,E
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3.6 Parcijalne diferencijalne jednacine
Test 6.1

1. C
Nepoznata u parcijalnoj diferencijalnoj jednacini je funkcija, tako da je tvrdenje pod A netacno.
Nepoznata u obi¢noj diferencijalnoj jednacini je funkcija, tako da je tvrdenje pod B netacno.
Na osnovu definicije 1.68, tvrdenje pod C je tacno, a tvrdenja pod D i E su netacna.

2. A,B
Na osnovu definicije 1.68, tvrdenje pod A je tacno.
Na osnovu definicije 1.70, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenja pod C i D su netacna.

Trivijalno reSenje ne moze biti reSenje nehomogene linearne obicne diferencijalne jednacine jer se uvrStavanjem
y(x) = 0 u jednalinu (1.5.34) dobija da je 0 = f(x), $to je kontradikcija, tako da je tvrdenje pod E neta¢no.

3. B,E

Na osnovu definicije 1.68, tvrdenje pod A je netacno.

Na osnovu definicije 1.72, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenje pod C netacno.

Na osnovu definicija 1.75 i 1.76, tvrdenje pod E je tacno, a tvrdenje pod D netacno.
4. D,E

Rubni problem sa obi¢nom diferencijalnom jednacinom ima uslove koji se odnose na dve tacke, tako da su tvrdenja
pod A i B netacna.

Parcijalna diferencijalna jednacina i konturni uslov ¢ine konturni problem, te je tvrdenje pod C netacno.

Resenje grani¢nog problema je reSenje diferencijalne jednacine problema i zadovoljava grani¢ne, odnosno konturne
uslove problema, tako da je to reSenje diferencijalne jednaCine partikularno reSenje. Dakle, tvrdenje pod D je tacno.

Mesoviti problem ¢ini parcijalna diferencijalna jednacina sa grani¢nim i pocetnim uslovima, tako da je tvrdenje
pod E tacno.

5.CD
Jednacina pod B se moze iskljuciti jer nije diferencijalna jednacina.

Jednacina pod E je diferencijalna jednacina prvog reda, pa se moZe iskljuciti. Preostale jednacine su diferencijalne
jednacine drugog reda.

Jedna&ina pod A nije linearna diferencijalna jednacina jer sadrZi proizvod yy’, tako da se i ona moZe iskljuciti.

Jednacina pod C je linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda, a jednacina pod D je linearna obi¢na
diferencijalna jednacina drugog reda, tako da su tvrdenja pod C i D tacna.

6. A
Jednacine pod B i D su obic¢ne diferencijalne jednacine, tako da se mogu iskljuciti.

Preostale jednacine su parcijalne diferencijalne jednacine i to linearne jer su linearne po nepoznatoj funkciji i po
njenim parcijalnim izvodima.

Slobodan ¢lan jednacine pod E je funkcija g(x,t) = tx, tako da je nehomogena, pa se moze iskljuditi.

/!
X

Jednadina pod A je homogena jer je ekvivalenta jednacini v, + e*y; —y = 0 kojoj je slobodan ¢lan funkcija
g(x,t) = 0. Dakle, tvrdenje pod A je tatno.

Jednacina pod C se takode moZe iskljuciti jer je ekvivalenta jednacini v, + y; + ¥ = —x kojoj je slobodan ¢lan

funkcija ¢(x,t) = —x, pa je nehomogena.



200

GLAVA 3. RESENJA TESTOVA

7. B,C

Uslovi pod A su dati za x = 0, tako da su to pocetni uslovi, te je tvrdenje pod A netacno.

Uslovi pod B sudatizay = 11y = —1, tako da su to konturni uslovi, pa je tvrdenje pod B tatno.
Tvrdenje pod C je tacno jer su uslovi dati za x = 01 x = 1, tako da su to konturni uslovi.
Tvrdenje pod D je netacno jer je uslov dat za x = 0, pa je pocetni uslov.

Tvrdenje pod E je netatno jer su uslovi dati za y = —1, tako da su pocetni uslovi.

. B,E

Jednacina pod A i B je parcijalna diferencijalna jednacina prvog reda, tako da njeno opSte reSenje sadrzi jednu
proizvoljnu neprekidno diferencijabilnu funkciju jedne realne promenljive, a potpuno reSenje sadrZi dve proizvolj-
ne konstante. To znaci da tvrdenje pod A ne moze biti tacno. Tvrdenje pod B je tacno jer je data funkcija reSenje
posmatrane jednacine. Naime, prvi parcijalni izvod date funkcije po promenljivoj x je upravo u}, = x + y.

Jednacina pod C je parcijalna diferencijalna jednacina, tako da njeno opSte reSenje treba da sadrZi proizvoljne
funkcije, a ne konstante. Dakle, tvrdenje pod C je netacno.

Za funkciju u pod D vaZi:

u, = F(x)cosy — G(x)siny, uy, = —F(x)siny — G(x) cosy,

"o
vy

Za funkciju u pod E vazi:

pajeu —u, Sto nije ekvivalentno datoj jednacini. Znaci, tvrdenje pod D je netacno.
! : " :
u, =e¥cosx —Cysinx, uy, = —e¥sinx —Cjcosx,

paje u!l, = —u, §to je ekvivalentno datoj jednalini. Dakle, tvrdenje pod E je tatno.
D
Dati problem je konturni problem, tako da je tvrdenje pod B netacno.

Trivijalno reSenje y(x) = 0 zadovoljava dati problem jer je i v/ (x) = 01iy”(x) = 0, tako da je tvrdenje pod A
netacno.

Tvrdenje pod C je netac¢no posto je
y(0) = Cysin0+ Cacos0=Cy i y(mm) = Cysint+ Crcos m = —Cy,

pa data funkcija y ne zadovoljava uslov y(0) = y(7).
Za funkciju y pod D vaZi da je

y' = 4C; cos4x — 4Cysindx, iy’ = —16C; sin4x — 16C; cos 4x,

paje
y' + 4%y = —16C; sindx — 16C; cos 4x + 16 (Cy sin4x + C; cos 4x) = 0,
y(0) = Cysin0+ Cycos0 = Cp, y(mr) = Cysindmr + Cycosdm = Cy,
y'(0) = 4C; cos0 — 4C,sin0 = 4Cy, y'(71) = 4Cy cosdrmt — 4C, sindmr = 4Cy,
Sto znaci da je reSenje datog problema. Posto je netrivijalno resenje, tvrdenje pod D je tacno.
Za funkciju y pod E vaZi da je
y' = 6C; cosb6x — 6C, sin6x, 1y’ = —36C; sin 6x — 36C; cos 6%,
paje
y" + 3% = —36C; sin 6x — 36C; cos 6x + 9 (Cy sin 6x + C; cos 6x) = —27C; sin 6x — 27C; cos 6x,

Sto znaci da nije reSenje datog problema. Dakle, tvrdenje pod E je netacno.
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10.

AE

Na osnovu teoreme 1.78, tvrdenje pod A je tacno, a tvrdenje pod B netacno.

Furijeova metoda razdvajanja promenljivih je postupak za resavanje linearne parcijalne diferencijalne jednacine,
tako da je tvrdenje pod C netacno. Talasna jednacina je homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina, tako

da se na nju moZe primeniti Furijeova metoda razdvajanja promenljivih, te je tvrdenje pod E ta¢no. Tvrdenje pod
D je netacno jer se nepoznata funkcija y(x, f) traZi u obliku proizvoda realne funkcije po x i realne funkcije po t.

Test 6.2

1.

CE

Na osnovu definicije 1.68.

. D,E

Nepoznata funkcija je funkcija jedne promenljive, tako da je data jednaCina obi¢na diferencijalna jednacina, pa su
tvrdenja pod A i B netacna. Najvisi izvod u jednacini je drugi izvod, pa je data diferencijalna jednacina drugog
reda. Tvrdenje pod E je tatno jer je jednacina i linearna po y, y' i y”. Po definiciji 1.71, tvrdenje pod D je ta¢no, a
tvrdenje pod C netacno.

. B,E

Nepoznata funkcija je funkcija dve promenljive, tako da je data jednacina parcijalna diferencijalna jednacina, te su
tvrdenja pod A i C netacna.

Najvisi izvod u jednacini je drugi parcijalni izvod i jednacina je linearna po nepoznatoj funkciji i njenim izvodima,
tako da je data jednacina drugog reda i linearna. Dakle, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenje pod D netacno.

Data jednaina je jednacina (1.5.39) sa a = c?, tako da je tvrdenje pod E ta¢no.

.CD

Dati uslovi su konturni uslovi jer se odnose na rubne tacke intervala [0, 7t], tako da su tvrdenja pod C i D ta¢na, a
tvrdenja pod A i B netaCna.

Trivijalno reSenje y(x) = 0 zadovoljava jednacinu i uslove problema, tako da je reSenje problema, pa je tvrdenje
pod E netacno.

. AC

Nepoznata funkcija je funkcija dve promenljive, tako da je data jednacina parcijalna diferencijalna jednacina, pa je
tvrdenje pod A tacno, a pod B netacno.

Data jednacina je jednacina (1.5.38), tako da je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenja pod D i E netacna.

. B,C

Jednacina pod A i B je u/, — a=2u} = 0, pa je funkcija (1.5.37)
H(x,t)=0>—4-1-0=0,

Sto znaci da je jednalina paraboli¢na. Dakle, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenje pod A netacno.

Jednacina pod C, D i E je u, — a~2u}; = 0, pa je funkcija (1.5.37)

H(x,t) =0*—4-1-(—a"?) =4a"2 > 0.

Znaci, jednacina je hiperboli¢na, te je tvrdenje pod C tacno, a tvrdenja pod D i E su netacna.

. A,D

Metoda razdvajanja promenljivih je postupak za reSavanje linearne parcijalne diferencijalne jednacine po kojem
se resenje traZzi u obliku proizvoda funkcija jedne promenljive, tako da je tvrdenje pod A tacno, a tvrdenje pod
B netacno. U slu€aju diferencijalne jednacine sa nepoznatom funkcijom dve promenljive, proizvod sadrZi dve
funkcije, jednu po jednoj promenljivoj, a drugu po drugoj, tako da je tvrdenje pod D tacno, a tvrdenja pod C i E su
netacna.
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8. AE
Diferencijalna jednacina datog problema je homogena linearna obi¢na diferencijalna jednacina sa konstantnim
koeficijentima, te je tvrdenje pod A tacno.
Na osnovu definicije sopstvene funkcije problema, trivijalno reSenje ne moze biti sopstvena funkcija problema, pa
je tvrdenje pod B netacno.
Na osnovu definicije sopstvene vrednosti problema, sopstvene vrednost nije funkcija, tako da je tvrdenje pod D
netacno.
Da bi se utvrdila ta¢nost tvrdenja pod E, potrebno je proveriti da li za date vrednosti parametara k problem ima
netvrivijalna reSenja. ReSenje diferencijalne jednacine datog problema se trazi u obliku y(x) = €', te je
y/(x) — rerx, y//(x) — rzerx,
pa uvrstavanjem u jednacinu
r?e’™ + k%™ = 0, odnosno ¢ (r* + k) = 0.
Pozitivnost ¢’* daje da je r> + k> = 0. ReSenja te karakteristi¢ne jednaine su r1,, = =ki, pa je opste reSenje
diferencijalne jednacCine
y = Cysinkx + Cycoskx, za C;,C € R.
Posto je y' = kCy cos kx — kC, sin kx, dati konturni uslovi daju
Cysin0+ Cycos0 = Cysinkmr + Cocoskrr i kCqcos0 — kCysin0 = kCq cos kit — kCp sinkrr.
Postozak = 0,+2,+4,...,+2n,...,n € IN, vazi da je sinkrr = 01 cos k7t = 1, konturni uslovi su zadovoljeni
za proizvoljne C1,Cy € R. Dakle, dati problem ima netrivijalna reSenja za posmatrane parametre k, te je tvrdenje
pod E tacno.
9. A,B
Nepoznata funkcija date jednacine je funkcija dve promenljive, tako da je data jednacina parcijalna diferencijalna
jednacina, pa je tvrdenje pod E netalno. Tvrdenje pod A je tatno jer je data jednacina linearna po u, u',, u’y, wls,
s 1"
Uny 1 Uy
Na osnovu definicije 1.77, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenja pod D i E su netacna.
10. B,D
(DJ) je homogena linearna parcijalna diferencijalna jednacina, pa za nju vaZi princip superpozicije. Dakle, tvrdenje
pod D je tacno, a tvrdenja pod A i E su netacna.
Na osnovu teoreme 1.78, tvrdenje pod B je tacno, a tvrdenje pod C netacno.
Test 6.3
1. A,D
Na osnovu definicije 1.69, tvrdenja pod A i D su ta¢na, a tvrdenja pod B i C netacna.
Posto je reSenje obicne diferencijalne jednacine funkcija jedne promenljive, geometrijsko znaCenje tog reSenja je
kriva u ravni, tako da je tvrdenja pod E netacno.
2. B,C

Nepoznata funkcija obi¢ne diferencijalne jednacine je funkcija jedne promenljive, tako da se jednacine pod A i D
mogu iskljuciti.

Jednacina pod E ne sadrZi izvode nepoznate funkcije, tako da nije diferencijalna jednacina, pa se i ona moZe
iskljuciti.

Tvrdenja pod B i C su tacna jer su to jednacine sa nepoznatom funkcijom jedne promenljive i sadrZe izvode
nepoznate funkcije.
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3. A,D

Date diferencijalne jednacine su linearne po nepoznatoj funkciji i njenim (parcijalnim) izvodima, tako da su sve
linearne. U jednacinama pod B, C i E, slobodan ¢lan je nula, tako da su te jednacCine homogene, te se mogu
isklju¢iti. Tvrdenja pod A i D su tana jer je u tim jednacinama slobodan ¢lan redom funkcija f(x) = sinx i
g(x,t) = x, pa su nehomogene.

4. A, C

Nepoznata funkcija jednacine pod D je funkcija jedne promenljive, tako da je ta jednacina obi¢na diferencijalna
jednacina, te se moZe iskljuciti. Sve ostale jednacine su parcijalne diferencijalne jednacine.

Jednadina pod B nije linearna zbog ¢lana /y}, tako da se i ona moze iskljuciti.
2.\ 2
Moze se iskljuditi i jednacina pod E jer nije linearna zbog ¢lana (%) i funkcije f(x,y).

Ostale su jednacine pod A i C koje su linearne jer su linearne po nepoznatoj funkciji i njenim parcijalnim izvodima.
Dakle, tvrdenja pod A i C su tacna.

5.B

Furijeovom metodom razdvajanja promenljivih se reSenje linearne parcijalne diferencijalne jednacine sa nepozna-
tom funkcijom dve promenljive trazi u obliku proizvoda dve funkcije jedne promenljive, gde je jedna funkcija
funkcija po jednoj promenljivoj, a druga po drugoj, tako da je tvrdenje pod B tacno, a tvrdenja pod A, C i D su
netacna.

Posmatrana diferencijalna jednacina moze biti nehomogena, tako da u tom slucaju nema trivijalno resenje, pa je
tvrdenje pod E netacno.

6. C,E
Talasna jednacina je parcijalna diferencijalna jednacina, te je tvrdenje pod A netacno.
Po definiciji 1.68, tvrdenje pod B je netacno, a tvrdenja pod C i E su tacna.
Tvrdenje pod D je netacno na osnovu definicije 1.72.

7. B,E

Jednacina pod A, B i C je obicna diferencijalna jednacina. Pod A i C se uslovi odnose na dve tacke: x = 0ix = 7,
rubove intervala [0, 77, tako da su to rubni uslovi, pa je u pitanju rubni problem. Znadi, tvrdenja pod A i C su
netatna. Tvrdenje pod B je tatno jer se uslov odnosi samo na jednu tacku, pofetnu tacku intervala [0, 7], te je u
pitanju pocetni problem.

Jednacina pod D i E je parcijalna diferencijalna jednacina. Uslovi pod D su rubni uslovi jer su dati za x = 01
x = 71, tako da je tvrdenje pod D netacno. Problem pod E je pocetni problem jer je uslov dat za t = 0 i zbog toga
je pocetni uslov. Dakle, tvrdenje pod E je tacno.

8. C,D

Trivijalno reSenje y(x) = 0 zadovoljava jednacinu i uslove problema, tako da je reSenje datog problema, te je
tvrdenje pod B netacno.

Na osnovu definicije sopstvene vrednosti konturnog problema, tvrdenje pod C je tacno.
Za funkciju pod D vazi da je
v (x) = Ckcoskx, y"(x) = —Ck®sinkx,

pa se njenim uvrStavanjem u dati problem dobija
—Ck?sinkx + k*Csinkx = 0, y(0) = Csin0 =0, y(r) = Csinkmr = 0.

To znaci da je ta funkcija resenje datog problema. Posto nije trivijalno reSenje, sopstvena funkcija je datog proble-
ma. Znaci, tvrdenje pod D je ta¢no, a tvrdenje pod A je netacno.

Za funkciju pod E vazi da je y(0) = Ccos0 = C, pa nije reSenje datog problema, tako da je tvrdenje pod E
netacno.
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9. A,E
Egzistencija i jedinstvenost vaze za dobro postavljen problem, tako da su tac¢na tvrdenja pod A i E, te su ostala
netacna.
10. D, E
Data jednacina je parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda, tako da njeno potpuno resenje sadrZi pet proi-
zvoljnih konstanti, a opSte reSenje sadrzi dve proizvoljne funkcije, pa su tvrdenja pod A, B i C netacna.
Za funkciju pod E vazi da je
wy=2x+y+A, u,=x+2ay+B,
Uyy =2, Uy, =1, Uy, = 24?,
pa se njenim uvrStavanjem u datu diferencijalnu jednacinu dobija
a*-2—2a* =0,
Sto implicira da zadovoljava datu jednacinu i time je njeno reSenje. Dakle, tvrdenje pod E je ta¢no.
Za funkciju pod D vazi da je
u, =2Ax+ By +C, u; = Bx+2Aa’y + D,
Uy, =2A, uy, =B, uy,, = 2Aa%,
pa se njenim uvrsStavanjem u datu diferencijalnu jednacinu dobija
a*-2A —2Aa* =0,
Sto implicira da zadovoljava datu jednacinu i time je njeno reSenje. Znaci, tvrdenje pod D je tacno.
Test 6.4
1. B,D
Na osnovu definicije 1.68.
2. D
Na osnovu definicije 1.68, tvrdenje pod A je netacno i reSenja obine i parcijalne diferencijalne jednacine su
neuporediva, pa je i tvrdenje pod B netacno.
Na osnovu definicije 1.72, tvrdenje pod D je tacno, a tvrdenja pod C i E su netacna.
3. A,C
Nepoznata funkcija jednacina pod D i E je funkcija jedne promenljive, tako da su te jednacine obicne diferencijalne
jednacline, pa se mogu iskljuciti. Preostale jednacine su parcijalne diferencijalne jednacCine.
Najvisi izvod u jednacinama pod A i C je drugi parcijalni izvod, tako da su te jednacine drugog reda, pa su tvrdenja
pod A i C tacna.
Najvisi izvod u jednacini pod B je prvi parcijalni izvod, tako da je ta jednadina prvog reda, te je tvrdenje pod B
netacno.
4. C,E

Resenje konturnog problema je partikularno resenje diferencijalne jednaCine problema, tako da je tvrdenje pod A
netacno.

Mesoviti problem ¢ini parcijalna diferencijalna jednacina sa pocetnim i konturnim uslovima, tako da je tvrdenje
pod C tacno, a tvrdenje pod B netacno.

Konturni, odnosno grani¢ni problem sa obi¢nom diferencijalnom jednac¢inom ima uslove koji se odnose na dve
tacke, tako da je tvrdenje pod E tacno, a tvrdenje pod D netacno.
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5. B,E

Metoda razdvajanja promenljivih je postupak za reSavanje linearne parcijalne diferencijalne jednacine po kojem se
reSenje traZi u obliku proizvoda funkcija jedne promenljive, tako da je tvrdenje pod B tacno, tvrdenja pod A, C i
D su netacna. U slucaju diferencijalne jednacine sa nepoznatom funkcijom dve promenljive, proizvod sadrzi dve
funkcije, jednu po jednoj promenljivoj, a drugu po drugoj, tako da je tvrdenje pod E je tacno.

6. C,D

Sve jednacine su diferencijalne jednacine. Jednacina pod B nije linearna jer nije linearna po nepoznatoj promenlji-
voj 1 njenim izvodima zbog siny, tako da je tvrdenje pod B netacno. Ostale jednacine su linearne.

U jednacinama pod A i E, slobodan ¢lan je nula, tako da su te jednacine homogene. Jednacine pod C i D su
nehomogene jer im slobodan ¢lan nije nula. Dakle, tvrdenja pod A i E su netacna, a tvrdenja pod C i D tacna.

7. A, C

U grani¢nom problemu uslovi se odnose na vrednosti traZene funkcije i/ili njenih parcijalnih izvoda na rubu skupa
D, tako da su tacna tvrdenja pod A i C, a ostala tvrdenja su netacna.

8. AE

Date jednacine su parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda, tako da njihovo opste reSenje sadrZi dve proi-
zvoljne dva puta neprekidno diferencijabilne funkcije jedne realne promenljive, a partikularno reSenje moZe imati
najvise jednu proizvoljnu funkciju jedne realne promenljive. Stoga, tvrdenja pod B i D su netacna.

Posto za u = x%y — 3xy? + F(x) 4+ G(y) vaZi da je

1
u;:2xy—§y2+1—"/(x) iuy, =2x—y,

uvrStavanjem u datu jednacinu dobija se

2x —y—2x+y =0,
odnosno da je posmatrana funkcija u reSenje date jednacine. Funkcija u ima dve proizvoljne funkcije jedne realne
promenljive, te je tvrdenje pod A tacno.

Funkcija u pod C se moZe dobiti od funkcije pod A za F(x) = ¢* i G(y) = y® — 7, tako da je i ona reSenje
posmatrane jednacine, pa je tvrdenje pod C netacno.

Za funkciju u = a®x? + 2abxy + b?y? + cx + dy + e vazi da je
ul, = 2a°x + 2aby +c, Uy = 2abx + 2%y +d,

Yy = 2a%, uf, =2ab, uy, =207,

pa se uvrStavanjem u datu jednacinu dobija
2a% - 20 — (2ab)* = 0,

Sto je identitet, te je funkcija u reSenje posmatrane jednacine. PoSto reSenje ima pet proizvoljnih konstanti, ono je
potpuno. Dakle, tvrdenje pod E je ta¢no.

9. A,B

Funkcija u je funkcija dve promenljive i u jednacini je drugi parcijalni izvod najvisi red izvoda, tako da je data
jednacina parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda. Data jednacina je linearna jer je linearna po u# i njenim
parcijalnim izvodima. Znaci, tvrdenja pod C i D su neta¢na.

Funkcija (1.5.37) za datu jednacinu je
H(x,y) =0°—4-1-1= -4 <0,
Sto znaci da je jednacina elipti¢na, pa je tvrdenje pod A tacno.
Za f(x,y) = 0, slobodan ¢lan je nula, tako da je jedna¢ina homogena, te je tvrdenje pod B ta¢no.

Posto funkcija f nije identi¢ki jednaka nuli, funkcija u(x,y) = 0 ne zadovoljava datu jednalinu, tako da trivijalno
reSenje nije reSenje date jednacine, pa je tvrdenje pod E netacno.
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10. B,C
Trivijalno reSenje y(x) = 0 zadovoljava jednacinu i uslove problema, tako da je reSenje datog problema, pa je
tvrdenje pod A netacno.
Data jednacina je linearna obi¢na diferencijalna jednacina drugog reda, a dati uslovi su konturni uslovi jer se
odnose na dve tacke. Uslovi zapisani u obliku (1.5.36) su
y(0) =0 i y(m) =0,
tako da su u pitanju homogeni uslovi, pa je tvrdenje pod B tacno.
Tvrdenje pod D je netacno jer sopstvena vrednost problema nije funkcija.
Funkcija y = C - sin 21x je reSenje jednacine y” + 212y = 0 jer vazi da je
y =21C-cos2lx i vy’ = —21°C - sin21x
pa se uvrstavanjem u jednacinu dobija
—21%C - sin21x + 21°C - sin21x = 0,
§to je identitet. Dati uslovi su takode zadovoljeni, y(0) = C -sin0 =0, y(7r) = C-sin217 = 0, te je tvrdenje
pod C tacno.
Funkcija y = C - cos 12x ne zadovoljava date uslove jer je y(0) = C - cos0 = C. To zna¢i da nije reSenje datog
problema za k = 12, a samim tim ni karakteristi¢na funkcija tog problema. Dakle, tvrdenje pod E je netacno.
Test 6.5
1. B,E
Za obi¢ne diferencijalne jednacine mogu biti definisani poc€etni i konturni problemi, dok za parcijalne diferencijalne
jednacine mogu biti definisani poc€etni, konturni i meSoviti problemi, pri ¢emu meSoviti problemi imaju i pocetne
1 konturne uslove. To znaci da su tvrdenja pod A i C netana, a tvrdenje pod B je tacno.
Uslovi u konturnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jednacinom se odnose na dve tacke, pa je tvrdenje pod
D netacno.
Uslovi u pocetnom problemu sa obi¢nom diferencijalnom jedna¢inom se odnose na jednu tacku, te je tvrdenje pod
E tacno.
2. C,E

Parcijalna diferencijalna jednacina sa pocetnim uslovima ¢ini pocetni problem, te je tvrdenje pod A netacno.
Na osnovu definicije 1.72, tvrdenje pod B je netacno.
Na osnovu teoreme 1.78, tvrdenje pod C je tacno.
Posto su 7 i up reSenja jednacine u’, + u = x,
1 _ . " —
(ul)xx + 1/[1 =X 1 (MZ)xx + MZ = X.
Za funkciju u = uq + up vazi da je
/ !/ !/ 1 1 i
Uy = (ul)x + (MZ)X 1 Uyy = (ul)xx + (uZ)xXI
pa se uvrStavanjem u posmatranu jednacinu dobija
(u1)% + (u2)’y + u1 + up = x, odnosno 2x = x,

Sto je kontradikcija. Znaci, funkcija u nije reSenje posmatrane jednacine, te je tvrdenje pod D netacno.

Obicna diferencijalna jednacina sa grani¢nim uslovima ¢ini grani¢ni problem, a rubni problem i grani¢ni problem
su ekvivalentni termini, tako da je tvrdenje pod E tacno.
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3. A,D
Na osnovu definicije 1.68, tvrdenja pod A i D su tacna, a tvrdenja pod B i C netacna.
Tvrdenje pod E je netacno jer je funkcija y napisana u eksplicitnom obliku.
4. B,D
Na osnovu definicije 1.76, tvrdenje pod A je netacno, a tvrdenja pod B tacno.
Na osnovu definicije 1.72, tvrdenje pod D je tacno, a tvrdenja pod C i E su netacna.
5.A,C
Uslovi pod A i C su konturni uslovi jer su dati za tacke sa x = 01 x = 1, tako da su tvrdenja pod A i C tacna.
Uslovi pod B i E su pocetni uslovi jer su dati za tacke sa t = 0, tako da su tvrdenja pod B i E netacna.

Uslovi pod D su pocetni uslovi jer su dati za tacke sa x = 0, tako da je tvrdenje pod D netacno.

6. AE

Sve date jednaline su diferencijalne jednacine. Jednacine pod B i C nisu linearna zbog ¢lanova y' cosy i y.ys,
redom, tako da su tvrdenja pod B i C netacna. Ostale jednacine su linearne.

U jednacinama pod A i E, slobodan ¢lan je nula, tako da su te jednacine homogene. Jednacina pod D je nehomogena
jer joj je slobodan ¢lan —x. Dakle, tvrdenja pod A i E su tacna, a tvrdenje pod D je netacno.

7. B,C

Data jednacina je ekvivalentna jednacini (1.5.38), tako da je talasna jednacina. Dakle, tvrdenje pod B je tacno, a
tvrdenje pod A netacno.

Funkcija u je funkcija dve promenljive i u jednacini je drugi parcijalni izvod najvisi red izvoda, tako da je data
jednadina parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda. Data jednacina je linearna jer je linearna po nepoznatoj
funkciji i njenim parcijalnim izvodima. Slobodan ¢lan jednacine je nula, tako da je jednacina homogena. Znaci,
tvrdenje pod C je tacno, a tvrdenje pod D netacno.

Po teoremi 1.78, za homogenu linearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu drugog reda vazi princip superpozicije,
tako da je tvrdenje pod E netacno.

8. D,E

Nepoznata funkcija je funkcija jedne promenljive, tako da je jednacina problema obicna diferencijalna jednacina
i to drugog reda jer je drugi zvod najvisi red izvoda u jednacini. Uslovi se odnose na dve tacke, x = 0ix = 7,
tako da su u pitanju konturni uslovi, a samim tim i konturni problem. Znaci, tvrdenje pod A je netacno. Na osnovu
(1.5.36), dati uslovi su homogeni, pa je tvrdenje pod B netacno.

Za funkciju y = C - cos 7x vaZi da ne zadovoljava date uslove jer je y(0) = C - cos 0 = C, a C ne mora biti nula,
pa je tvrdenje pod C netacno.

Za funkciju y = C - sin2x vazi da je
y' =2C-cos2x, y’ = —4C -sin2x,
pa se uvrstavanjem u jednadinu v + 22y = 0 dobija
—4C -sin2x +4C -sin2x = 0,
Sto je identitet, te je i reSenje posmatrane diferencijalne jednacine. Pored toga, v zadovoljava i date uslove jer je
y(0)=C-sin0=0 i y(r) =C-sin2r = 0.

Dakle, tvrdenje pod D je tacno.

Funkcija y(x) = 0 zadovoljava datu jednalinu i uslove, tako da je trivijalno reSenje reSenje datog problema, pa je
tvrdenje pod E tacno.
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9. A,B

Data jednacina je linearna parcijalna diferencijalna jednacina drugog reda, tako da je tvrdenje pod E netaCno.

Funkcija (1.5.37) za datu jednaCinu je

H(x,y) =0>—4-1-1=-4<0,
Sto znaci da je jednalina eliptiCna, te je tvrdenje pod A tacno.
Za funkciju u = sin (7tx) (Cre™ + Coe™ ") vazi da je
uy = meos (7tx) (Cre’™ 4 Coe™ ™), uy = sin (nx) (wCie™ — nCoe™ ™),
uy, = —msin (7x) (Cre™ 4+ Coe™ ™), uyy, = sin (71x) (m°Cre’™ + m°Coe™ ™),
pa se uvrstavanjem u jednacinu uy, + uy, = 0 dobija
—7?sin (7x) (C1e™ + Coe™ ™) +sin (nx) (m*Cie™ + 2 Cre™ ™) =0,
Sto je identitet, te je tvrdenje pod B tacno.
Za funkciju u = sin x cos y vazi da je
U, = cos x cosy, u]’/ = —sinxsiny,
Uy, = —sinxcosy, u,, = —sinxcosy,
pa se uvrstavanjem u jednacinu uy, + uy, = f(x,y) dobija
—sinxcosy —sinxcosy = f(x,y),
odnosno
—2sinxcosy = f(x,y).
Identitet se ne moZe dobiti ni za f(x,y) = 2sinx cosy, ni za f(x,y) = 0, tako da su tvrdenja pod C i D neta¢na.
10. C

Furijeova metoda razdvajanja promenljivih je postupak za reSavanje linearne parcijalne diferencijalne jednacine po

kojem se reSenje traZi u obliku proizvoda funkcija jedne promenljive, tako da je tvrdenje pod C tacno, a ostala su

netacna.
Test 6.6
1. B,C 2. A,D 3. BE 4 AC 5 AE 6D 7.B,E 8 B,D 9.C 10. A,B
Test 6.7
1. A,C 2.C;E 3.B,E 4 A, C 5 BD 6.AE 7.AB 8 BE 9. AD 10.C,D
Test 6.8
1. CCE 2.B,D 3. A B 4 E 5.B,C 6. A,E 7.A,D 8 C,D 9. AC 10.B
Test 6.9
1. AE 2.B,E 3. AC 4D 5 AD 6.C,D 7.C,E 8 B,D 9.B,C 10. B
Test 6.10
1.AB 2.B,E 3.AC 4D 52.A)OE 6.CD 7.B,C 8 CE 9 AD 10. E
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4.1 Dvostruki integrali

1. IzraCunati dvostruki integral

f (5 )

D
gde je oblast integracije D data na slici 4.1.1.

y
A
2,_ [
D
Im== |
| |
| |
! ‘ ! -
1 2 3 *
Slika 4.1.1

Resenje. Na osnovu slike, zaklju¢ujemo da je oblast integracije pravougaonik sa stranicama koje leZe na pravama:
x=1,x=3,y=1liy=4Toznadidaje D = {(x,y) € R? |1 <x <3, 1<y <2} paje

I = //< >dxdy /(/( +y>dy>dx:
_ AS[exln,nylz%]z

3 . 4 . 1
dx:/ e 1n2—i——2—e lnl——2 dx =
1 1 X 4x

4
3 3 3 3
= / <_xln2+15 12>dx:/ <e_xln2+15x_2)dx:1n2/ e_xdx—|—15/ x 2 dx.
1 4 1 4 1 4 )

Smenom t = —x, koristeéi da je dt = —dx, dobija se

gde je C proizvoljan realan broj, pa je

/e‘xdx = —/etdt:—et+C:—e_x+C,
EERES
R

3
1 1 15 /1
=—In2-|5s—-—=-)|—-——-(==-1) =
(@) e )
1 5

1
_ <e _ 63> In2+ 2 ~2.72048,

I = In2- {—e’x}

Integral I se moZe izraCunati i tako da se prvo integrali po promenljivoj x, a potom po promenljivoj y. U tom

slucaju bi bilo
2 3/1
I:/ (/ ( e 4y >dx>dy
1 \J1 \¥
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2. IzraCunati integral

// (2x +3y* + 2) dx dy,
D
gde je oblast D trougao ABC sa A(1,—1), B(2,1) i C(1,3). Nacrtati oblast integracije.

Resenje. Oblast integracije je prikazana na slici 4.1.2. ¥
Stranica AC lezi na pravoj x = 1. Jednacina prave odredene tackama A
i B, prave pq, je C
cy—(=1) _x—1 T

P (C) T 21

odnosno
p1:y=2x-3. =—2x+5

Jednacina prave odredene tackama B i C, prave p», je 1t x=1| D )}B

-1 x-2 2x-3
pz:g—lzl—Z’ o
X

te je

2t Yy =-—2x-+0D5. _ i
P2y 1 y

Posto se oblast D nalazi u traci odredenoj pravama x = 1lix = 21
odozdo je ograni¢ena pravom p1, a odozgo pravom po, Slika 4.1.2

zasvako x € [1,2] vazidaje 2x —3 <y <5—2x.

To znaci da je

2 5—2x
I = //(2x+3y2+2)dxdy:/ </ (2x+3y2+2)dy>dx:
1 .
D

2x—3
2 y3
_ / [(2x+2)y+3-]
1 3

= /12 (2x+2)(5—2x) + (5—2x)°> — (2x +2)(2x — 3) — (2x — 3)*) dx =

5—2x 5—2x

dx:/lz [(2x+2)y+y°]|  dx=

2x—3 2x—3

2
= / (—4x? 4 6x + 10 4 125 — 150x + 60x? — 8x% — 4x? + 2x + 6 — 8x> + 36x% — 54x +27) dx =
1

3 2

2 x4 X x2
= [ (~162 + 885 — 196x + 168) dx = [—16 Tss - 1962+ 168x]
1

3

1

2
:—64+i—8-8—98~4+168-2— <—4—|—8;—98—|—168> =

= [—4x4 + 83—8 x> —98x% + 168x]
1

58 1
= 2 =19_.
3 3

Integral I bi se mogao izracunati i tako da se prvo integrali po promenljivoj x, a potom po promenljivoj . Medutim,
u tom slucaju se oblast D treba podeliti na dva dela, na oblasti Dy i D, takve da je

y+3

2

Dlz{(x,y)elR2|—1§y§1,1§x§ 5

} iDz:{(x,y)GJRzllgygB,lgxgH}'

Tada, osobina (1.1.3) daje

y+3

v s (%
I:/ (/ (2x+3y2+2)dx>dy+/ (/ (2x+3y2+2)dx>dy.
-1 \/1 1 \ 1
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3. IzraCunati integral

el (x—1)1
/ / (x=1) Iny dx | dy.
1 \J1 x3+4x2+5x+2
Resenje. Posto je oblast integracije datog integrala pravougaonik {(x,y) € R? |1 < x < 2,1 <y < e},

a podintegralna funkcija se moZe napisati kao proizvod jedne funkcije po promenljivoj x i druge funkcije po
promenljivoj i, na osnovu teoreme 1.10, dati integral je jednak proizvodu dva odredena integrala.

e/ (x—=1)Iny e 1 B
I_/l </1 x3+4x2+5x+2dx>dy_/1 </1 x3+4x2+5x+2'lnydx>dy_

2 x—1 e
N (/1 x3+4x2+5x+2dx) (/1 lnydy> 4.1.1)

Drugi integral iz (4.1.1) se moZe izraCunati parcijalnom integracijom sa

u=Iny i dv=dy, odnosno du = ;dy i v:/dy:y,
te se dobija

=e—0—(e—1)=1

/1€1nydy: [y lny} i —/1€dy:elne—lnl— [y}i

Podintegralna funkcija prvog integrala iz (4.1.1) je prava racionalna funkcija, pa se rastavlja na zbir parcijalnih
razlomaka. Kako je skup {1, —1,2, —2} skup mogucih racionalnih korena polinoma u imeniocu, proverom uz
pomo¢ Hornerove Seme

—-1(1(4|5]|2
-1(1(3(210
11210
dobija se da je x> +4x% 4+ 5x +2 = (x + 1)?(x + 2). Tako je
x—1 _ x—1 A B C

P+a2+5r+2  (x+12(x+2) x+1 * (x+1)2 T v
te mora da vazi da je
x—1=A(x+1)(x+2)+B(x+2)+C(x+ 1)~
Sax = —1,x = —2ix = 0, dobija se sistem jednacina
—2=B, -3=C, -1=2A4+2B+C,
Cije je reSenje
A=3, B=-2, C=-3.

/2 x—1 dx—/z B 2 3 Jr —
1 83 4+4x2+5x+2 1 \x+1 (x+1)2 x+2 N

QLSNP L 1y
_3/1 1T /1(x+1)2x_3/1 2

t=x+1is=x+2, pri¢emuje dt =dx i ds = dx,

3 1
t
—2[ }
5 1

Smenama:

dobija se

/2 x -1 dx = 3 fdt— /—dt—3/ ds=3[In|t]
1 B +4x2+5x+2 7 N
3

3
2—3[1n|s|}

4

3

=3(In3—-1In2)+2 [1] —3(In4—-1n3) =
2
1 1 9 1
=3(In3—In2— (In4—In3)) 42 <3—2> —31n§—§,

Dakle, trazeni integral je | = 3ln% — % ~ 0.02002.
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4. IzraCunati dvostruki integral

I = /lnydxdy,

gde je oblast D ogranic¢ena krivama y =

=

Yy=xiy =2

K| =

Resenje. Da bi se odredile granice datog integrala, potrebno je
nacrtati grafik podintegralne oblasti D. PreseCne tacke krivih koje

y
A 1
Y= ; y=x
odreduju oblast D dobijaju se resSavanjem odgovarajuéih sistema y=2

jednacdina. Y4

TacCke preseka krivih y = % iy = x dobijaju se iz jednaline T2 :
L -1 12 m
X AR

$to je ekvivalentnosa x> = 1zax # 0,pajex = lilix = —1.

Znadi, traZene presecne tacke su (—1,—1) i (1,1).
Presek krivih y = 1 iy = 2 je tatka (3,2), dok je tatka (2,2)
presek krivihy = xiy = 2.

Slika 4.1.3

Oblast D je prikazana na slici 4.1.3. Kako je oblast D nalazi u traci odredenoj pravamay = 11y = 21 saleve

strane je ograni¢ena krivom x = %, a sa desne strane pravom x = Y,

1
zasvako y € [1,2] vazidaje v <x<uy.

Zbog toga je
Y

. /12 (/;ylnydx> dy:/lzlny (ﬂ dx> dy:/121ny- [+] l

Y y

2 1 2 2Iny
— [Ty ——d:/l d—/—d.
/1ny(y y>y | Yinydy - | == dy

Prvi integral se mozZe odrediti parcijalnom integracijom, koristeéi da je

dy =

2

Drugi integral se moZe izraunati uvodenjem smene

t =Iny, zakojuje dt = ;dy.

Tako je
) 2 2 In2 212 27 In2
_ = . [ = B |
I—[zlny]l 5 1ydy : tdt =2In2 21r11 AR 2|, =
. 1 1 2 2 . 3 IHZZN
—21112—21(4—1)—5(111 2—1In 1)-21n2—21—T~0.39607.

Integral I se moZe odrediti i podelom oblasti D na oblasti

§y§2} iDy={(vy) eR*|1<x<2 x<y<2},

pa je tada
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5. Izralunati veli¢inu povriine zatvorene oblasti ograni¢ene krivama: y = x>+ 1,y = ¥ -1,y = —2iy = 3

(koristeci dvostruki integral). Skicirati datu oblast.
Resenje. Neka je sa D oznacena data zatvorena oblast. Grafik oblasti

D je prikazan na slici 4.1.4, a njena povrsina je y
A
P = // dxdy. y=3 N //
D
2,
Oblast D se nalazi u traci odredenoj pravama y = —2iy = 3, sa

leve strane je ograni¢ena krivom y = x> + 1, odnosno x = ¢/y — 1,
a sa desne strane krivom y = x* — 1, odnosno x = ¢/ + 1, tako da

zasvako y € [—2,3] vazidaje /y—1<x<{/y+1.

y=x3+1
To znaci da je /

3

3/y+1 =2
= () Lo L

dy =
:/_32 (%/+1_€/y—1)dy:/ (y—l—l)édy—/i(y_l)%dy.

3
-2
Smenama
t=y+1lis=y-—1,
koristeci da je
dt =dy i ds = dy,
dobija se

4 2

4 1 2 1 3 4 3 4
P:/ t§dt—/ s3ds = — 13 = (43 — (-1
1 -3 4 |, 3 4 ( (=1)

_ Z<4€/1—1— (23@—38@)) - Z (4€/E+3\3f3—2€f2—1) ~ 5.36738.

Dakle, trazena povrsina je P ~ 5.36738.

4
3

[SVTIE
|
/N
N
[SVTITN
|
—~
|
|6y}
N—

_ 3
4

PovrS$ina se moZe izraunati i obrnutim redosledom integraljenja. U
tom slucaju je potrebno oblast D podeliti na tri podoblasti pravama Y
x=—-lix =2 (slika 4.1.5). Prva podoblast se nalazi u traci

odredenoj pravama x = —+/3 i x = —1, sa donje strane je ogra- y=3

o

y—1 Slika 4.1.4

~<
—

niena pravom iy = —2, a sa gornje strane krivom y = x3 41, pa i
zasvako x € [—\3[3,—1] vazi da je —2§y§x3+1. x:—li 2r

Druga podoblast je u traci odredenoj pravama x = —1ix = v/2, E

sa donje strane je ograni¢ena krivom y = x3 — 1, a sa gornje strane i

krivom y = x® + 1, tako da ]
zasvako x € [—1, \3f2] vazidaje x> —1 < y < ¥+ 1. yor i
Traka odredena pravama x = v/2ix = V/4 sadr7i treéu podoblast E /

P
/

strane pravom iy = 3, te

koja je sa donje strane ograniCena krivom y = x3 — 1, a sa gornje = / /

zasvako x € [V/2,V/4] vazidaje x* —1<y <3,

Sto implicira da je

-1 x3+1d J 2 x3+1d J v 3 Ay
P= ) Iy fos (fo0)
-3\ J=2 y)ext -1 x3—1 y)ext 2 x3—1 y)ex

Slika 4.1.5
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6. IzraCunati dvostruki integral

2
//x Ly dxay,
Inx

gde je oblast D ograni¢ena krivama y = Inx, y = 0 i x = 2. Nacrtati oblast integracije.

y
Resenje. Oznacimo dati integral sa I. A
2 2
X2y +xy+y //(x +x+1)y 1
= || ———"—dxdy= || ————=dxdy, —
/ / In x ray In x ray y=lnx
D D
Oblast integracije je prikazana na slici 4.1.6. Skup D se nalazi / .
u traci izmedu pravih x = 1ix = 2 i izmedu krivihy = 0 i y=0 /1 ]
y = Inx, tako da x=2
zasvako x € [1,2] vazidaje 0 <y <Inux.

Slika 4.1.6
To implicira da je

2 In x (X2+X+1)y 2x2—|—x+1 Inx
I—/1 (/0 Ty dy dx—/1 Ty (/0 ydy> dx =
/2x2+x+1 ]/72 Inx
- Inx 2

2 2 2
x*+x+1 In“x
dx = / dx
0 1
Dobijeni integral se moZe izraCunati parcijalnom integracijom, uzimajudi da je

2
= ;/ (x2+x—i—1) In x dx.
1

Inx 2

u=Inx, dv= (x*+x+1)dx,

odakle je
1
du = ;dx, v:/(x2+x+1)dx:
Tako da je

x3 x2
? + E +X) h’lx:|

8 1 1 2 /x2  x
+2+2)ln2—<3+2 1>1n1>—/1 <3+2+1> dx>_
2 %2
S
8 1 1
ln2—<9+1+2—<9+4+1>>>—

<201 2—91> 101 2—%~104660

VR

I/ M/
7N
5 w
N
|

+
+
=

Nl—= NI~ NI~ N~ N
N
w8 w3

3 36 3

S obzirom na to da se oblast D nalazi i u traci izmedu pravih y = 0iy = In2 i izmedu krivih x = e/ i x = 2,

zasvako y € [0,In2] vazidaje ¢/ <x <2,

In2 2x%+x+1
= y(/eymd">dy-

Medutim, integraljenje u ovom redosledu je znatno komplikovanije.

paje
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7. IzraCunati integral

1 x+2 2(]/ _ X)S
/4 </x+1 X2 —4 dy> ax.

Resenje. Neka je dati integral oznacen sa I.
1 x+2 2(y _ x)5 > 1 1 x+2
I = / / gkl dx:2/ </ —x5d>dx
—1(x+1 2—a Y 1 x2—4 \Usn (y—x)dy

t =y — x, koriste¢idaje dt =dy,

Smenom

dobija se

dx =

1 1 ~25 1 1 t6
1_2/1x2_4</1tdt)dx—2/1x2_4[6}

11, 11
—§L17x2_4(2—1)dx-21[17x2_4dx.

Podintegralna funkcija preostalog integrala je prava racionalna funkcija, pa se rastavlja na zbir parcijalnih razlo-
maka.

1

1 1 _ A, B
2—4 (x—2)(x+2) x—-2 x+2/

pa mora da vaZzi da je
1=A(x+2)+ B(x—2).

Posto su sa obe strane jednakosti polinomi i za njih vaZzi da su jednaki za svako x, uzimajuci da je

x= -2
dobija se
1
1 = —4B, odnosnodaje B = I
Za
x=2
se dobija
1
1=4A, teje A= -.
4
Tako je

1 1 1 271 1 1 1 1
[ =21 ES S / d —/ dx ) .
/_1<x—2 x—|—2> YTy < ax—2" T a2 ™

Oba integrala se mogu izraCunati primenom smene. Za prvi integral smena je
p=x—2, sadp=dx,
dok je za drugi integral smena

te je

g=x+2, sadg=dx,
-1
—In|q|

21 / [-11 31 21 3
=5(/ d—/d):l =
4<3pp e 4<n|p|3 1)

= 24% (In1—In3—(In3—-In1)) = 24% (—2In3) = —% In3.
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8. Koristeci dvostruki integral, odrediti veli¢inu zapremine zatvorene oblasti ograni¢ene povr§ima: x = 1,y = —1,
z=0,x+y=1iz=3—y>
Resenje. Neka je data oblast T. PoviSix = 1,y = -1, x+vy =1
su ravni paralelne sa z-osom, tako da iz ravni z = 0 isecaju trougao D v
ogranicen pravama: \P

x=1 y=-1, x+y=1,

¢iji je grafik prikazan na slici 4.1.7. Posto za tacke oblasti D vazi da je

y € [—1,0] i jo§ vazi da je 2
=1 x+y=1
3—y*>2>0z yc[-1,0], D
telo T je odozdo ograniceno s ravni z = 0, a odozgo parabolickim cilin- y=-1 \
dromz =3 — yz, dok je sa strane ograni¢eno ravnima: x = 1,y = —1, Slika 4.1.7
x+y=1

To znaci da je projekcija tela T na xOy ravan njegova osnova D, te se zapremina tela T moZe odrediti formulom

V:// (3 —y?) dx dy.

Kako je presek pravih y = —11ix +y = 1 tatka (2, —1), oblast D se nalazi u traci odredenoj pravama x = 1 i
x = 2, te je Cine tatke (x,y) € R? za koje vazi:

—-1<y<1l—x 1<x<2

Stoga je

3 3
2 16 ) 3
_/1 3—2x—x+3>dx—
13 3 12]|, 4

Dakle, zapremina datog tela je V = 7.
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9. Utvrditi veli¢inu povrsine zatvorene oblasti D koja je ograni¢ena krivama: x> +y*> — 16 = 0,y = —xiy = 0i
nalazi se u drugom kvadrantu. Nacrtati oblast integracije D.

Resenje. Oblast D je prikazana na slici 4.1.8, a njena povrSina dobija se

na osnovu formule
P = / / dxdy.
D

S obzirom na to da je oblast integracije kruzni iseCak, prakti¢no je preci

na polarne koordinate. Smena na polarne koordinate r i ¢ je definisana X
sa
x=rcosq, y=rsing, pricemu r € [0,00) i ¢ € [0,27].
Neka je S oblast integracije koja se nakon smene dobija od oblasti D. y=—V16-x
Jakobijan je Slika 4.1.8
] = 9(x, y) = ZTJ’C %% _|cosg —rsing ’ =rcos’ g +rsinp=r
a(r, ) < % sing rcos¢
Kakojer >0, |]| = |r| = r, paje
P = //|]|drdq0 = //rdrdq).
S S
Na osnovu grafika oblasti D mogu se utvrditi granice za promenljive r
i@.r € [0,4] jer je oblast D kruzni iseCak kruga sa centrom u koor- ¢
dinatnom pocetku poluprecnika 4. Ugao izmedu prave y = —Xx i x-ose r
je arctg (—1) = %” (jer je koeficijent pravca prave —1), a oblast D u £=
je u drugom kvadrantu ograniena pravama y = —x iy = 0, tako da iz S3
@ € [%T”, 7t]. To znadi da je oblast S pravougaonik prikazan na slici p=2F
r=0 4 r=4
4.1.9, odnosno |
2 31 ‘
S = (r,q))elR|0§r§4,T§(p§7r , " i 7
Slika 4.1.9

paje

T 4 ) 4 4 P T i 72 4 T 371

p= - : == H =8 (n-") =2
e (Fra do= (rae) (o) = L2 ol =2 (=)

Znaci, traZena povrsina je P = 27t.

Granice za promenljive 7 i ¢ se mogu odrediti uvodenjem smene u jednacine grani¢nih krivih oblasti D, uzevsi u
obzir da uslov da je oblast D u drugom kvadrantu definiSe da je ¢ € [%, 7'(} . Posto je

x4 yz = 1 cos? ¢+ 1% sin? Q= 2,

kruznica x% + y2 = 16 daje > = 16, odnosno pravu 7 = 4. Smenom, prava y = 0 postaje rsin ¢ = 0, Sto daje

r =0isin¢g = 0, odnosno prave r = 0i ¢ = 7. Prava y = —x u rO¢ kooordinatnom sistemu ima jednacinu

rsin @ = —rcos ¢, odnosno 7 (sin ¢ + cos ¢) = 0, §to daje r = 01 sin ¢ + cos ¢ = 0. Poslednja jednacina je

zadovoljena ako je sin ¢ = — cos ¢, odnosno ¢ = %T. Dakle, grani¢ne krive oblasti D daju prave: v = 4,7 = 0,
3

q):niq):T.
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10. Pomocu dvostrukog integrala, odrediti zapreminu tela ograni¢enog povrSima: z = x, z = 0, xzy =1, ny =8,

Yy = x 18y = x. Prilikom izraCunavanja upotrebiti smenu:

u:xzy, v:y.
X

Resenje. Posto je dato telo odozgo i odozdo redom ograniceno ra-
vnima z = x iz = 0, a oivi¢eno cilindri¢nim povrsima x%y = 1
i x?y = 8iravnimay = xi8y = x, osnova mu je zatvorena
oblast D (prikazana na slici 4.1.10), u ravni z = 0, odredena kriva-
ma x?y = 1, x>y = 8,y = xi 8y = x. Stoga se traZena zapremina
moZe izracunati formulom

V= //xdxdy.
D

Da bi se primenila data smena, potrebno je izraziti promenljive x
i y preko promenljivih u i v. Iz v = £ dobija se da je y = xv, pa

A

XZ)

1

2L
7/—17

uvrStavanjemu y = xzy, dobija se daje u = x3v. Odavde je x> = z, Slika 4.1.10
odnosno
U u
x=7y > paje y = \3/;-0, odnosno y = vV uv?.
Jakobijan je
a(x, I O e LT e I 1 1
] = (%, y) = gij ‘3; = 311’[ _3;) ; 231’51113 :—u‘%v‘%-{-—u_%zﬁ% — —yu iyl
a(u,v) 3 o FUT303 SU303 9 9 3
Kakojex >0iy > 0,vazidajeu > 0iv > 0, te je
1 1 > 1 1 2
= |-y 3v 3| = —uy 3p 3.
"= :

Datom smenom, grani¢ne krive oblasti D: x?y = 1, x?y = 8,y = x i 8y = x postaju prave

1
:1, :8, =1 i = -,
u u 0 10 3

te je oblast D u uOv koordinatnom sistemu pravougaonik sa strani-
cama paralelnim koordinatnim osama

sz«%memﬂ1gug&égvgu,

prikazan na slici 4.1.11. Tako dobijamo da je

. N

Slika 4.1.11

V= //u%v’% ]| dudv = //u%v’% : %u’%v’% dudv = ;//vl dudv =
S S S
1/ /8 1 8
:1/ (/ 1du>dv:1</ ldv)-(/ du):
3Ji 10 3\Ji v 1

8

1 8

1 1
= - (In1-Inz
1 3(n n8>

Tl [

Dakle, traZena zapremina je V = % In 8.

W[ =

ool—

7

-7 ==In8.

3
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4.2 Trostruki integrali

1. IzraCunati integral

/—1 /2 /3Z (Zyz + 3y + 2) eZZJrl x| ds dy
2 \Jo \ )z P4y ’

Resenje. OznaCimo dati integral sa I, te je

B ’ ’ # 3 -1 2 2 z2+1
I:/ </ (2y +33y+2)€ (/de>dz>dy:/ </ (2y +3§/+2)e {x}
-2 0 Y +y z o 0 y +y

z2+1 -1 2 94,2
= / </ (2" +3y3+ 2) et 2z dz) dy = / </ w L2tz dz) dy.
y+y -2 \Jo y+y

Posto je oblast integracije pravougaonik, a podintegralana funkcija je proizvod funkcije po promenljivoj y i funkcije
po promenljivoj z, na osnovu teoreme 1.10, integral I se moze zapisati kao proizvod odredenih integrala, odnosno

124243 2 2

I = / %;7y+ dy/ e“ 12z dz.
-2 yw+y 0

Podintegralna funkcija prvog integrala je prava racionalna funkcija, pa se moZe rastaviti na zbir parcijalnih razlo-

maka. Kako je

3z
dz) dy =

z

2y +3y+2 2y +3y+2 A  By+C

vy o y@A+Y) oy R
parametri A, B i C treba da zadovolje uslov

22 +3y+2=A(y*+1)+ (By+ Q).

Zay = 0 uslov postaje
2=A,

zay = 1daje
7=2A+B+C,

azay = —1
1=2A+B-C.

To znaci da se parametri B i C dobijaju iz sistema jadnalina
B+C=3, B-C=-3,
takodaje B=01C = 3.

*12y2+3y—|—2
[2 7y3+y _/ <y " +1>dy— [21n]y|+3arctgy}

= 2In1+3arctg (—1) — (2In2+ 3arctg (—-2)) = —3- g —2In2+ 3arctg?2,

-1

-2

primenivsi da je funkcija f(y) = arctg y neparna.

Da bi se izracunao drugi integral, potrebno je uvesti smenu
t=2%>41, pajedt =2zdz,

anove granicesut =1zaz =01t =5zaz = 2, tako da je

2, 5
/ e t2zdz = / el dt = ¢t
0 1

<3arctg2 3- ——2ln2> (e’ —e) ~ —61.34376.

5
265—6.

1
Dakle,
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2. IzraCunati integral

1 0 x — 7)) ¥
P i) )«
Resenje. Neka je sa I oznacen dati integral, tako da je
I_/1</O1x(y—ejly+3)</ (x—z)dz)dy)dx:
X 27 (¥ x 2
_/ </1xy—4y-|—3)[ ZZ] dy>dx:/01</olx(y2—e4y‘|'3)<x2_x2>dy>dx:
0 x
:/ (/1x(y—e4y+3)x2 ) 2/ (/13/ —4y+3dy>dx:
=l (Lo gmggate)av=g [ ovax [ mgag e

primenivsi teoremu 1.10, jer je oblast integracije dobijenog dvostrukog integrala pravougaonik, a podintegralana
funkcija je proizvod funkcije po promenljivoj x i funkcije po promenljivoj y.

Prvi odredeni integral se moZe izraCunati parcijalnom integracijom:

u=2x, dv=-e*dx, odakleje du =dx, v= /ex dx = e*,
paje

1 1 1 1
/Oexxdx: [xex}o—/o exdx:e—[ex}oze—(e—eo)zl.

Drugi odredeni integral se moze izracunati rastavljanjem podintegrale funkcije, koja je prava racionalna funkcija,
na zbir parcijalnih razlomaka. Posto su koreni jedna¢ine y*> — 4y +3 = 0,

4++v16-12 4+£2

Vi = 5 = odnosno y1 =31y, =1,

vazidaje y> —4y +3 = (y — 3)(y — 1). Stoga je

1 B 1 __A B
v—4y+3 (y-3)(y—-1) y-3 y-1

pa mora da vaZi da je
1=A(y—1)+B(y—3), odnosno 1= (A+ B)y — A —3B.

To znaci da je
A+B=0, —A-3B=1,

te je

Tako je

1y O (SR S PR (L S L S
,/1y2—4y+3 y_/—l y—3 y—1 y_2</1y—3 y_/1y—1 y>_
1/ /731 -11 1 3

= 2(/4 - sds) —z<1“
1.3
) =

= %(ln?)—lnél (In1—1n2) In = lng,
pri cemu su upotrebljene smene

t=y—3is=y—1, gdeje dt =dy i ds =dy.
Dakle,
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3. IzraCunati integral

/1 </0 </0 x% (x2+6x+9) dz) dy> dx.
Resenje. Neka je dati integral oznacen sa I.
. 2 X x+y 3 x _.I_ y
I_/l (/0 (/0 x2 (x2 +6x+9) az )
2 1
:3/1 x2 (x2 +6x+9) < (x+v) </0 dz)dy)dx—
2 1 P
_3/1 x2 (x24+6x+9) x—|—y 0 re

- 3/12 x2 (x2+16x+9) </ (x+y)2dy> ax,

pa se, u unutrasnjem integralu, smenom

t=x+y, gdeje dt =dy,

a donja granica t = x + 0 = x i gornja granica t = x 4+ x = 2x, dobija

2 1 2x2 1 t3
I = todt | dx =
3/1 xZ (x2+6x+9) (/x ) e 3/ x2(x2+6x+9) \ 3],
2 1 32x 2 1 3_ 34
_/1 x2 (x> +6x+9) g dx_/1 x2 (x> +6x+9) (8x° — %) dx =

7 [ ¥ =7 5 4
N /1 x2 (x2 +6x +9) = /1 2rext9"

X

U preostalom odredenom integralu, podintegralna funkcija je prava racionalna funkcija, tako da se rastavlja na zbir

parcijalnih razlomaka.
X X A B

2+6x+9  (x+3)2 X431 (x +3)2

tako da treba da vaZi da je
x=A(x+3)+B

S§to za x = —3 daje da je
-3 =B,

azax =0daje
1=4A+ B, odnosno A =1,
te je
x 1 3
x2+6x+9 x+3  (x+3)%

21 1 dx =7 Sld 21 5—201
B /1(x+3)2x_[;ss_ AS 5=

11 5 21
7 (In5 — In4) + 21 (5 - 4) =7In J — =5 ~ 051200,

Tako je

= 7/12 (x—1F3 (x+3 )

- 7[1nysy]

5 5
121 [s—l} —
4 4

pri ¢emu je upotrebljena smena
s=x+4+3, sa ds =dx.
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4. IzraCunati integral
/ / 2z dxdydz,
S

gde je oblast S ograniCena povr§ima z = 2x? +3y?,z = —3x2 - 2y%,y=1—-3x,y = —2ix = —1.
Resenje. Neka je dati integral oznacen sa I. Posto je

22432 > 01 —3x% -2y = — (3x* +2y%) <0, ERRE I
paraboloidi z = 2x? + 3y? i z = —3x2 — 2y (prikazani na slici 4.2.1)
odozgo i odozdo ograniCavaju oblast integracije. Ravni y = 1 — 3x,
y = —21ix = —1 (prikazane na slici 4.2.2) su paralelne sa z-osom,

tako da one sa strane ograniavaju oblast S. To znaci da se moZe prvo
integraliti po promenljivoj z, te su granice za unutra$nji integral (po z)

—3x% — Zyz <z< 2% + 3y2.

Za granice po promenljivama x i y je potreban grafik projekcije tela S
na xOy ravan, koji je prikazan na slici 4.2.3. Ukoliko se za redosled in-
tegraljenja odabere prvo promenljiva i, a potom promenljiva x, granice
su Slika 4.2.1

2<y<1-3xi —-1<x<1

z=-3x2-2)"

Dakle,

1-3x  p2x2+3y2
I= / / / 2zdzdydx =
3x2—2y2
1 13y 2043
-7

dydx =

—3x2—-2y2

(2x% + 3y — (=3x% - 2y2)2) dydx =

3x

1.2

1 1-3x
[,

1
[,
/1

1 x=—1] 1

1 =1-3x
:/ (15x5—15x4+32)dx+/ (1 - 3x)° dx. 1 \yl x
-1 —1 \

Uvodenjem smene
=12\

1 .
t =1-3x, gdeje dt = —3dx, odnosno dx = —3 dt, Slika 4.2.3

1-3x

dx = "

. —5x* 4 5y )dydx — /11 [—5x4y+y5] .

—5x¢ (1 —3x) + (1 —3x)° — (10x4 - 32)) dx = :

RN(
/1 /1 o <4x + 12x 24 9y4 — (9x4 + 12x2y2 + 4y4>) dydx = Slika 4.2.2
[,
(-
(-

5at + 1525 — 10x* + 32+ (1 — 3x) )dxz

u drugi integral, dobija se da je

6 5 1 1 -2 1 6 |2
I= 1155 —15% 1304 ——/ Bdt= (26 30 43x|| L =
6 5 3 2 18,
_ 2 343 (243-32) — & (64— 409) = 282
=3 2 18 ‘
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5. IzraCunati integral

/{/(z + x) dxdydz,

gde je T zatvorena oblast ograni¢ena poviSimay =0,y =2, x =2y +3,z=xiz = 0.

Resenje. Neka je
I= ///(Z—I—x) dxdydz.
T

Na osnovu ravni koje ogranicavaju oblast integracije, T se nalazi izmedu
ravniy = 0iy = 2, tako da

y € 1[0,2].

Oblast T se nalazi i izmedu ravni z = x i z = 0. Te ravni su paralelne
sa y-osom i upravo u njoj se seku, Sto implicira da je T ogranicena i sa
ravni x = 0. Grani¢na ravan x = 2y + 3 je paralelna sa z-osom i za
njen deo koji se nalazi izmeduravniy = 0iy = 2 vazida x € [3,7],
odnosno da je

x>0,

tako da je telo T odozdo ograniceno s ravni z = 0, a odozgo s ravni
z = x, i nalazi se izmedu ravni x = 01 x = 2y + 3. Grafik oblasti T
je prikazan na slici 4.2.4. Prakti¢no je integraliti prvo po promenljivoj z,
tako da projekcija tela T na xOy ravan, prikazana na slici 4.2.5, definiSe
granice za integrale po promenljivama x i y. Jednostavnije je da se pre
integrali po x, a potom po y promenljivoj (jer bi se u suprotnom oblast
trebala podeliti na dva dela). Tako da su granice

Slika 4.2.4

Slika 4.2.5

0<z<x, 0<x<2y+3, 0<y<2

Dakle,

2y+3 2y+3

M)
;
HESe

t =2y +3, gdeje dt = 2dy,

5l

0

Primenom smene

dobija se da je

1 /7 1[4
zf/t3dt:ft—
4 /s 414

2

( zy+: ( z+x)dz> dx> dy; /O: ( fw {Z
([ () an)ar= [ ([ 200) -

2
dy =3 [ (y+3 .

+ xz]

X
dx> dy =
0
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6. Odrediti zapreminu zatvorene oblasti ograni¢ene povrSima:
_ 1
,x=1, y=-1, y=1, z=01 Z:E.

Resenje. Neka je T data oblast. S obzirom na to da je T trodimezionalna oblast, njena zapremina se dobija formulom

V= / ! / dxdydz.

Oblast T se nalazi izmedu ravni y = —11iy = 1, te promenljiva ¥ moZe imati vrednosti iz intervala [—1,1]. To
implicira da je

3<4-y <4,
paje 1 < 4 —y2. Samim tim, posto se T nalazi izmedu paraboli¢kog cilindra x = 4 — y? i ravni x = 1, vaZi da je

1<x<4—12

Sledi da j Je 5 > 0, Sto sa ogranicenoscu tela T sa ravni z = 0 i cilindricnom povrsi z = 2 daje da je
1
0<z< —.
- T x

To znaci da su granice oblasti T

1
—1§y§L1§x§4—fi0§z§;T
s tim da je redosled integranjenja definisan time da se prvo integrali po promenljivoj z, a tek potom po promenljivoj
x, ali i da se prvo integrali po promenljivoj x, a tek potom po promenljivoj y. Tako je

1 a5 1 pd—y? =2 4—y?
V:/ / /X dzdxdy:/ / z dxdy / / dxdy—
-y 4*y 4=y 1 1
_// dxdy_/ Bl 1 dy__/1(4_y2_1)dy_
1

1
1 -1x
_ e 5

1
:—/14 2y+/ dy = — /4 yzder

Podintegralna funkcija preostalog integrala je prava racionalna funkcija, tako da se rastavlja na zbir parcijalnih
razlomaka.

1 1 _ A, B
4—y2 2-y)Q2+y) 2-y 2+y

paje
1=AQ2+y)+B2—-y).
Jednakost vaZiizay = —2iy = 2, tako da se dobija da je

1

1=4Bi1=4A, odnosno B = A:Z'

HM*—‘

Tako je

v(og : p 11/ 1 1Y,
V:2_/ —2_ - oy -
R 1 1(2—y+2+y> Y
1/ 1 | 1
2y (Lot [amyn) =2 (- g [ 5oe) =
1 1
-2-3 <_[1nyt| L+ [m\s@

pri cemu su upotrebljene smene

In3
2 4

’ 1
>:2—(—(1n1—1n3)—|—(1n3—1n1)):2—
" 4

t=2—-yis=2+y, gdeje dt = —dy i ds =dy.
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7. IzraCunati zapreminu tela T koje je ograni¢eno povrsima

z=0, z=xvVx+yy, y=0, x+y=11ix=0.

Resenje. Zapremina tela T je

V= /// dxdydz. "
T \
Ravniy = 0, x+y = 11ix = 0, koje su paralelne sa z-osom, sa

strane ogranicavaju telo T. Njihov presek s ravni xOy je prikazan na

slici 4.2.6. Posto je taj presek izmedu pravih x = 01 x = 11 odozdo je =1-x
ogranic¢en pravom i = 0, a odozgo pravom vy = 1 — x, vazi da je
0<y<1-—x zasvakox € [0,1]. (4.2.2) = , x
To znati daje x > 0iy > 0, a samim tim je i =0 \
Slika 4.2.6

xVx+yy > 0.

Odavde sledi da ravan z = 0 ograni¢ava telo T odozdo, a povr§ z = x/x + Y4/y odozgo i da je osnova tela T
definisana tackama (x,y,0) € IR3 koje zadovoljavaju (4.2.2). Stoga su granice tela T:

0<z<xvx+y,y 0<y<l-x 0<x<1,

s tim da je potrebno prvo integraliti po promenljivoj z, potom po promenljivoj ¥, a tek potom po promenljivoj x.

Tako je
/x4y, /7
dy | dx =

AU DA
[ o [ ([ (oo a3
= [} (Fonga-f)ar= [ -af)as L ffo-nta

Prvi integral je zbir dva tabli¢na integrala, pa je

dx =

NI

dok se drugi integral moZe izracunati smenom
t=1-—x, gdeje dt = —dx, odnosno dx = —dt,

te je nova donja granicat = 1 — 0 = 1, a nova gornja granicat = 1 — 1 = 0. Tako je

1 0
/(1—x)%dx:—/ Bar = 24
0 1 7

Dakle, zapremina tela T je
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8. IzraCunati zapreminu cilindri¢nog tela T koje je ograni¢eno povrSima:
x=0, x=m, y=0, y=sinx, z=0 1 z=x>+1.

Resenje. Zapremina tela T se moZe dobiti formulom

y
V= /// dxdydz. .
- y=sinx

Posto je x2 > 0, odnosno x2 +1 > 0, vazi da je0 <z < x>+ 1. To

znaci da je telo T odozdo ograni¢eno s ravni z = 0, a odozgo parabo- 1 y=0 T X
liénim cilindrom z = x? 4+ 1. S obzirom na to da je T cilindri¢no telo, =0 =1

granice za promenljive x i i se mogu odrediti na osnovu grafika preseka

poviSix = 0, x = 71,y = 01y = sinx s ravni xOy (prikazanog na Slika 4.2.7

slici 4.2.7). Posmatrani presek daje dvodimenzionalnu oblast koja se na-

lazi u traci odredenoj pravama x = 01 x = 77, a odozdo i odozgo je redom ograni¢ena krivamay = 0iy = sin x.
Tako da,
zasvako x € [0, 7] vaZidaje 0 <y <sinx,

pa su granice trodimenzionalne oblasti T
0<x<m 0<y<sinx, 0<z<x*+1,

sa redosledom integraljenja redom po promenljivama z, i, x. Sada je
x?+1

V= /On (/Osinx </Ox2+1 dz) dy> e /Oﬂ </Osinxz O dy) e /On (/Osm ) dy) .
= e ([T e e

Dobijeni integral se moZe izracunati parcijalnom integracijom

Vs
dx:/ (x2—|—1) sin x dx.
0 0
u=x*+11idv=sinxdx, odakle je du =2xdx i v = /sinxdx: —Cos X,
paje

V= [— (x2+1)cosx}

T T
+2 / X cos x dx.
0 0
Preostali integral se moZe izraunati parcijalnom integracijom
Uy = x i dvy = cosxdx, odakle je dup, =dx i vy, = /cosxdx =sinx,

tako da je

V = —(m*+1)cos 7+ cos0 + 2 <[xsinx}

T T
—/ sinxdx | =
0 0

) = 7?42+ 2(cos 1 — cos 0) =

7T

= 7r2+1—|—1—|—2 <7rsin7‘c—|— [COSX}

0
= 242 (=2) = 1* — 2~ 7.86960

Dakle, traZena zapremina je V = 71> — 2.
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9. Uvode¢i cilindri¢ne koordinate, izraCunati trostruki integral
1 /2 2
///a/x z +y*zdxdydz,
T

gde je oblast T ograni¢ena povriima: x> +y?> =9,z = 0,z = 1,y = x i y = 0 nalazi se u prvom oktantu.

Resenje. Posto je oblast integracije ograni¢ena cilindrom x2 + yz = 9, cilindri¢ne koordinate su definisane sa
x=pcosf, y=psinh, z="h, gde p € [0,00), 0 €[0,271], h € R.

Uvodenjem cilindri¢nih koordinata potrebno je izracunati i Jakobijan

% % o 0 —psind 0
d(x,y,z) S cosv —psin 313 | cos —psinf
J=00 =5 5 5 |=|sin® pcos® 0 |=1-(-1)0""7| =
a(p,0,h) A 0 0 1 sinf pcos®
dp b oh

= pcos’0 +psin’ = p (cos2 0 + sine) =p.

Kakoje p = 0. |J| = |o| = p.

Granice za nove promenljive se mogu
odrediti pomocu grafika oblasti T, te je
on prikazan na slici 4.2.8. Posto je T \
odozdo ograniceno s ravni z = 0, a 1
odozgo s ravni z = 1, za promenlji-

vu ki vazi da 0 < h < 1. Projekcija 1 =
tela T na xOy ravan, koja je prikazana X )
na slici 4.2.9, daje granice za promen- y X
ljive p i 6. Projekcija je kruzni iseCak )
odreden kruznicom x? + y2 = 9, te je Slika 4.2.8 Slika 4.2.9
0<p <3 Pravey =0iy = xdaju

granice za 6. Jednacina y = x daje da je psin 6 = p cos 8, odakle je
p=0ili sinf = cos@.

Poslednja jednacina je zadovoljena za 6 = 7 jer je kruzni iseak u prvom kvadrantu. To znacidaje 0 < 6 < 7.
Dakle, nova oblast integracije je kvadar

s:{(p,eh)|o<p<3 0<6< g 0gh§1}.

Na osnovu
\/ X2z +y2z =z /X2 +y2 = \/ﬁ\/pzc0529+pzsin29 = \/E\/pz (c0329+sin29) = \/ﬁ|p| = \/Ep,
dobija se da je

1 1 1 '
2 /52 2 = = . == 2 =
/l/gw/x z + y2z dxdydz 9/Z/szp ]| dpdfdh 9/4/\/@) dpdfdh

L boyea-
:9/ (/ [hz]op?de)y/ (/pdp)dez

2 i) 2 1%, 2 i 2
== [T |5 d== dg == [ do=
27/0 [3}0 0 0 3/0 o=3[

N|—=
u
=
N———
L
i)
N——
Qu
55
I
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10. Uvodenjem smene

x =2pcosfcosp, y=psinfcosy, z=2psing,
T
2'2

/// (x? + 4y? + 22) dxdydz,
T

gdejep € [0,00),0 € [0,27] i ¢ € [— },izraéunati trostruki integral

2 2
gde je oblast T odredena s povrsi xz + yz + ZZ =1.

Resenje. Primenom smene kod trostrukog integrala, potreban je i Jakobijan.

dx dx  9x

dp 00 J¢ 2cosfcosp —2pcos@sin® —2pcosbsing
] = M: g—y g—g g—y =| sinfcosgp  pcosgcosf  —psinfsing | =
(0.6, 9) A

£ % = 2sin ¢ 0 2pcos ¢

= 4p* cos® 0 cos® ¢ + 4p? cos ¢ sin? 0 sin® ¢ + 4p* sin® ¢ cos ¢ cos®  + 4p? cos® @ sin® 0 =
= 4p* cos® ¢ (cos® 0 + sin® 8) + 4p* cos g sin® ¢ (sin® 6 + cos® ) =
= 4p* cos® ¢ + 4p* cos @ sin® ¢ = 4p* cos ¢ (cos” ¢ + sin? @) = 4p* cos ¢
‘ T L : 2 2
Kako je ¢ € [—5,5], vazidaje cos ¢ > 0, te je |J| = |4p* cos ¢| = 4p~ cos ¢.
Posto je
X, 7 2 2 2 2 (in2 2 2 2
Z+y +Z = p“cos” 0 cos” @ + p°sin” 0 cos” ¢ + p“sin ¢° =
= p* ((cos? 8 + sin? ) cos? ¢ + sin ¢?) = p? (cos? ¢ + sin ¢?) = p?,
2 2
x2+4y2+22:4(1+y2+z4) :4‘02,

a iz jednacine elipsoida 1—2 + y2 + % = 1 sledi da je p2 = 1, odnosno da je p = 1, pa je oblast S dobijena nakon
smene odredena ravnima:

p=0 p=1 0=0 0=2m1, ¢ =—

SIS
s
I

NI

To znaci da je nova oblast integracije kvadar
s={pzeR0<p<t,0<0<2m T <<}

Tako je

z 2 1
/// (x* + 4y* + 2%) dxdydz = ///4p2 - 40% cos ¢ dpdfde = 16/2 </ </ p4cosq)dp> d9> do =
-2 \Jo 0
T 5

T
2

16 (/_écosgodcp) : (/()lp4dp> - </02nd9> _

. z 0 1 21 o - 1
= 16[smq)] _g. [5] 0- [9] i =16 <s1n§—sm <—§>> -5-27‘(:
= 32?7[(14—1) :64T7Tx40.21239,

pri ¢emu je trostruki integral jednak proizvodu tri odredena integrala na osnovu teoreme 1.20.
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4.3 Brojni i funkcionalni redovi

1. (a) Ispitati konvergenciju brojnog reda

ia-(a—&—l)-(a—f—zn)!-...-(a+n—1)‘nlz,

gdeje 0 <a < 2.
Resenje. Opsti ¢lan datog brojnog reda je

a-(a+1)-(a+2)-...-(a+n—-1)
n! - n2 ’

ay =

Posto je a > 0, opsti Clan je pozitivan, pa se moZe primeniti Rabeov kriterijum.

4 a-(a+1)-(a+2)-...-(a+n-1) 1
limn( " —1) = limn nl-n? —1 :1imn<’“'”2—1>:
AN e a'(aﬁl(ﬁ!&(zzl{)(fw) noe n!-(n+a1—3_~1zn+1)2

L 3
= (1) = (D ) -
(n+1)?

n®+3n2+3n+1—n*(a+n) B—a)n®+3n+1

= 1 =1
P n?(a+n) o n(a+n)
n(B—a+3i+L 3—a+3+%
= lim ( L ”2):1im—n”2:3—a,
n—soo n2 (% + 1) n—soo % +1

te se, koristeci da je 0 < a < 2, dobija da je

3—a<3-0=3

3—a>3-2=1.

To znaci da

n—oo

1< limn< il —1) <3,
Ap4+1

pa dati red konvergira.

(b) Utvrditi oblast konvergencije reda

Resenje. Dati red je stepeni red sa

. o -3
centromu xo = 1 ikoeficijentima ¢, = PR
Njegov polupre¢nik konvergencije je
-3 1
R = lim = lim || = lim —2— = lim (n+1) =
n—00 | Cyy 41 n—o00 m (n+1) n—o00

oo
Na osnovu teoreme 1.45, stepeni red ) ;—,3 (x —1)" apsolutno konvergira, a samim tim i konvergira, na RR.
n=0 "
Dakle, traZena oblast konvergencije je skup realnih brojeva.
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2.(a) Pokazati da red
i 7n(—1)"
= onr42

konvergira.

Resenje. Dati red je alternativni red, tako da se njegova konvergencija moZe pokazati Lajbnicovim kriterijumom,
pod uslovom da su zadovoljeni uslovi kriterijuma. PoSto je opsti ¢lan reda

_ n(=1)"
 on242 7

n

posmatra se niz {b, } ,cN takav da je
by = || = n
n — n| — nz + 2 .
Uslovi Lajbnicovog kriterijuma su da je niz {b,, } nenegativan, monotono nerastu¢i i da tezi ka nuli.

Za svako n iz IN vazi da je

n>01in*4+2>0,

pajeib, > 0, sto znaci da je ispunjen uslov nenegativnosti.

b = In*7  7n _(n+7)(n®+2) —7n(n* +2n+3) _
b o (n+1)2+2 n242 (n2 +2n+3)(n% +2)
7+ 14n+7n? +14—7n —14n* —21n 70> —7n+14
(n2+2n+3)(n%2+2) (2 +2n+3)(n2+2)
B 7 +n-2)  —7(m-1)(n+2) <0

(n2+2n+3)(n2+2) (n2+2n+3)(n2+2) —
jerje n > 1.Znadi, b, 11 < by, za svako n € IN, pa je niz {b, } monotono nerastuéi.

7 7 7
lim b, = im —— = lim —— — — lim —0,
n—s00 n—eon2 42  nooop (n_|_ %) n—eo 1 4 %

oo
te je zadovoljen i uslov konvergencije ka nuli. Dakle, na osnovu Lajbnicovog kriterijuma, red ) a,, konvergira.
n=0

(b) Utvrditi oblast konvergencije reda

€3]

d |
Y o (x+2)"
n=0

Resenje. Dati red je stepeni red sa

. L n!
centrom u xp = —2 ikoeficijentima ¢, = 3

Njegov poluprecnik konvergencije je

nt nl 1

R = lim = lim |3 = lim —— = lim — = lim =
n—00 | Cppy1 n—oo | (n+1)! n—oo nt(n+l)  poeo AL nSeop 41

31 3 3
Na osnovu teoreme 1.45, dati stepeni red apsolutno konvergira, a samim tim i konvergira, za x = —2 i divergira
na R\ {—2}.

Dakle, traZena oblast konvergencije je skup {—2}.
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3.(a) Ispitati konvergenciju brojnog reda

i 3
= 3n —cosn
Resenje. Opsti ¢lan datog brojnog reda je
4 3
" 3n—cosn’

Posto je
n>11 —1<cosn <1 zasvako n € N,

opsti ¢lan je pozitivan, pa se moZe primeniti minorantni (uporedni) kriterijum. Koristeci da je

3n—cosn <3n—(-1)=3n+1,

dobija se da je
. 3 S 3
" 3n—cosn 3n+1
Ostaje da se pokaZe da brojni red ) 3n?jrl divergira. Neka je
n=1
3
b, —

T 3n+1

Za funkciju
3
f(x) = arr] B Y€ [1,00)

vazi da je:

o f(n)= 3n+1 =byzan € N;
o neprekidna jer je 3x + 1 # 0 za svako x € [1,00);
¢ nenegativnajerje3x +1>0zax > 1;

¢ monotono opadajuca jer je

3

fl(x) = (3 (3x—|—1)_1>/ = 3(Bx+1) 2= ~Grr 1P

< 0 zasvako x € [1,00).
To znaci da su zadovoljeni uslovi integralnog kriterijuma. Nesvojstveni integral

%) [} 3 . T 3
/1 f(x)dx_/l P Rl L M v e

Uvodenjem smene t = 3x + 1, gde je dt = 3dx,

3T+1 gt
- / =nlil|
4 l‘

3T+1
=In|3T + 1| —In4,

1™

paje
/ f(x)dx = hm (In(3T+1) —In4) =

To znac1 da posmatrani nesvojstveni integral divergira, pa, na osnovu integralnog kriterijuma, divergira i brojni

red Z b,,. Na osnovu minorantnog kriterijuma i brojni red Z ap divergira.
n=1 n=1
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(b)

4. (a)

Dokazati da funkcionalni red
2

; (n+1)!1 /84 (n+1)x2
00,00).

Resenje. Opsti ¢lan datog funkcionalnog reda je

fu(x) =

uniformno konvergira na intervalu (—

2
(n+1)! Y8+ (n+ 1)

Uniformna konvergencija funkcionalnog reda na datom intervalu se moZe pokazati VajersStrasovim kriteriju-
mom. Za svako x € (—o0,00) vaZi da je x> > 0. Posto je jo§in > 0,

8+ (n+1)x*> > 8.
Sledi da je

2 2 : 1
RSl Ty ey e Rl PRS-y gy ol P TRl PR V1

Potrebno je pokazati konvergenciju brojnog reda Y ﬁ Neka je
n=1 ’
4 1
T (n+ 1)
Kako je a, > 0, moZe se primeniti Dalamberov kriterijum. Na osnovu
1 1
! !
lim & = g P2 DM 1
n—oo (i, n—oo n—soo 1 n—oo (n + 2)
(n+1)! (n+1)!
sledi dared Y a, konvergira, pa na osnovu VajerStrasovog kriterijuma red Z fu(x) uniformno konvergira na
n=1 n=1
intervalu (—o0, 00).
Ispitati konvergenciju reda
> n!
n;l (n+1)"
Resenje. Dati red je brojni red sa opStim ¢lanom
n!
Ay = ————.
(1)
Kako je a, > 0, moZe se primeniti Dalamberov kriterijum.
(n+1)! +1
. ptd . (g2t Ty (n+1)"t n+1\""
lim — = lim —&— = lim 1 = lim PR lim 5 =
n—oo e n—so0 =V n—yoo (n + ) n—oco \ 11 +
= (22 LYY (i (11 1)) -
T S n+1 e n+1 I e n-+1 -
= e l<1,

pri ¢emu je upotrebljeno da

1 n
lim <1 + > =e
n—00 n

idan+1— ookad n — oo. Na osnovu Dalamberovog kriterijuma, lim “Z—“ < 1 implicira da dati brojni red
n—oo fn

konvergira.
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(b) Utvrditi oblast konvergencije reda

Resenje. Dati red je stepeni red sa

centromu xp = 3 ikoeficijentima ¢, =

Njegov poluprecnik konvergencije je

1 1 1 1 2
R=1lm — = lim —— = lim —— = lim — = lim — = lim =2,
n—eo 1f[c | noe B n—eo 3/ p—eo J/ﬁ n—00 \éﬁ n—seo {/n
-2 g
jer je
lim /n = 1.
n—00
Posto je

xo—R=3-2=1ix+R=3+2=5,

oo
na osnovu teoreme 1.45, stepeni red Y # (x — 3)" apsolutno konvergira za x € (1,5) i divergira za x €
n=0

(—0c0,1) U (5,00). Ostaje da se ispita ]zonvergencija zax=1ix=05.

Za x = 1 dobija se brojni red

oo n . ;
L (V- L

¢iji je opsti ¢lan

ay = n.
Kako je
lim a, = lim n = o0 # 0,
n—oo n—oo
(0]
na osnovu potrebnog uslova za konvergenciju 1.25, brojni red )_ a,, divergira.
n=0

Za x = 5 dobija se brojni red

DR DL

n=0

Ciji je opsti ¢lan

Posto niz {b, } ne konvergira,
iy b 0

pa na osnovu potrebnog uslova za konvergenciju 1.25 i brojni red Y b,, divergira.
n=0

Dakle, stepeni red )" ﬁ (x — 3)" apsolutno konvergira na intervalu (1,5) i divergira na (—oo,1] U [5, c0).
n=0
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5. (a)

(b)

Ispitati konvergenciju brojnog reda
i 2n +1
= n?(n+ 1)2
Resenje. Opsti ¢lan datog brojnog reda je
2n+1

an = m;
koji je pozitivan jer je n > 0. Kako za svako n € IN vazi da je
2n+1 2n +2 2(n+1) 2 2
n2(n+1)2 < n2n+12 n2n+1?2 n2n+1) md+n? < W

ap =

moZze se primeniti majorantni (uporedni) kriterijum ukoliko red Z konvergira. Neka je

Funkcija

ima sledece osobine.
o f(n) = 5 =byzasvakon € N.
o Posto je x € [1,00), f(x) > 01 funkcija f je neprekidna.
1
o Funkcija f(x) =2- 3 je monotono opadajuca na [1, c0).

Znaci, zadovoljeni su uslovi za integralni kriterijum. Nesvojstveni integral

00 -2
/ Flx)dx = lim [ 2x2dx = Tim 25—
1

X T li 1
= lim ( ——
2|, Tooe x2

T—o J1 T—oco0 —

T 1
=1lim (—— +1) =1
. Tl—I>I010< T2+> !

oo
pa konvergira, $to, na osnovu integralnog kriterijuma, implicira da red Y b, konvergira. Na osnovu majo-
n=1

[ee]
rantnog kriterijuma ired ) a, konvergira.
n=1
Odrediti poluprecnik konvergencije i interval konvergencije stepenog reda

i @5 (P +2n+1) < 1>”.

n—+2 x+§

n=0

Resenje. Centar i koeficijenti datog stepenog reda su

1, (41 4+ 5" (n? 4+ 2n + 1)
X0 =—%- 1C = ’
5 n+2
redom, a njegov poluprecnik konvergencije je
n+1 n 2
PO I (4 +5n)_(|_n2 +2n+1) i 4 45" (2 4+ 2n+1)(n+3)
oo |Cpyq | moeo | (AASTD (0412424 1)+1) | oo (4742 4511 (2 4 4n +4)(n +2)

n+3

+1
%)n +%)‘n2(1+%+)}—2).n(1+%)
H7 ) ) n(145)

1 2 1 3
R A AR

S5 (3P eL) THatE 145

(o]
pa, na osnovu teoreme 1.45, (—2,0) je interval konvergencije stepenog reda ¥ ¢, (x + %)n
n=0
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6. (a)

(b)

Ispitati konvergenciju reda

i n?+3n+ 10
n3+3n2+n+3

n=1

Resenje. Dati red je brojni red sa opstim ¢lanom

 n?+3n+10
M3 4+3n24+n+3

an

Posto je n > 0, a,, > 0, pa se moZe primeniti uporedni kriterijum. Iz n > 1 sledi da je
n’ >n®>n,

te je
n? 4+ 3n+ 10 n? n? n? 1

m4+3n24+n+3" n3+3n24+n+3 " w3 +3m3+n34+3n3 813 8n

an

Divergencijareda Y_ b, gde je
n=1

1
8n’

moZe se pokazati integralnim kriterijumom. Naime, funkcija

bn:

1
xX)=— saxe|l o
Fx) = o 1,00)
je nenegativna, neprekidna i monotono nerastuéa i f(n) = b, zan € IN, pa su zadovoljeni uslovi integralnog
kriterijuma. Nesvojstveni integral

/Oof(x)dx S A N T Nldx—1im11nyx|N—hml(lnyNy—lm)—
1 /1 8 x 7 N5w=8J1 x 7 Now8 , N-ow»8 -

= lim 1lnN:oo,
N—oo 8

[e0]
tako da divergira. Na osnovu integralnog kriterijuma, divergira i red ) b,, a na osnovu minorantnog kriteriju-
n=1
(o]

ma,ired ) a, divergira.
n=1

Odrediti interval konvergencije reda

pri ¢emu je x € R.

Resenje. Dati red je stepeni red jer je

§ﬁ<;+1)n=i\/ﬁ(;(ﬂf+3>>n=iﬁ<x+3>”, 43.3)

n
n=0 n=0 3

te mu je

2§
Sl

centar u xo = —3 1ikoeficijenti su mu ¢, =

Njegov poluprecnik konvergencije je

1 1 1 1 1 3
R=1 = lim = lim = lim = lim = lim =3,
n—00 "‘Cn’ n—eo I /g n—=e uf\/n n—00 Yn n—r00 Yn n—00 c@g
3 3" /3n 3
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primenivsi da je

lim ¢/n = 1.

n—oo
Posto je

X—R=-3-3=-61ix+R=-3+3=0,

na osnovu teoreme 1.45, dati stepeni red apsolutno konvergira za x € (—6,0) i divergira za x € (—o0, —6) U
(0,00). Ostaje da se ispita konvergencija zax = —61ix = 0.
Sa x = —6 dobija se brojni red

DRANEI LD eV
n=0 n=0
¢iji je opsti €lan
a, = (—=1)"/n.
Niz {a, } divergira, pa vazi da je
nlgrgo a, # 0.

To znaci da nije zadovoljen potreban uslov za konvergenciju 1.25, tako da brojni red )_ a, divergira.
n=0
Sa x = 0 dobija se brojni red

SEAITE
n=0

n=0 3"
Ciji je opsti ¢lan
bn — \/ﬁ.
Posto je
lim b, = lijI\f:oo#O,
n—oo

n—o0

na osnovu potrebnog uslova za konvergenciju 1.25, brojni red Y b,, divergira.
n=0

Dakle stepeni red Y ¢, (x + 3)" apsolutno konvergira na intervalu (—6,0) i divergira na (—oo, —6] U [0, 00).
n=0

7. Ispitati konvergenciju reda
i 2n o
= n243

Resenje. Dati red je stepeni red sa

. e 2n
centrom u xo = 0 ikoeficijentima ¢, = — =&
n-+3
Njegov polupre¢nik konvergencije je
c 2n n n
. . ) . 213 . 713
R = lim |2 zhmniﬁzhm”if’:hm "+13
n—oo | €1 n—oo | _2(n+1) n—oo ___ Nt n—soo _ N+
(n+1)2+3 (n+1)2+3 n2+2n+4
2 3 2 | 4 2, 4
. n(n"+2n+4 ) n (1445 + = ) 1+5+ 5
= lim ( ) = lim (L3 +32) = lim n_n =1

PR3 (k) TR (L D (D) e 1+ D (4 ])

To znaci da dati stepeni red apsolutno konvergira za x € (—1,1) i divergiraza x € (—co, —1) U (1, 00). Ostaje da
se ispita konvergencijazax = —1ix = 1.
Sa x = —1 dobija se brojni red
|
= n243

(=1%
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dok sa x = 1 brojni red

i 2n
= n243
Neka je
2n 2n
=——(-D"ib, = ——.
i n2—|—3( )" 1 by nz+3
Integralni kriterijum je pogodan za utvrdivanje konvergencije reda }_ b,,. Naime, za funkciju
n=2
2
f(X) = ﬁ sa x € [2,00)

vazi da je:
o f(n)= n2213 = b, zasvakozan € IN;
o pozitivna jer je x> +3 > 01i2x > 0 za svako x € [2,00);

o neprekidna jer je x?> + 3 # 0 za svako x € [2,00);

¢ monotono opadajuca, a samim tim i monotono nerastuéa, jer je

C2(x*43)—2x-2x  6—2x*  2(3—x?)

!
(x) = <0 zax>2.
/ (x2+3)° (2 +3)°  (x2+3)
To znaci da su zadovoljeni uslovi za integralni kriterijum. Nesvojstveni integral
2
00 o 2y N 2y N2+3 1 N°+3
dx = [0 Tdx= lim [ ~dt = lim (In|t -
/2 flx)dx y 2437 TN 213 TSN ) t ng;o(r1| ) ;
= lim (In(N*+3) —In7) = oo,
Jim (In (N*+3) —In7) = o

pri Eemu je upotrebljena smena t = x2 + 3, sa dt = 2x dx. Posto nesvojstveni integral divergira, divergira i brojni

red Y by.
n=2

Red Y a, je alternativni red, pa se, koriste¢i da je b, = |a,|, mogu proveriti uslovi za Lajbnicov kriterijum. Za
n=2
brojni niz {b, }y—23, . vazi:

yere

o by ZOjersuZn>Oin2—|—3>02asvakon22;

& monotono opada jer je n2 +n — 3 > 0 za svako n > 2, pa je

po . - mt2 o _ (2n42) (n*+3) —2n (n*+2n+4)
T T i+ 1243 n243 (n+1)2+3) (n2+3) B

203 +6n+2n24+6—2n° —4n? —8n —2n®2—-2n+6

- (n+1)2+3) (12 +3) T (n+1)2+3) (n2+3)
B 2 (n*+n-3) o
T 1213213

¢ konvergira ka nuli jer

. . n . 2n . 2
lim b, = lim —— = lim ———— = lim
n—00 n—seon24+3  noop (71—|—%) n—)oon_|_%

=0.

oo
To znaci da su zadovoljeni uslovi Lajbnicovog kriterijuma, te brojni red }_ a, konvergira.
n=2

oo
Dakle, stepeni red ) n§i3 x" apsolutno konvergira (a samim tim i konvergira) na intervalu (—1, 1), konvergira za
n=2

x = —1idivergirana (—oo, —1) U [1, 00).
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8. Utvrditi oblast konvergencije reda

Resenje. Dati red je stepeni red sa

n
centromu xo = 1 ikoeficijentima ¢, = —

n?’
Njegov polupre¢nik konvergencije je
2
1 1 1 v/ 1 1
R = lim —— = lim = lim = lim — zlim( ) =_.
n—00 "’Cn’ n—oo , /13" n—co , /3 n—oo /3" n—00 3 3
n? \V n? Vn?

Posto je

1 2 1 4
_R=1--=24 R=1+=-=2
X0 33 1M T35

(e o]
na osnovu teoreme 1.45, stepeni red nglfl—z(x — 1)" apsolutno konvergira za x € (%, %) i divergira za x €

(—00,3) U (3,00). Ostaje da se ispita konvergencija za x =

3 1x =

WIN
[SSIE

Zax = % dobija se brojni red

n=1 n=1 n=1
dok za x = % brojni red
= 3" (4 " > 3" 1\ = 1
“(Z21) = Z(2) = -
Leli) -1e() ~La
Za ispitivanje konvergencije brojnog reda ) % moZe se primeniti integralni kriterijum jer za funkciju
n=1
1
flx) = 2 X € [1,00)

vazidaje f(n) = % zan € IN i da je pozitivna, neprekidna i monotono nerastuca nad intervalom [1, 00).

N 1
) $&<N+) ’

Sto znaci da izraCunati nesvojstveni integral konvergira, pa, na osnovu integralnog kriterijuma, konvergira i red
[ee] (0]

o ) N
/ f(x) dx:/ x2dx = lim x2dx = lim (—x‘1>
1 1

N—oo J1 N—oco

> % Iz konvergencije reda ) % i posto vazi da je

n=1 n=1
1 1 [(=)"] 1
—_— = — 1 = -
n? n? n? n?

sledi da brojni redovi }_ % i) (:1—12)" apsolutno konvergiraju.
n=1 n=1

[ee]
Dakle, stepeni red ) %(x — 1)" apsolutno konvergira, a samim tim i konvergira, na intervalu [%, %] i divergira
n=1

na (—eo,3) U (5,0).
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9. (a) Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

(e ) (_
Z 2n+3

n—=

—_

Resenje. Dati red je brojni red sa opStim ¢lanom

(=1)"

a, = .
" 2n+3
Postored ) a, apsolutno konvergira ako red Z |a, | konvergira, potrebno je ispitati konvergenciju reda Z by,
n=1 n=1 n=1
gde je
(=" 1
by = |an| = =
2n+3 2n+3

Za ispitivanje se moZe primeniti integralni kriterijum jer za funkciju

flx) =

2xp3 27 € [1,00)

vazi da je:
o f(n)= ZnIﬁ =b,zan=1,2,3,...;

¢ nenegativna i neprekidna jerje2n +3 >0zan =1,2,3,.. ;

© monotono nerastuéa nad intervalom [1, 00) jer je

f(x) = ((2x—|—3)’1)/ =-2(2x+3) %= 1 2 O0mxe 1, 00).

2x +3)2

IS ) 1 2N+31

dx = dx = — I St =
/1 flx) dx /1 x+3 T Nﬁoo/ 2x+3 dx Nlirloz/
2N+3

— lim % (In (2N +3) — In5)

= lim = Inl|t
N1rn2nH5 N—oo

—00

gde je upotrebljena smena: t = 2x + 3, dt = 2 dx. Kako izraCunati nesvojstveni integral divergira, na osnovu
oo

[ee] (o]
integralnog kriterijuma, red Y b, odnosno Y |a,|, divergira. To znali dared Y a, ne konvergira apsolutno.
n=1 n=1 n=1

[ee]
Na osnovu Lajbnicovog kriterijuma red Y a,, konvergira. Naime, za niz {b, } ,eN vaZi:
n=1
o b, > 0zasvakon € IN;

¢ monotono opada, a samim tim je i monotono nerastudi, jer je

1 1 2n+3-(2n+5) -2

b”+1_b”:2n+5_2n+3  (2n+5)(2n+3)  (2n+5)(2n+3)

<0;

¢ konvergira ka nuli jer

1
Jim b = i 5 s =

[e )
Dakle, red ) a, uslovno konvergira.
n=1
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(b)

10. (a)

Dokazati da red

i —sinx

n
n=1 n
uniformno konvergira za x € (—co,00).

Resenje. Dati red je funkcionalni red sa opstim ¢lanom

—sinx

fu(x) = :

nl’l

Iz —1 < sinx < 1sledidaje
0 <|sinx| <1,

tako da je
—sinx sin x 1
[fu(x)| = ’ = | | < — zasvako x € R.
nn nn n
Neka je
Cn - n7.
(o]
Konvergencija reda ) ¢, moze se ispitati Kosijevim kriterijumom jer je opsti clan nenegativan.
n=1
li lim ¢ 1 li 1 0<1
m /¢, = lm {/— = lim — = ,
n—00 " n—oo \ n" n—oco 1

[e0] [e0]
pa na osnovu Kosijevog kriterijuma red ) c, konvergira, a na osnovu VajerStrasovog kriterijuma red Y f,(x)
n=1 n=1
uniformno konvergira za svako x € (—o0,00).

Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergenciju reda

Z 4(71_2 1—)nl '

n=1

Resenje. Dati red je brojni red sa opStim ¢lanom

(=1)"

I = g1

Red Y a, apsolutno konvergira ako red Y |a,| konvergira. Neka je
n=1 n=1
(~1)" 1
b = = = .
=l =g T =

oo
Za ispitivanje konvergencije reda ) b, moZe se primeniti integralni kriterijum jer za funkciju
n=1

fx) = ﬁ sa x € [1,00)

vazi da je:
o f(n) =b, zasvakon € IN;
© nenegativna i neprekidna jer x > 1 obezbeduje da je 4x2 — 1 > 0;
¢ monotono opadajuéa jer je

8x
5 <0 za x€[l,00).

£ = (148 =1)7) =~ 1) = —
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o0 [e)e] l
/1 f(x)dx_/l 4x2 -1 leilggo/ 4x2—1

te je podintegralnu funkciju, koja je prava racionalna funkcija, potrebno rastaviti na zbir parcijalnih razlomaka.
1 _ 1 A n B
42 -1 (2x—1)(2x+1) 2x—1 2x+1’

pa vaZida je
1=A@2x+1)+B(2x—1).

Posto su obe strane jednakosti polinomi koji treba da su jednaki za svako x, uzimajuéi dajex = — %, odnosno
= %, dobijasedaje 1 = —2B, odnosno 1 = 2A, §to daje daje A = % iB=—5 Dakle
1 B 1 N 1
oy = x| zd:—/id—— dx =
/1 w21 -1 a1 2h w1 T2k w1 ™
2N-1 1 2N+1 1 1 2N-1 2N+1
= — = - 71 t — =1 =
1 / ds n|t| 1 0 |s]

= Z(IH‘ZN_” —In1) —Z(ln|2N+1] —In3) =

1 1, 3(2N-1)
= E(In(ZN 1) 1n(2N+1)+ln3)—4ln N

pri Cemu su upotrebljene smene: t = 2x — 1sadt =2dxis =2x+ 1sads = 2dx.

1. 32N-1) 1 . 3N(2—-%) 1 32—4%)\ 1
i o= fim g W—ﬂn(&zﬂow =i\ ey ) a0

oo
Sto znai da nesvojstveni integral konvergira, pa, na osnovu integralnog kriterijuma, red )_ b, konvergira.
n=1

[ee] (o]
Dakle, red Y |a,| konvergira, pared Y a, apsolutno konvergira.
n=1 n=1

(b) Dokazati da red

;2”4—3(2

apsolutno konvergira za x € IR.
Resenje. Dati red je funkcionalni red sa opStim ¢lanom

Jn0) = 5

Posto x € (—00,00), vazi daje x> > 0, pa je

n2 2 n2 "2
fu(x)| = 2| T g a2 < 70 2 zasvako x € R.
Konvergencijareda ) ¢, gde je
n=1
Cn = o

moze se pokazati, na primer, KoSijevim kriterijumom jer je opsti ¢lan nenegativan.

2
. Y N - /1) R
pm Ven = lim /57 = Jim s = lim S =2

primenivsi da je
lim /n = 1.

n—oo

oo
Na osnovu Kosijevog kriterijuma, uslov lim {/c,, < 1 daje dared Y c, konvergira, pa na osnovu VajerStraso-
n—00
n=1

vog kriterijuma, red Z fn(x) apsolutno konvergira za svako x € (—oco, c0).
n=1
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4.4 Furijeovi redovi

1. Periodi¢nu funkciju f, s osnovnim periodom 2, razviti u Furijeov red ako je

[ 2x+5, x€[2,3),
f(x)_{ x7, x € [3,4).

Skicirati grafik funkcije f.
Resenje. Grafik funkcije f je prikazan na slici 4.4.1. Razvijanjem funkcije f u Furijeov red dobija se

_ 4 > nrix . N7IX
flx) = > +)1Z:_1<ancosl —|—bns1n—l ),

gde je I = 1 (jer je 2 osnovni period funkcije f), a Furijeovi koeficijenti se odreduju
na sledeci nacin.

1 4 3 4 x2
aozf/ f(x)dx:/(2x+5)dx+/ 7dx:[2—|—5x]
1J2 2 3 2

) S S =9+4+15— (4+10)+7(4—3) =17,

azan € N,

1 4 3 4
Ay = T/ f(x) cosnmx dx :/ (2x—|—5)cosn7‘[xdx—|—/ 7 cosnmx dx.
2 2 3

Integral iz drugog sabirka se moZe izraCunati smenom

I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
I
I
!
1

I =nmx sa dt = nmdx, 4.4.4)
1 L
. aintegral iz prvog primenom parcijalne integracije
2
Shka4 4 1 u = 2x + 5, d'U = cosnrmx dx,

1 1 1
du =2dx, v :/cosnnxdx = —/costdt = —sint = — sinnnx,
nm nr nri

pri Cemu je upotrebljena smena (4.4.4). Tako je

3
2 5 2 3 7 4nrmt
a, = [ X+ sinnﬂx} ——/ sinnnxdx+—/ costdt =
, NTTJ2 nrit Janm
11 9 3nt 7 anr
= —sianrf——sinZnn—ﬁ/ sintdt—i——[sint] =
nr n n271? Jonn nr -
3nrm
= 23 [cost . + —(sin4nm —sin3nm) = o (cos3nm — cos2nrm) =
nrt
2 2
= n2 72 ((_1)311 - (_1)271) = 1272 ((_1)71 -1).

Koeficijent
1 4 3 4
b”:I/ f(x)sinnnxdx:/ (2x—|—5)sinn7txdx—l—/ 7sinnrmx dx
2 2 3

§to, primenom smene (4.4.4) i parcijalne integracije
U1 = 2x+5, dvy = sinnmxdx,
. 1 . 1 1
dup =2dx, v = /smnnxdx = — /smtdt = ———(COSt = ——— COSNTX,
nr nm nr

daje da je
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3

2 5 2 3 7 4nm
b, = |— A cosnnx} +—/ Cosnmcdx—k—/ sintdt =
nr , NI J2 nit Janx
11 9 3 7 e
= ——cos3nn+—c082nn+—/ costdt——[cost =
nr nrw 272 Jonn nr i
3nm
11 9 2
= —— (-1 4 —(-1)"+ 3 [sin t} — —(cos4nm — cos3nrm) =
nrm nrm n% o
11 9 2. . 7 4 3
= _E(_l)n + E + W(SIHCHITC — Sln2n7'[) — E((—l) m_ <—1) )’l) =
11 9 7 4 2 2
Sl (T A ) D 7:7(2 _1)nt 1).
nn( )+n7r nn( (=1)") nn( )+n7r nrm (=" +
Znaci,
f(x) = 7 + i 2 ((=1)" —1) cosnmx + 2 (2(—1)"+1 + 1> sinnrx
2 = \n?m? nm ’
odnosno »
17 2 & -1t -1 2(—1)" 1
flx) = 5 + ;7; <(n)2ﬂcosn7tx+ ()n+sinn7rx> .
y
————m
2. Odrediti Furijeov red periodi¢ne funkcije =f)
f, s osnovnim periodom 271, ¢iji je grafik
koji odgovara intervalu [—7t, 7r) prikazan
na slici 4.4.2. P T
Resenje. Na osnovu grafika funkcije, Slika 4.4.2

n, x€[-m0),

f(x):{ m—x, x€][0,m).

a,zan € N,

1 L[/ "
un:;/ f(x)cosnxdx:ﬂ</ ncosnxdx-i—/ (n—x)cosnxdx)
. 0

—7T

1 (7 L/ 8
bn:—/ f(x)sinnxdxz(/ nsinnxdx—i—/ (ﬂ—x)sinnxdx).
7T J—m 7T 0

—7T
Primenom smene 1
t = nx, odakle je dt = ndx, odnosno dx = . dt,

1 1
/Cosnxdx: E/costdt = Esinnx—kcl, Ci €R,

1 1
/sinnxdx = E/sintdt: —Ecosnx—i—Cz, G eR,

pa se Furijeovi koeficijenti 4, mogu izracunati parcijalnom integracijom gde je
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u=7m—x, dv=cosnxdx,

1
du = —dx, v= /cosnxdx = Esinnx,
paje
1 T, 0 T—X . N
a, = — [— smnx} + sinnx —1—7/ sinnxdx | =
m\ln o o nJo
1 1 §
= = E(sinO—sin(—nn))—EsinO——z[cosnx} > =
TN n n 0
1 1 1—(=1)"
li— (cosnm —cos0) = —— (-1)"-1) = e
Furijeovi koeficijenti by, n € IN, se mogu izraunati parcijalnom integracijom sa
Uy =m—x, dvy =sinnxdx,
. 1
dup = —dx, v = /smnxdx = COS nX,
te je
1 T 0 T—X T ym
b, = — [——cosnx] — cos nx ——/ cosnxdx | =
T n o n o nJo
1 s s 1 s T 1 (=1)"
= = (=" (cos0 — cos (— T 0>:7(_71_ —1)" 7>:77_1n:
71( n(cos cos ( nn))—l—ncos - n< ( ))+n nn( ) .
Dakle,

(="

sinnx) , X € [—m, ).
. Neka je f periodi¢na funkcija s osnovnim periodom 2 takva da je f(x) = |x| —1za x € [—1,1]. Skicirati grafik
funkcije f, potom funkciju f razviti u Furijeov red.

Regenje. Grafik funkcije f je prikazan na slici 4.4.3. Razvojem
funkcije f u Furijeov red dobija se

flx) = %0 + Y (ancosnmx 4 b, sinnmx).

n=1

Slika 4.4.3

Furijeovi koeficijenti definisani intervalom [—1, 1] su:

1 1 1
aoz/ f(x)dx, ay,:/ f(x)cosnmxdx, by,:/ f(x)sinnmxdx, n € IN.
-1 -1 -1

Posto je grafik funkcije f simetri¢an u odnosu na y-osu, funkcija f je parna®. Kako je i kosinusna funkcija parna,
a sinusna funkcija neparna, Cinjenice da je proizvod neparne i parne funkcije neparna funkcija i proizvod dve
parne funkcije parna funkcija daju da je podintegralna funkcija za koeficijente a,, parna, a podintegralna funkcija
za koeficijente b, neparna. Koristeéi da je integral neparne funkcije na simetriénom intervalu nula i integral parne
funkcije na simetri¢nom intervalu jednak dvostrukom integralu na polovini oblasti integracije,

1 1
a0:2/ f(x)dx, an:2/ f(x)cosnmxdx, b, =0.
0 0

*Parnost funkcije f se mogla utvrditi i na osnovu &injenica da je funkcija f periodi¢na s periodom 2 i daza x € [—1,1] vaZi da je

fl=x) =] =x[=1=|x[ 1= f(x).
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Posto je

x—1, 0<x<1,
f(x)_{ —x—1, -1<x<0,

1
:2(1—1>:—1,

. 2

1

1 1
——/ sinnmx dx
o N7mlJo

a0:2/01(x—1) dx—Z[zz—x]

1 —1
ap :2/ (x —1)cosnmxdx =2 ([x sinnnx]
0 nrm

na osnovu parcijalne integracije sa
u=x—1, dv=cosnmxdx,

1 1 1
du=dx, v= /cosnnxdx: —/Costdt: —sint = — sinnrx,
nrt nrm nrm

pri ¢emu je upotrebljena smena
t = nmx, odakle je dt = nmdx.

Dalje je, primenom iste smene,

a, =2 1sin0—1/msintdt —L[cost}
" " \nr 272 Jo T n2m2

paje

nrt

= 33 (cosnm —cos0) = g (-1)"—-1),

0

((=1)" —1) cosnrmx.

4. Funkciju
0, 0<x<«<1,

f(x):{ (x—12, 1<x<?2

prosiriti u funkciju F(x), x € R, tako da funkcija F bude neparna i periodi¢na s osnovnim periodom 4. Zatim,
funkciju F razviti u Furijeov red. Nacrati grafik y = F(x).

ReSenje. Prvo je potrebno funkciju f proSiriti u neparnu funkeiju Y
f :(—=2,2) — R. Potom se funkcija f moZe prosiriti u funkciju / y= f(xyla y=F (x%
F : R — R koja je periodi¢na s osnovnim periodom 4. Grafici _2%1 . ?/3 YR é> X

funkcija f i F su prikazani na slici 4.4.4.
Posto je funkcija F periodi¢na s osnovnim periodom 4, njenim
razvijanjem u Furijeov red dobija se Slika 4.4.4

i (un cos —l—b sin ?) ,

N\O

gde su Furijeovi koeficijenti, definisani intervalom (—2,2),

2/ x)dx, an—z/ cos—dx1b 2/ sm dx n € IN.

Koristeci da je funkcija F neparna, kosinusna funkcija parna, proizvod neparne i parne funkcije neparna funkcija i
integral neparne funkcije na simetri¢nom intervalu nula,

ap=01a,=0zan & N.
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Na osnovu neparnosti funkcije F i sinusne funkcije i Cinjenica da je proizvod dve neparne funkcije parna funkcija,
a integral parne funkcije na simetri¢nom intervalu jednak dvostrukom integralu na polovini tog intervala,

2 2
by, = = 2/ sm—dx—/ F(x)sin%dx:/ f(x)sin?dx:
0 0

2 2
:/ O-Sinidx‘f’/(x—l)ZSin@dx:/(x—l)zsin@dx‘
0 2 1 2 1 2

Parcijalnom integracijom sa
. NmIX
u=(x—-1)?2 do= sin —— dax,

2 2 2
du=2(x—1)dx, v= /sm@dx = —/sintdt =~ cost=——cos 2%,
nrt nrt nri 2
gde je primenjena smena
nix nr
t=——, dt=—d 4.4,
5 > 4% (4.4.5)
je
2 4 (2 2 4 (2
b, = |——(x —1)?cos nrx +— (x—l)cos—nx dx———cosmﬂ——/ (x—l)cos—nnx dx.
nrm 2 1 nmh 2 nr nm J1 2
Parcijalnom integracijom sa
nix
Uy =x—1, dvuy —cos—2 dx,
2 2 2
duy =dx, v1 = /cosn—mdx = —/costdt = —sint = —Sinn—nx,
nrit nr nr 2
primenivsi smenu (4.4.5), je dalje
2
2 4 2 2 2
by = —(-1)"+ — [ (x—l)smnnx] - sm—nnx dx | =
nrt nr nr 2 1 nm 2
2
2 4 2 4 nrix 2 16 nr
= —E(—l)" + o (nrc sinnrm + P {cos ?} 1) = —E( )"+ 3.3 (COSﬂTL’ — cos 7) =
2 16 16 nt 2 ) s nm
= D () = eos S = g (8= ) (<1)" —cos )

Dakle, razvijanjem funkcije F u Furijeov red dobija se red sinusa,

_ = 2 2 2 n nrt nrix
F(x) —;m ((8—71 n°) (—1) —8c057> smT
5. Funkciju
1, x€(0,1],
fx)=1 x x€(12],
0, x€(23)

prosiriti u parnu i periodiénu funkciju s osnovnim periodom 6, a zatim proSirenu funkciju razviti u Furijeov red.

Skicirati grafik proSirene funkcije.
Regenje. Prvo je potrebno prosiriti funkciju f u parnu fun- A
keiju f : (=3,3)\ {0} — R. Zatim se funkcija f moze SRS A ? S v 2 S
progiriti u funkciju F : R\ {6k | k € Z} — R koja je T\—h /
periodi¢na s osnovnim periodom 6. Grafici funkcija f i F Lo ro Lo ro!

. . .. o—t—1l 1 1 b | b
su prikazani na slici 4.4.5. -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Posto je funkcija F periodi¢na s osnovnim periodom 6, nje- Slika 4.4.5
nim razvijanjem u Furijeov red dobija se

ad X . nmx
EO Z(ancos —i—bnsmT),

n=1




248

GLAVA 4. RESENI REPREZENTATIVNI ISPITNI ZADACI

gde su koeficijenti, odredeni intervalom (—3,3),

1 /3 nrx . 1 /3
3/ x)dx, an—§L3F(x)cosde1bn—gﬁgF( )sm 3 dx n e N.

Funkcija F i kosinusna funkcija su parne, sinusna funkcija je neparna, proizvod dve parne funkcije je parna fun-
kcija, proizvod parne i neparne funkcije je neparna funkcija, integral neparne funkcije na simetricnom intervalu je
nula i integral parne funkcije na simetri¢nom intervalu jednak je dvostrukom integralu na polovini tog intervala, pa
je

b, =0 zasvakon € N,

-Z/OSF(x)dx:;/ng(x)d (/ 1dx+/ xdx+/ de>=
1 2
1>:§<1+z—;> S

1 /3 nix 2 3 nmx 2 L nmx 2 nix
= 3 /_3 (x) cos 5 dx 3/0 f(x)cos 3 =3 (/0 cos —2= x—i—/1 X cos — x>

Smenom

WIN W -

nrix nrm
t=——, dt = —dx, 4.4.6
3 3 X ( )
je
/COS@CZ 3/Costdt:33int+C,C€IR,
3 nrt nr

te se parcijalnom integracijom sa

nricx
u=ux, do= cosde,

nix 3 nix
du = dx, v—/cos—dx——sm ,
nr 3

dobija da je
2

1
3x . nnx
+ | —sin —
nr

a —% isin—nﬂx
"3\ |nn 3 11, 3

Primenom smene (4.4.6) u poslednjem sabirku,

3 . nm 3 . 6 . 2nm 3 . nm 9 o
Esm———smO—l——sm———sm—jL—[m sintdt | =
3

3 12 nmx
- — sin —— dx
;. nmh 3

3 nr nri 3 nmr 3 n2m2

N —g £sin2n7-[+ o Cosznn—cosE =
i 3 \nrm 3 n2 72 3 3 -

= L 2n7rsm2L+3coszn—n—3cosE
22 3 3 3 )

Ll sin 217 + 2 [cos t]
nr 3 n2m?

2
3
2
3

Znaci, razvijanjem funkcije F u Furijeov red dobija se red kosinusa

5 [oe]
= o+ L

Znnsinzn—n +3coszn—n —3cosE cos@
3 3 3 3
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6. Nacrtati grafik funkcije
B 2x, x€][0,1],
flx) = { 3—x, xe(1,3),
a potom je razviti u red sinusa.

Resenje. Grafik funkcije f je prikazan na slici 4.4.6. Da bi se funkcija f razvila u red sinusa, potrebno je prosiriti

y je uneparnu funkciju f : (—3,3) — R koja se potom prosiri u periodi¢nu funkciju F
sa osnovnim periodom 6 i razvije u Furijeov red. Dakle, funkcija F je neparna i vazi
2 : da je
| ) F(x)=f(x) za x€]0,3),
' pa se njenim razvijanjem u Furijeov red dobija
1 307 0 > nrix . nmx
Slika 4.4.6 2tk (a1 cos 2= + by sin =2~ )
s koeficijentima
/ x)dx, a / xdx by 1/B)I—ﬂ(x) dx n € IN.
= )ycos ——dx i by, = = sin —
"3 "3 3./ 3

Koristeéi da je integral neparne funkcije na simetricnom intervalu jednak nuli, a integral parne funkcije na sime-
tricnom intervalu jednak dvostrukom integralu te funkcije na polovini simetri¢nog intervala,

neparna neparna P
ag = f/ F(x)dx =01, zan € N, a, = —/ F(x)cos——dx=0i
3J-3 3/-3 3 -
e
neparna
neparna neparna
1 3
bn:3/ smn—mcdx—g-z/o F(x) - Sm@dx_g)/f m—dx—
de‘l’ld

2 ! 3 2 1 3
3 / ZXSiandx'i'/ (3—x)SinL7rxdx = 2/ xsin X dx+/ (3—x)sin—nnx dx |.
3 0 3 1 3 3 0 3 ) 3

Oba integrala se mogu izracunati parcijalnom integracijom. Prvi sa

. nmx
u=x, dv:sdex,

3 3 3
du = dx, v—/sm@d —/sintdt:——cost:——cos@,
nr nr nri 3
pri cemu je upotrebljena smena
3
t= n;[x, gde je dt = 3 dx odnosno dx = Edt 4.4.7)
L nmx 3 nx]|t 3 1 nx 3 nm 5
/ xsin — dx = |—Xx— cOS —— —1——/ cos — dx = ——— cos — + / costdt =
0 3 3 o nrtjo 3 nrt 3 nmr
= ——cosg—l— [smt]?——?)cosm—i—g<sinm—sin0> =
- T 3 272 o nm 3 n2r? 3 -
3 ni 9 . nm
= ——Cos +

— + —— sin —,
3 n2r? 3

primenivsi istu smenu. Parcijalna integracija za integral iz drugog sabirka koeficijenta by, je

nix

U1 =3—x, dvy = sdex
3 nmx
dugy = —dx, v1=0v = ———cos—,
nm 3

te je
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3 3 3 3 3
/1 (3—x)sin%dx = [—(S—X)mcosngx] arh cosn?)de:
=2 icosﬂ— i 2/Mcostdt—cosnn [smt} ”ﬂ_
o 3 nri nz o 3 272 i -
—ico nr o (snmn—smﬂ)—icosﬂ+isinE
onrm 3 2772 3/ am 3 n2r2 3’
s tim da je primenjena smena (4.4.7). Stoga je
b, = g —LCOSH—F—18 sinﬂ—kicosﬂ—k—9 sinE = % —27 sinﬂ = —18 sinE
"3\ nm 3 n2m2 3 am 3 n2m2 3 ) 3 n?m? 3 n?m? 3’7
te je
> 18 niw . nnux
F() = L g sin 5 sin =5
a samim tim i
> 18 nrm nx
= ——— sin — sin —— € 10,3).
f(x) ,; St sin—— za x [0,3)
7. Nacrtati grafik funkcije

a potom je razviti u red kosinusa.
Resenje. Grafik funkcije f je prikazan na slici 4.4.7. Da bi se funkcija f razvila u red kosinusa, potrebno ju je

y progiriti u parnu funkciju f : [—7t, 7] — R koja se potom progiri u periodi¢nu
funkciju F sa osnovnim periodom 277 i razvije u Furijeov red. Dakle, funkcija
F je parna i vaZi da je

x F(x) = f(x) za x € [—m,0],

- -1

Slika 4.4.7 pa se njenim razvijanjem u Furijeov red dobija

[ee]
E a, cos nx + by, sin nx)
n=1

j
2
s koeficijentima
1 T
—/ x)dx, a, = —/ x)cosnxdx i b, = ;/ F(x)sinnxdx, n € N.

—7T

Koristeci da je integral neparne funkcije na simetri¢nom intervalu jednak nuli, a integral parne funkcije na sime-
tricnom intervalu jednak dvostrukom integralu te funkcije na polovini simetri¢nog intervala,

Parnad 1 0 p 2 0 p 2 fld 0 Zd
o / = 7'[ /—7‘[ (X) : ﬁ/—nf(X) * s (/—7‘[ X —1x x)
2 37° 2 1 2 2 4
_ n([x} _n+[3} _1> —n<—1~|—7r+3(0~|—1)) —7T<7r—3> —2-—,
1,zan € IN,
parna  neparna
TU NN N
bnzl/ F(x)-sinnx dx =0
TC J — 11 N—————r

neparna
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p“m‘l parna

1 /7 2 (0
ay = —/ F(x) Cosnrdx = = 2/ ~cosnxdx = —/ f(x)-cosnxdx =
7T T N ————r’ T J—m
parna
2 -1 0
= (/ cosnxdx+/ xzcosnxdx>.
7T -7 -1

Smenom
t =nx, gdeje dt = ndx, (4.4.8)

1 1 1
/cosnxdx: E/costdt: Esint—i—C: Esinnx—f—C, CeR,

pa se parcijalnom integracijom

u=x2, dv = cosnxdx,

1 .
du = 2xdx, v:/cosnxdx: — sinnx,
n

dobija da je
2 (11 a2 O 2 0
ap = — { sinnx] + { sinnx} - */ xsinnxdx | =
2 /1 1 2 (0 4 /0
== ( (sin(—n) —sin (—nm)) — =sin (—n) — —/ xsinnxdx> = —— xsinnx dx.
T \n n nJ-1 nmw .J-1

Primenom parcijalne integracije

U1 = x, dv; =sinnxdx,

' 1 1 1
duy = dx, vy :/sinnxdx:—/sintdt: ——Ccost = —— cosnx,
n n n

pri Cemu je ponovo upotrebljena smena (4.4.8),

0 0

0 . X
xsinnxdx = |—— cosnx
—1 n

1 [0 1 171 .
+—/ cosnxdx = ——cos (—n) + — | —sinnx
. nJa n nn

-1

= —lcosn+ 1 (sin0 — sin (—n)) = —lcosn—k lsinn
- on n? oon n? ’

koristeéi parnost kosinusne funkcije i neparnost sinusne funkcije. Dalje je

4 1 1 . 4 .
ap = —— | ——cosn+ —sinn | = —— (ncosn —sinn).

nmw\ n n n3m

Sada je
oo 4 _

F(x )_1_74'2 (ncosn smn) cosx,

te je
2 > 4(ncosn —sinn)
f(x)_1—3—n+z s cosnx za x € [—,0].

n=1
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y
8. Grafik funkcije 1$—o
ly=1(x
fi00,7m) >R pEe N

bid 2
I T

je dat na Slici 4.4.8. Funkciju f razviti | : -

u red kosinusa.

Slika 4.4.8

Resenje. Na osnovu datog grafika funkcije f,

fx)=9 0, x€l[§, %),
-1, x€[&,n).

Da bi se dobio red kosinusa funkcije f, potrebno je prosiriti funkciju f u parnu funkciju f : (—7, 1) — R koja
se potom prosiri u periodi¢nu funkciju F sa osnovnim periodom 277 i razvije u Furijeov red. Znaci, funkcija F je
parna i vazi da je

F(x)=f(x) za x€][0,7),

pa se njenim razvijanjem u Furijeov red dobija

F(x) = 51270 + Y (an cos nx + by sinnx)
n=1
gde je

1 rm 1 rm 1 rm
ay = —/ F(x)dx, a, = —/ F(x)cosnxdx i b, = —/ F(x)sinnxdx, n € N.
T J-n ) -n T

—7T
Posto je funkcija F parna, a sinusna funkcija neparna, ¢injenice da je proizvod parne i neparne funkcije neparna
funkcija i da je integral neparne funkcije na simetriCnom intervalu nula daju da je

b, =0, zasvako n € N,

1 T 2 7 2 5 T
ay = — /0 (x)dx 7_[/0 f(x)dx - </0 x /g x>
2 3 T 2 (7 27 2/m T
(-0 ) -2 G- (%) -2 G- -0
a,zan € N,
1 T 2 7 2 3 T
an:—-2/ F(x)cosnxdx:—/ f(x)cosnxdx = — / cosnxdx—/ cosnxdx | .
7T 0 7T Jo 7T 0 %ﬂ
Smenom .
t =nx, sa dt = ndx, odnosno Edt:dx,
2 (1 % 1 [ 2 H n
a, = — </ ’ costdt——/ costdt) = — [sint] — [sint}
m\n.Jo n Joun nrm 0 2z
2 . nm . ) . 2nrw 2 . nm . 2nm
= — (sin— —sin0 —sinnm+sin—— | = — | sin— +sin—— |.
nr 3 3 nrm 3 3
Stoga je
F(x) = — | sin — + sin —— | cos nyx,
)= g (sn 5 sn )
paje
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9. Nacrtati grafik periodi¢ne funkcije f s osnovnim periodom 2 za koju vazi da je f(x) = 2x —4zax € (1,3), a
potom je razviti u Furijeov red.

Resenje. Funkcija f je neparna jer za njen grafik (prikazan na slici 4.4.9) vaZi da je na intervalu (—1,1) osno
simetri¢an u odnosu na kooordinatni pocetak. Osnovni period funkcije f je 2, te njenim razvijanjem u Furijeov red,

ap d .
y X) = = a nrx +b nrmx
‘ f(x) 2+y§1<nCOS + by sinnmx)
2,
f s koeficijentima odredenim na osnovu intervala (1,3):
I /y=1()

3 /o ~1 1 3 0" ag = 1/13f(x)dx:/13(2x—4)dx: [x2—4x}
| / 9

—12—(1-4)=0,

. 1 3 3
Slika 4.4.9 a, = I/ f(x)cosnmxdx = / (2x —4) cos nmx dx
1 1

1 3 3
ib,= T/ f(x) sinnmx dx :/ (2x —4)sinnmxdx, za n € N.
1 1

Posto se smenom 1
t =nmnx, dt = nmdx, odnosno prps dt = dx, (4.4.9)

dobija da je

1 1 1
/cosnnxdx = — /costdt = —sint+Cy = —sinnnmx +Cy, C;1 € R, (4.4.10)
nit n ni

1 1 1
/sinnnxdx = —/sintdt =——cost+Cp=——cosnmx+Cy, C; € R,
nrw nit nit

parcijalnom integracijom
u=2x—4, dv=cosnmxdx,

1 .
du =2dx, v= /cosnnxdx = — sinnrx,
nr

dobija se
2x —4 32 8 2 2 2 1 3
a, = [ sinnmc] — —/ sinnmtxdx = — sin3nmw + —sinnm — — [—cosnnx} =
;. nmh nrm nrm nrm nrm 1
2 3 2
= 3 (cos3nm —cosnm) = o (=" = (-1)") = ) (-D)"=(-1)") =0.
Parcijalnom integracijom
Uy = 2x —4, dvy = sinnmxdx,
1
dug =2dx, v = /sinnnxdx = —— COSNTTX,
nrm
dobija se da je
2x — 4 3 3 2 2 2 [1 3
b, = |— cosnﬂx] + —/ cosnmxdx = —— coS3nT — — COSNTT + — [ sinnnx] =
nr . nmh nm nm nmw | nm )
= 2 (L1 4 (1)) 4 =2 (sin3nrm — sinnn) = —— ((~1)" + (—1)") =
nrw n2 2 nrw
_ _4(_1)11 _ 4(_1)n+1
- nt nam

Znaci, funkcija f razvijena u red sinusa je

00 4(_1)n+1
nrt

sin n7x.
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Posto je funkcija f periodi¢na, Furijeovi koeficijenti se mogu odrediti i na osnovu intervala (—=1,1), s tim da je
flx)=(2(x+2)—4)=2x zaxe(—-11).

U tom slucaju se moZe iskoristiti neparnost funkcije f, odnosno da je integral neparne funkcije na simetri¢cnom
intervalu jednak nuli, a integral parne funkcije na simetricnom intervalu jednak dvostrukom integralu te funkcije
na polovini simetri¢nog intervala. Tada su Furijeovi koeficijenti:

neparna neparna parna

1 1 ~~ ) 1 r1 ~—~ N
ag = —/ f(x)dx=0, i,zan €N, a, = —/ f(x) cosnmxdx =0,
1 —1 1 ] N ———
neparna
neparna neparna
1
by / smnrcxdx—Z f( )sinnrcxdx:4_/ xsinnmxdx.
0
pdrnd
Parcijalnom integracijom
U, = x, dv, = sinnmxdx,
1
du, = dx, v = v1 = ——— COSNmMX,
nmw

1 koriste¢i da vazi (4.4.9),

1

)

1 /1 1 1 1 .
-l-—/ cosnmxdx | =4 ——cosnm+ — | —sinnmx
nrm Jo nri nrmi | nmw

b, =4 <[—nj; cosnnx}
0

4(_1)n+1
nmw

1 1 . .
=4 ( —(=1)" + p g (sinnm — s1n0)> =

nrt

10. Nacrtati grafik periodi¢ne funkcije f s osnovnim periodom 2 za koju vazi da je

a potom je razviti u Furijeov red.
Resenje. Grafik funkcije f, prikazan na slici 4.4.10, je simetrican u odnosu na y-osu, tako da je funkcija f parna.

Posto je osnovni period funkcije 2, razvijanjem funkcije f u Fu-
rijeov red dobija se

flx) = 50 Y (ancosnrx + by sinnmx) .
n=1
Slika 4.4.10 Furijeovi koeficijenti odredeni na osnovu intervala (0,2) su
1 2 211 ¥2 2
- = [ xd / )y =— | = ol =
ag 1/f /()xx+1(x )dx [2]0+[2 x]l

1
= 5 t2-4-(5-2)=-1
.+ <z>

1 /2 1 2
a, = I/ f(x)cosnmxdx = —/ xcosnnxdx+/ (x —2) cosnmxdx,
0 0 1

i,zan € N,

2 1 2
b, = 1/ f(x)sinnmxdx = —/ xsinnnxdx-l—/ (x —2) sinnmx dx.
0 0 1
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Posto se smenom

t =nmnx, dt =nmdx, “4.4.11)
dobija da je
1 1 . 1 .
/cosnnxdx = —/costdt = —sint+C; = —sinnnmx +C;, C; €R,
nit nri nit
: 1 1 1
/sinnnxdx = — /sintdt =——cost+Cp=——cosnnmx+C, C €R, 4.4.12)
nri nri nrm

parcijalne integracije

u=x, dv=cosnmxdx,

1 4.
du=dx, v= /cos nnxdx = prps sinnx, (4.4.13)

U1 =x—2, dvy = cosnmxdx

duy =dx, v1 = v = —sinnrnx,
nri

daju da je
X Lo x—2 R
ay, = — {— sinnnx} — —/ sinnmxdx | + [ sinnnx] — —/ sinnmxdx =
nr o M7 Jo nr . nmh
1 1 ! , 1 1 ?
= ——sinnm+ — |-—cosnnx|| +—sin(nm) — — |———cosnnx|| =
nrw nm T o NT nmw | nm 1
1 2
= 13 (= (cosnmt — cos 0) 4 cos 2nm — cos nrm) = ) (1—-(-1)").

Parcijalnim integracijama
U = x, dvy, = sinnmxdx,

. 1
du, =dx, v, = /smnrcx dx = ——— cosnmx,
nrw

Uz = x — 2, dvz =sinnmxdx
1
dus = dx, v3 = Uy = ——— COSNX,
nrt

dobija se da je

b, = — ([—ny; cosnnx}

[ sinn nx}

g ) [x—Z ]
+—/ cosnmxdx | — COS NTTX
o nlo ni

1 2

2

1 2
~|——/ cosnmxdx =
nm )1

1

1
= —COSNTT — —— — — COosSnm + 2 5 =
nrw n=7r nri T

[ sinn nx]

0 1

sinnm —sin0) +

—W ( n27'[2 (SiﬂZTlT[ — SinTZT[) = 0,

te je Furijeov red date funkcije

> 2(1—(=1)"
flx —|— Z—n2n2 ) )cosnnx.
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Posto je funkcija f periodi¢na, Furijeovi koeficijenti se mogu odrediti i na osnovu intervala (—1,1). U tom slu¢aju
se mozZe iskoristiti parnost funkcije f, odnosno da je integral neparne funkcije na simetri¢nom intervalu jednak
nuli i da je integral parne funkcije na simetri¢nom intervalu jednak dvostrukom integralu te funkcije na polovini
simetri¢nog intervala. U tom slu€aju su Furijeovi koeficijenti:

parna

w=1 [ F@Ddr=2 [ fydr= 2 [ xdx= -2 M

pama

1
=1,
0

parna

ay = 1/ fx cosnnxdx—2/ fx cosnnxdx——Z/ x cosnmxdx,

——
parna

parna  neparna
1 ,/\,_
b, = / x)sinntxdx =0, za n € N.

neparna

Parcijalnom integracijom (4.4.13) i koristeéi da vaZzi (4.4.12),

1

1 1, 1 . 1 1
—— [ sinnmxdx = —sin (nm) — — | ——— cos nmx
o 1o nrm nmw | nw

Lo(-1)r-),

n2m2

1 x
xcosnmxdx = |—sinnrmx
0 nr

1
= 23 (cosnmt —cos0) =

paje
21— (-1)")

an =
n2 2
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4.5 Numericka analiza

1. IzraCunati pribliZnu vrednost integrala
08
I = / log3 (1 — x?) dx,
—0.8
koriste¢i

(a) interpolacioni polinom drugog stepena sa ekvidistantnom podelom;
(b) trapeznu formulu, deledi interval integracije sa devet ekvidistantnih ¢vorova;

(c) Simpsonovu formulu, deledi interval integracije na osam ekvidistantnih podintervala.
Resenje.

(a) Priblizna vrednost integrala se moze odrediti pomocu interpolacionog polinoma tako $to se podintegralna fun-
kcija aproksimira interpolacionim polinomom. Stoga se, oznacavanjem podintegralne funkcije sa f, zadatak
svodi na:

0.8 0.8
1= f(x)dx =~ / Ly(x)dx.
~08 0.8

Za interpolacioni polinom drugog stepena je potrebno interval [—0.8, 0.8] podeliti na dva podintervala duZine
h= %;O'B) = 0.8, pa se dobija da je
xo=-—0.8, xq1=0, x, =081
Yo = f(x0) = 0.86480, y1 = f(x1) =0, y2 = f(x2) = 0.86480.

Sada je Lagranzov interpolacioni polinom

La(x) = o (x —x1)(x — x2) : (x —x0)(x — x2) ) (x —x0)(x —x1) _
(o —x1)(xo —x2) 7 (x1—x0)(x1 —x2) 77 (x2 —x0)(x2 — x1)
x(x —0.8) (x+0.8)x
= 0.86480 ——~———~ + 0.86480 ——<— =
—0.8- (—1.6) + 1.6-0.8
= 0.67562(x* — 0.8x) + 0.67562(x* + 0.8x) = 1.35124x2,
paje
08 3% 135124
I~ / 1351242%dx — 1.35124% | = 1 (0.8% +0.8%) = 0.46122 .
—038 31 08 3
(b) Za podelu intervala integracije sa devet ekvidistantnih ¢vorova, potrebno je interval [—0.8,0.8] podeliti na
osam podintervala duZine h = 0'8_(8%0'8) = 0.2. Tako je
i 0 1 2 3 4 5 6 7 8
X; —0.8 —0.6 —0.4 —-02 |0 0.2 0.4 0.6 0.8

yi = f(x;) | 0.86480 | 0.16502 | 0.02519 | 0.00138 | 0 | 0.00138 | 0.02519 | 0.16502 | 0.86480

Sada je
h 7
[~ Tg= > Yo+2) yit+ys| =
i=1
2
= 07 (0.86480 + 2(0.16502 + 0.02519 + 0.00138 + 0.00138 + 0.02519 + 0.16502) + 0.86480) =
= 0.24960

(c) U ovom slucaju su ¢vorovi isti kao u delu pod (b), tako da je

h
I~ Sg= g(yo+4(y1+ya+y5 +y7) +2(y2 +ya+ye) +ys) =

2
= % (0.86480 + 4(0.16502 + 0.00138 + 0.00138 + 0.16502) + 2(0.02519 + 0.02519) -+ 0.86480) =

= 0.21077
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2. Neka je f(x) = 2log (cos x) data funkcija.

(a) Odrediti interpolacioni polinom funkcije f za interval [—1, 1], koristeéi tri ekvidistantno rasporedena interpo-

. o . o .. o s T e . . .
laciona ¢vora. Kolika apsolutna greska se dobija raunajuéi f (Z) dobijenim interpolacionim polinomom?

(b) Primenom trapezne formule, izracunati pribliznu vrednost veliine povrSine zatvorene oblasti odredene kri-
vamay = f(x),y =0, x = —11ix = 1. Upotrebiti sedam ekvidistantno rasporedenih &vorova integracije.

1

(c) Izracunati pribliznu vrednost integrala (f(x) )2 dx, koriste¢i Simpsonovu formulu sa intervalom integra-

-1
cije podeljenim na Sest jednakih delova.

Resenje.

(a) TraZeni interpolacioni polinom za tri ekvidistantna interpolaciona ¢vora je LagranZov interpolacioni polinom
sa dva podintervala

Ly(x) = ,
2(x) = w0 (x0 — x1) (x0 — x2) (x1 = x0) (x1 — x2) (x2 — x0) (x2 — x1)
gde je
i 0 2
X -1 1
yi = f(x;) | —0.53473 —0.53473
jer je duzina podintervala h = 1_(2_1) = 1. Dalje je
x(x—1) (x+1)x 5 5
Ly(x) = —0.53473 _17(_2) —0.53473 ~———— = —0.26737(x" — x) — 0.26737(x" 4+ x) =
= = —0.53473x°.
TraZena apsolutna greska je
2
T T T T o
A (L2 (Z>> - ‘f (7) — I, <Z) ‘ - ’— log2 +0.53473 - 7| ~ 0.02882 ~ 2.88%.

(x —x0)(x — x7)

(x —x0)(x — x1)

(b) Posto za x € [—1,1] vazi da je cos x € [cos1,1], sledi daje f(x) < 0, pa je traZena povrsina

Primenom trapezne formule sa sedam ekvidistantno rasporedenih ¢vorova integracije, dobija se Sest podin-

tervala duzine h = 1_7 = % tako da je

(=1

P= —/Zf(x)dx.

i 0 1 2 4 5 6
Xi -1 _% _% % % 1
y; = f(x;) | —0.53473 | —0.20928 | —0.04918 —0.04918 | —0.20928 | —0.53473
Stoga je
h
Pr-To=—=Wo+2p1+v2+ys+yatys)+ys) =

2

1
_6(_0'53473 +2(—0.20928 — 0.04918 — 0.04918 — 0.20928) — 0.53473) = 0.35055.
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(c) U pitanju je isti interval integracije i broj podintervala kao u delu pod (b), tako da su i ¢vorovi integracije isti,
s tim da je sada

i 0 1 2 |3 6
X; -1 -3 -3 |0 1
yi = (f(x;))* | 0.28593 | 0.04380 | 0.00242 | 0 | 0.00242 | 0.04380 | 0.28593

(SN ITN
wIN| Q1

Odavde je

/_11 (f(x))*dx ~ Sg = Z(yo+4(y1 s +ys) +2(y2 +ya) +ye) =

1
= 5(0.28593 +4(0.04380 + 0.04380) +2(0.00242 +-0.00242) +-0.28593) = 0.103549.

3. Neka su za funkciju f poznate vrednosti navedene u tabeli

5 4 2 1
x —2 —3 —3 —1 —3 —3

f(x) | 3.58385 | 3.57094 | 3.56857 | 3.5403 | 3.45255 | 3.27829

Odrediti veli¢inu povrsine zatvorene oblasti odredene krivama y = f(x),y =0, x = —2ix = 0.

(a) primenom interpolacionog polinoma treeg stepena koji aproksimira funkciju f na intervalu [—2, 0], koriste¢i
ekvidistantnu podelu intervala;

(b) primenom Simpsonove formule.

Resenje. Kako su date vrednosti funkcije f pozitivne, traZzena povrsina je

P= /Ozf(x)dx.

(a) PovrSina P se moZe odrediti pomocu interpolacionog polinoma tako $to se funkcija f aproksimira njime.
Za interpolacioni polinom treéeg stepena je potrebno interval integracije podeliti na 3 podintervala, pa su
podintervali duZine h = %, §to znaci da je

4 2
Xg = —2, x1 = 3 Xy = —3 x3 = 0, odnosno

Yo = f(x0) = 3.58385, y1 = f(x1) = 3.56857, y» = f(x2) = 3.45255, y3 = f(x3) = 3.

Sada je Lagranzov interpolacioni polinom

B (x —x1)(x —x2)(x — x3) (x —x0)(x — x2) (x — x3)
La(x) = o (x0 — x1)(x0 — x2) (%0 — x3) 7 (31 — x0) (x1 — x2) (%7 — x3)
N (x —x0)(x — x1)(x — x3) (x —x0)(x —x1)(x — x2) _
Y2

(x2 —x0)(x2 — x1) (2 —x3) 7> (x3 — x0) (x3 — x1) (x3 — x2)
(x+3) (x+3)x
T Ty,

+3.45255

= 3.58385

4
= —2.01592 <x3 +2x% + §x> +6.02196 [ x% + =x? + x) —

WIH~

3%) T 16 9 T 9
= —0.13264x> — 0.64388x> — 1.04913x + 3,

—5.82618 <x3 + 13sz + 8 > + g <x3 +4x% + %x + 16)



260 GLAVA 4. RESENI REPREZENTATIVNI ISPITNI ZADACI

paje

0 0
P ~ / Ls(x)dx = / (—0.13264x — 0.64388x* — 1.04913x + 3) dx =
-2 J=2
0
~ 6.91181.
-2

X4 x3 xz
= [0.132644 +0.64388 5 +1.04913%- — 3x]

(b) Na osnovu vrednosti u datoj tabeli se moZe zakljuciti da je u pitanju ekvidistantna podela intervala na 6
podintervala duzine % pa su ¢vorovi integracije i vrednosti podintegralne funkcije u njima:

i 0 1 2 3 4 5 6

. _ _5 _4 _ _2 _1
X; 2 3 3 1 5 3 0

y; = f(x;) | 3.58385 | 3.57094 | 3.56857 | 3.5403 | 3.45255 | 3.27829 | 3

Tako je
h
P~ 5= 3o+ 4(y1 +ys+ys) +2(y2 +ya) +ve) =
1
= 5(3.58385 + 4(3.57094 + 3.5403 + 3.27829) + 2(3.56857 +3.45255) + 3) ~ 6.90936

4. (a) Odrediti pribliznu vrednost izraza 273 i v/2~! primenom LagranZovog interpolacionog polinoma na fun-
keiju f(x) = V27 na intervalu [0, 4], deleéi interval na dva jednaka dela. Potom utvrditi koja priblizna
vrednost je taCnija.

(b) Nekaje g(x) = log 1 x2. Izratunati pribliznu veli¢inu povrSine oblasti odredene grafikom funkcije g, x-osom
i pravama: x = 11 x = 3 primenom:

i. trapezne formule sa 6 ekvidistantnih podintervala;

ii. Simpsonove formule sa 6 ekvidistantnih podintervala.

Resenje.

(a) Posto se interval interpolacije deli na dva jednaka dela, n = 2, te se odreduje Lagranzov interpolacioni
polinom Ly (x), a potom traZene priblizne vrednosti sa

V23~ 1,(3) i V2 lrLy1).

Cvorovi interpolacije su:
x0=0, x1=2, xp =4,

a vrednosti funkcije f u njima:

N[ —
<
N
Il
-
—~
=
N
N~—
I
o |

vo=f(x0) =1, y1=f(x1) =

pa je LagranZov interpolacioni polinom

B (x —x1)(x —x2) (x —x0)(x — x2) (x —x0)(x —x1)
L2(%) = yo (x0 — x1)(x0 — x2) * " —x0) (i —x2) (0 —x0) (2 —x1)
_q =2 —4) 1 (x-0)(x—4) 1 (x-0)(x—-2)
0-2)(0-4) 2 2-0(2-4) "4 4-0@E-2)
1 1 1 1 5
= é(x2—6x+8)—§(x2—4x)+32(x —2x) = 3—2x2—Ex—|—1



4.5. NUMERICKA ANALIZA 261

Tako su traZzene pribliZzne vrednosti:

1 5 11
B . 2_ . = — = U 7.
V2 %) 3 16 3+1 0 0.34375,

1 2
@%3—2-12+%~1+1:£%0~71875~

Tacnost pribliznih vrednosti se moZe utvrditi njihovim relativnim greskama.

‘V 27~ L2(3)‘ _|0.353553390. .. — 0.34375|

Ar (Ly(3)) = ~ 0.02773 = 2.77%,
k (L2(3)) ‘,Fsa‘ 0.353553390 . .

Ar (La(1)) = ‘Vz‘l—Lz(l)‘ _ [0.707106781... — 071875 _ o Lo
SRR ‘,Fl‘ - 0.707106781 ... e T

Znadi, priblizna vrednost Ly(1) je talnija.

(b) Funkcija g je logaritamska funkcija s osnovom manjom od 1, tako da monotono opada za x > 0, a samim
tim i na intervalu [1, 3]. Kako je g(1) = log% 1=0,vazidaje f(x) < 0zax € [1,3], te je trazena povrSina

P:—/l3g(x)dx.

Posto se interval integracije deli na 6 ekvidistantnih podintervala, n = 6, pa je duZina svakog podintervala
=1 — % Cvorovi integracije i vrednosti funkcije f u njima su:

6
i 1 2 4 5 6
4 5 7 8
Xi 3 3 3 3 3
yi = g(xy) —0.83007 | —1.47393 | —2 | —2.44478 | —2.83007 | —3.16993
1. Stoga je
P~ —T6.

i.

S obzirom na to da je

h
Te = 5 o+ 21 +y2+ ... +ys5) +ve) =
1
=3 (2(—0.83007 — 1.47393 — 2 — 2.44478 — 2.83007) — 3.16993) ~ —3.72128,
trapezna formula daje da je traZena pribliZna vrednost povrSine P ~ 3.72128.
Analogno je
P = —56.
Posto je
h
Se = 3 (yo+4(y1+ys+ys) +2(y2+ya) +ys) =
1
=3 (4(—0.83007 — 2 — 2.83007) + 2(—1.47393 — 2.44478) — 3.16993) ~ —3.73866,

na osnovu Simpsonove formule traZena pribliZzna vrednost povrSine je P ~ 3.73866.
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5. Data je funkcija f(x) =1+ Inx.
(a) Odrediti LagranZov interpolacioni polinom funkcije f za interval |2, 3], deleci interval na dva jednaka dela.
(b) Koristeci trapeznu formulu izracunati pribliznu vrednost integrala /2 ’ f(x)dx s gresSkom manjom od 103,
Resenje.

(a) Kako se interval deli na dva jednaka dela,n =2ih = 35—2 = 0.5. Cvorovi interpolacije i priblizne vrednosti
date funkcije u njima su:

i 0 1 2
X; 2 25 3 .
yi = f(x;) | 1.69315 1.91629 2.09861

Lagranzov interpolacioni polinom je

o (rmx)(x —x9) (x —x0)(x — x2) (x—x0)(x —x1) _

La(x) = yo(xo —x1)(x0 — x2) s (x1 — x0) (%1 — x2) T2 (x2 —x0)(x2 —x1)
_ (x —25)(x—3) (x—2)(x=3) (x=2)(x—25)
= 1.69315 (2_2.5>(2_3> +191629<25 2)<2'5_3> + 2.09861 <3 2)<3 25) =

= 3.38630(x> — 5.5x 4 7.5) — 7.66516(x*> — 5x + 6) + 4.19722(x*> — 4.5x +5) =
= —0.08164x* 4 0.81366x + 0.39239.

3
(b) Greska koja se dobija primenom trapezne formule na integral [ = / (14 Inx) dx moZe se oceniti sa
2

(b—a) "
_ < —
I=Tal < 5,5~ M2, Mz = max |f"(x)

gdejea = 2ib = 3. Kako se traZi da se vrednost integrala I odredi s gre§kom manjom od 10~3, potrebno je
da vazi da je

(b—a)’ -3 1 -3
152 M, < 107°, odnosno WMZ < 1077,
1 Y L1 1
f) == )= (x") ==x2=-3, mje |f'x)] =
Posto je
/ _ 2 2
( > :—2x3:—;1 _E<Ozax€[2,3],
funkcija |f”(x)| = & je monotono opadajuca na intervalu [2,3], pa je
1 1 1
M= e =2~y
Na osnovu 1 1 1000
T2 1 <1073, dobija se daje n? > T odnosno n > 4.56435.

Znaci, primenom trapezne formule sa n = 5 podintervala dobija se priblizna vrednost integrala I s greSkom
manjom od 10~3. DuZina podintervala je 1 = % = (.2, pa su ¢vorovi integracije i priblizne vrednosti date
funkcije u njima:

i 0 1 2 3 4 5
X 2 22 24 2.6 2.8 3
yi = f(x;) | 1.69315 1.78846 1.87547 1.95551 2.02962 2.09861

Trazena vrednost je

h
I ~ T5 = §(y0+2(y1 +y2+ys+tya) +ys) =

0 2
> —(1.69315 + 2(1.78846 + 1.87547 + 1.95551 + 2.02962) + 2.09861) = 1.90899.
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6. Nekaje f(x) = sing.

(a) Odrediti LagranZov interpolacioni polinom sa tri ekvidistantna interpolaciona ¢vora koji aproksimira funkciju
f naintervalu [1,5].

(b) Izracunati pribliznu veli¢inu povrSine zatvorene oblasti odredene grafikom funkcije f i pravamay = 0, x =1
i x = 5 primenom Simpsonove formule s greskom manjom od 1073.

Resenje.

(a) Primenom Lagranzovog interpolacionog polinoma sa tri ekvidistantna interpolaciona ¢vora, n = 2, pa se
interval [1,5] deli na 2 jednaka dela. Tako su &vorovi interpolacije:

xo=1, x1 =3, x =5,
a vrednosti funkcije f u njima:
Yo = f(x0) = 047943, y1 = f(x1) =~ 0.99749, vy, = f(x2) ~ 0.59847.
Lagranzov interpolacioni polinom je

o (x=x)(x — x) (x —xp)(x — x2) (x—xo)(x—xl) _
La(x) = wo (20 — x1)(x0 — x2) T (21 — xo)(x1 — X2 Ty X —xo)(x2 —x1)

)
(x—3)(x - 5) “D( - 5) (x-1)(x-3) _
= 0.47943 - (i 3)(1 5 +0.99749 - (3 )<3 5) + 0.59847 ( )( 3)

= 0.05993(x2 — 8x + 15) — 0.24937(x% — 6x + 5) + 0.07481(x2 — 4x + 3) =
= —0.11463% + 0.71754 — 0.12347.

(b) TraZena povrSina je
5
P= / f(x)dx ~ S,
1

gde je 1 broj podintervala. Da bi se dobila priblizna vrednost povrsine s gre§kom manjom od 103, potrebno

je da vazi
P —S,| <1072,
Posto je
(5-1)°
— < —
IP =Sl < g - Mar Ma= max FD ()],
uslov ( s
5—-1 3 256 -3
18014 - My < 107, odnosno 15 My <10
daje potreban broj podintervala za traZzenu tacnost.
1 1 1 1
f(x) = 5 €os %, ' (x) = -1 sin g, " (x) = —gcos g, F® (x) = Esin %’
paje
M,y = max ismx = ma ’smf’
P s |16 2 1<x<5 16 21

Funkcija g(x) = sin 5 je nenegativna na intervalu [0, 277], a samim tim i na intervalu [1, 5], tako da je

1 X
M, = max —sm—
4= 1<x<5 16

Posto funkcija g, na intervalu [0, 277], ima maksimum u ta¢ki x = 77, a 7t € [1,5],

1 T 1
M4 R sin E T6
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Stoga je
256 1 _3 16 3
FEPTRETA < 1077, odnosno 158 <1077,
te je
16000 !
45 '
Dakle,
+/16000
——— =~ 4.34237.
45
Simpsonova formula je primenljiva samo za paran broj podintervala, tako da se sa n = 6 podintervala moZe
dobiti traZena tacnost aproksimacije. DuZina svakog podintervala je h = % = %, te su ¢vorovi integracije i
vrednosti funkcije f u njima:
i 0 1 2 3 4 5 6
X; 1 1.66667 | 2.33333 3 3.66667 | 4.33333 5

yi = f(x;) | 047943 | 0.74018 | 0.91944 | 0.99749 | 0.96573 | 0.82766 | 0.59847

h
Se = 5 (Yo +4(y1+ys+ys) +2(y2+ya) +y6) =

2
=5 (0.47943 + 4(0.74018 4 0.99749 + 0.82766) + 2(0.91944 + 0.96573) + 0.59847) ~ 3.35768,

paje P ~ 3.35768.

7. Utvrditi koliko reenja ima jednacina cos2x — x> 4+ 2 = 0. Potom primenom postupka seéice odrediti pozitivno

reSenje jednacine s greskom manjom od 1073.
Resenje. Neka je

f(x) = cos2x — x> +2.

Da bi se odredilo pozitivno reSenje jednacine f(x) = 0, potrebno
je grafickom lokalizacijom utvrditi interval u kojem se nalazi to
reSenje. Rastavljanjem funkcije f na razliku funkcija g i h:

g(x) = cos (2x) i h(x) = x*—2,

Slika 4.5.1

dobijaju se grafici prikazani na slici 4.5.1. Grafici funkcija gih
seku se u jednoj tacki sa pozitivnom apscisom, tako da je ta apscisa trazeno resenje. Ona se nalazi izmedu najmanje

pozitivne nule funkcije g i pozitivne nule funkcije /1, dakle, u intervalu (%, \/E) .

Kako je T =~ 0.78540, a V2 ~ 1.41421, za po&etne aproksimacije postupka secice se mogu uzeti
Xp = 0.8 1 X1 = 14.
Posto je f(x9) = 1.33080 i f(x1) = —0.90222, naredna aproksimacija je

X0 — X1

Fo) — ) - f(x1) =~ 1.15758.

Xy = X1 —
Kako je
X2 — x1| = 0.24242 > 1073,

racuna se naredna aproksimacija.

X3 = Xp —

X1 — X2
o)~ fgy 13

Stosa f(xp) = —0.01750 daje da je
x3 ~ 1.15278.
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X3 — x| = 0.00480 > 1073,
pa se raCuna

X4 = X3 —

Xy — X3
o)~ fla) 1)

f(x3) = 0.00069, te je
xq =~ 1.15296.

|x4 — x3] = 0.00018 < 1073,
tako da je x4 trazeno priblizno reSenje.

Dakle, pozitivno reSenje date jednacine je x* = 1.15296.

x
8. Utvrditi broj nula funkcije f(x) = 2* ~> _sin 5 kao i interval u kojem se nalazi najveca nula. Potom, s greSkom

manjom od 1073, odrediti pribliznu nulu koja se dobija primenom Njutnovog postupka uzimajuéi 4 za pocetnu
aproksimaciju.

Resenje. Nula funkcije f je reSenje jednacine f(x) = 0. Tako Y

da se broj nula funkcije f moZe utvrditi grafickom lokalizacijom,
rastavljanjem funkcije f na razliku funkcija g i h: _{h(x) | y=g(x)

5 . X 27 “1h 1 I~ "
g(x) =271 h(x) =sin 5

Slika 4.5.2

Na osnovu grafika prikazanih na slici 4.5.2, grafici funkcija gih
seku se u beskona¢no mnogo tacaka, tako da funkcija f ima beskona¢no mnogo nula.
Za Njutnov postupak je potreban izvod funkcije f,
1 x
fl(x) =2""In2 - 5 COS 5.
Kako je data poCetna aproksimacija xo = 4, f(xo) = —0.409301 f'(xp) = 0.55465, naredna aproksimacija je

_ . flx) _
X = 2~ gy 47379

Posto je
|1 — xo| = 0.73794 > 1073,
ratuna se naredna aproksimacija. Kako je f(x;) = 0.13588 i f’(x1) = 0.93605,

Xp = x| — f,(xl) ~ 4.59278.
f(x1)
xp — x| = 0.14516 > 1073,
pa se rauna
_ flx)
f'(x2)

X3 = X2
xp) = 0.00597 i f'(xy) = 0.85447, te je
f(x2) f j
x3 ~ 4.58579

x5 — x2| = 0.00699 = 0.699 - 102 > 102,
Znadi, ratuna se i naredna aproksimacija. Posto je f(x3) = 0.00001 1 f'(x3) = 0.85064,

o Sls)
X4 = X3 Flxs) 4.58578.

x4 — x3| = 0.00001 =0.1-107* < 1073,
tako da je x4 traZena priblizna nula funkcije f.

Dakle, trazena pribliZzna nula je x* = 4.58578.
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9. Grafi¢ki lokalizovati nulu funkcije f(x) = cos g — (x — 1)3, zatim odrediti njenu pribliznu vrednost s greskom
manjom od 1073,

Resenje. Da bi se odredila nula funkcije f, potrebno je resiti je-
dnacinu f(x) = 0. Za graficku lokalizaciju potrebno je rastaviti
funkciju f na razliku funkcija

g(x) = cos% i h(x) = (x—1)°

Grafici funkcija g i /1 su prikazani na slici 4.5.3. Apscisa tacke
preseka grafika funkcija g i h nalazi se u intervalu (1, 77), pa se
moze zakljuciti da se reSenje jednaéin§ f (x)_: 0 nalazi u int?rva— Slika 4.5.3
lu (1, 7r). Interval (1, 7r) se moZe suziti tabli¢nom lokalizacijom:

X 1 1.5 2 25 3
f(x)|0.87758 0.60669 —0.45970

Posto je f(1.5)f(2) < 0, teorema 1.67 daje da se reSenje jednacine f(x) = 0 nalazi u intervalu (1.5, 2).

Funkcija f je diferencijabilna, tako da se priblizno reSenje jednacine f(x) = 0 moZe odrediti Njutnovim postup-
kom. Izvod funkcije f je

1 X

! . 2
xX)=—=sin- —3(x—1)".
Za pocetnu aproksimaciju se moZe uzeti, na primer,

XOZZ.

f(x0) = —0.459701 f'(x9) = —3.42074, pa je naredna aproksimacija

X1 = Xog — f(x0) ~
1= %0~ gy & 1.86561.

Posto je
X1 — x| = 0.13439 > 1073,

racuna se naredna aproksimacija. f(x1) = —0.053001 f'(x1) = —2.64949 daju da je
Xp = x — f,(xl) ~ 1.84561.
f'(x1)

xy — x1| = 0.02000 > 1073,

pa se racuna i
f(x2)
fl(x2)

X3 = Xp —
f(x2) = —0.00107 i f'(x2) = —2.54382, te je

x5 ~ 1.84519

|x3 — x2| = 0.00042 < 1073,

Sto daje da je x3 traZena priblizna nula funkcije f.

Dakle, trazena pribliZzna nula je x* = 1.84519.
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10. Naci korene jednacine log, x = —x? s tolerancijom od 103,

Resenje. Data jednacina je ekvivalentna jednacini A
logs x + x* = 0.

Neka je
f(x) = log, x + x*.

Grafickom lokalizacijom funkcije f rastavljene na razliku funkci-
ja

g(x) =logyx i h(x) = —x*
dobijaju se grafici prikazani na slici 4.5.4. Apscisa tacke preseka
grafika funkcija g i h nalazi se u intervalu (0, 1), tako da je reSenje

date jednacine u intervalu (0,1). Slika 4.5.4

PribliZzno reSenje jednacine f(x) = 0 se moze odrediti primenom postupka seice. Neka su poCetne aproksimacije:
x0=011ix3 =1
Posto je f(xp) ~ —2.085901i f(x1) =1,

X1 — Xo

f(x1) = f(xo)
paje |x2 — x| = 0.29165 > 1073. Kako je f(x2) ~ 0.18789,

Xp = X1 — f(x1) ~ 0.70835,

X2 — X1

fx2) = f(x1)

x3 — x3| = 0.06748 > 1073, te se rauna naredna aproksimacija. f(x3) & 0.00572 daje da je

X3 — Xp — f(xz) ~ (0.64087.

X2 — X3

OB f(x3) ~ 0.63875.

X4 = X3 —
Posto je
|xg — x3] = 0.00212 > 1073,

potrebna je i aproksimacija

f(x4) = —0.00001, pa je
x5 ~ 0.63875

|x5 — x4 = 0.00000 < 1073,
Sto daje da je x5 traZeno pribliZno resenje.

Dakle, trazeno priblizno reSenje je x* = 0.63875.
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