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PREDGOVOR

Nastavni predmet Fundiranje se predaje na Vll-smestru Gradevinskog fakulteta u Subotici, na
smeru za konstrukcije. Zajedno sa nastavnim predmetom Mehanika tla na V-semestru i
Osnove funiranja na VI-semestru, predstavlja jedinstvenu celinu u okviru izu¢avanja prakti¢ne
oblasti Geotehnike. Osim pomenutih predmeta, za pracenje i savladavanje nastavnog gradiva
iz predmeta Fundiranje, potrebno je osnovno znanje iz predmeta Statika konstrukcija i
Otpornost materijala.

Osnovna svrha predmeta Fundiranje kako je koncipiran na Gradevinskom fakultetu, jeste
upoznavanje sa postupcima reSavenja problema sadejstva odnosno interakcije konstrukcije
(sup-strukture), temelja i temeljnog tla (sub-strukture).

U okviru klasi¢nog pristupa, kako u Mehanici tla tako i u Fundiranju, problemi nosivosti i
pomeranja su razmatrani odvojeno. Stim u vezi, problemi nosivosti temelja, bocnog pritiska
na potporne konstrukcije i stabilnosti analizirani su metodom grani¢ne ravnoteze ili metode
teorije plasti¢nosti, a problemi sleganja i pomeranja metodama teorije elasti¢nosti i jedno-
dimenzionalne deformacije. Sa razvojem i dostupno$cu racunara i softvera, uproséen i ¢esto
nerealan pristup se moze zameniti numerickim metodama koje vode racuna o konstitutivnim
vezama u tlu i kompatibilnosti pomeranja izmedu temelja i tla ili konstrukcije, temelja i tla.

Fond c¢asova, nivo postoje¢eg znanja i potreba za prakticnu primenu, opredelili su sadrzaj
predmeta na elementarnom nivou. Zbog toga su u okviru nastavnog gradiva, analizirani samo
jednostavni primeri, u kojem se tlo kao deformabilna sredina tretira na vrlo uproséen nacin,
kao sistem linearno elasticnih opruga (Vinklerov model) ili neSto sloZenije, kao model
linearno-elasticnog polu-prostora. Kod oba modela, zbog linearne veze izmedu napona i
deformacija vazi princip superpozicije (nezavisnosti dejstva). Bez obzira na velik broj
komercijalnih softvera, razvijenih za reSavanje problema u fundiranju, u predavanju nisu
zanemarena postojec¢a analiticka reSenja. Naime, analiticka reSenja su alat za kontrolu
numerickih postupaka i nacin da se razume fizicka sustina problema i da se jasno sagledaju
pretpostavke na kojima se zasniva proracunski model, kako bi se on mogao kriticki
primenjivati u praksi. Insistiranje samo na softveru, bez razumevanja i bez sposobnosti da se
shvati fizicka sustina problema i sposobnosti da se rezultati kriticki verifikuju, ne moze
inZenjera voditi ka sigurnom i racionalnom resenju.

U okviru ovog predmeta, analizirani su jednostavni prakti¢ni primeri, kao $to su temeljne
grede, Sipovi ili ravanski problemi, koje student moZe vrlo lako i brzo resiti bez koris¢enja
specijalnih kompjuterskih programa. PosSto se za proradun koriste numeri¢ki postupci,
studenti se upucuju na koris¢enje racunarskog programa EXCEL koji je sastavni i besplatni deo
Microsoft office-a na svakom PC-raunaru. Program se koristiti u okviru racunskih tabela
(sheets) ili za napredne korisnike, u "Visual basic” kodu u pozadini.

U predmetu se intenzivno koristi metoda konacnih razlika (skraceno MKR), kao uobicajen
postupak resavanja diferencijalnih jednacina u inZinjerskoj praksi. Kod linijskih i povrsinskih
nosaca, u MKR se u svakoj ¢vornoj tacki diskretizacije pojavljuje jedna nepoznata (ugib), Sto
rezultuje relativno malim brojem algebarskih jednacina koje se mogu lako resavati.
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Treba istaci, da izmedu ostalog, postoji i drugi, mocniji i fleksibilniji metod, koji se naziva
metoda konacnih elemenata (MKE). Medutim, kod ove metode, u ¢vornim tackama se
pojavljuje znatno vedi broj nepoznatih. Tako na primer, kod temeljnih greda (linijskih nosaca),
umesto jedne nepoznate (ugib) u svakoj ¢vornoj tacki imamo po dve nepoznate (ugib i nagib),
a kod povrsinskih, umesto jedne (ugib), 3 nepoznate (ugib i 2 nagiba). Znanto veéi broj
nepoznatih koji se pojavljuje u MKE, viSestruko povecava proracun, zbog ¢ega je u ovom
predavanju, kao pogadnija za edukaciju, koris¢ena samo MKR. Ona u sustini pretstavlja
jednostavniji numericki postupak od MKE, a pomocu nje se mogu takode mogu uspesno
resSavati problemi interakcije. MKE, koja ovde nece biti prikazana, izu¢ava se na Gradevinskom
fakultetu na VIIl semestru, u okviru posebnog jedno-semestralnog predmeta.

Nakon Sto student ovlada ovde prikazane teorijske postavke i prakticne primere i samostalno
reSi postavljene zadatke, imace jasan uvid u problematiku interakcije, elementarno znanje za
reSavanje jednostavnih problema i dobru osnovu za buducéu nadgradnju iz ove oblasti.

Za primenu u praktichom radu, danas je za reSavanje geotehnickih problema i s tim u vezi
problema interakcije raznih konstruktivnih celina, na raspolaganju vrlo velik broj kvalitetnih
komercijalnih softvera. Svi oni koji Zele vise informacija o ovoj temi, mogu pogledati sajtove,
na kojima mogu nadi demo verzije softvera, objasnjenja i uputstva za koris¢enje.

Subotica, 2020. V.Prof dr Petar Santrac, dipl.inz.grad.



FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCIJE | TLA 7
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Resenja problema interakcije izmedu deformabilnih tela imaju vrlo Siroku primenu u mnogim
inZinjerskim disciplinama, medutim ona se po pravilu mogu dobiti samo primenom vrlo
sloZzenih numeric¢kih metoda. U probleme interakcije spada proracun konstrukcije u tlu ili na
tlu kao Sto su npr. plitki temelji, duboki temelji, potporne konstrukcije, podzemne
konstrukcije, tunelske obloge, proracun kompozitnih materijala i laminata, proracun ploveéih
struktura i sli¢no.

Najjednostavnija resenja problema interakcije opisuju sadejstvo linearno elasti¢nih tela ili
linearno elasti¢nih i idealno krutih tela. Kada su problemi vrlo jednostavni, resenje je mogude
dobiti i u analitickom obliku. Medutim kod prakti¢nih problema, koji su uglavnom vise ili
manje sloZeni, ¢ak i kada se koristi najprostiji linearno elasti¢ni model, reSenje se moze dobiti
pribliznim odnosno numerickim metodama. Za dobijenje realnih rezultata proracuna
konstrukcije, neophodno je izmedu ostalog resiti i interakciju objekta sa temeljem i tlom
tokom svih faza izgradnje, pocev od iskopa i zastite temeljne jame i susednih objekata,
sniZavanja i odrzavanja nivoa podzemne vode, izgradnje objekta i eksploatacije objekta.

Mehanicke osobine tla su vrlo sloZene i reSenje problema interakcija temeljnog tla sa
elementima konstrukcije zahteva odredena uproscenja kojim se realna konstrukcija i tlo
aproksimira racunskim modelom. Bez uproscéenja, problem ne bi bio resiv. Nivo uproséenja
mora biti takav da zadrZi bitne mehanicke karakteristike konstrukcije i tla a da iskljuci one
karakteristike koji ne uticu ili vrlo malo uticu na krajnji rezultat.

SloZeniji modeli materijala, ako se pravilno primene, daju realnije rezultate na osnovu kojih je
moguce racionalnije i projektovati i graditi. Medutim njihova primena nije uvek neophodna ili
opravdana. Zavisno od vrste i sloZenosti problema, intuitivan i iskusan inZenjer, sposoban da
prepozna i shvati sustinu problema, moZe dobiti realne rezultate i na osnovu vrlo uproséenih
modela.

U geomehanici postoji velik broj reSenja koji aproksimiraju tlo kao modele elasti¢nih opruga ili
model linearno-elasticnog kontinuuma. Ova reSenja su jednostavna ali zbog nekad grube
idealizacije, mogu dati nerealne i/ili potpuno pogresne rezultate. Zbog toga, svaki model
kojim se aproksimira stvarni fizicki proces kao i svaki rezultat proistekao iz takvog modela,
uvek treba kriticki prihvatati.

U okviru ovog predmeta, objasnice se metode za analizu interakcije konstrukcija-tlo, u kojima
se realno tlo aproksimira vrlo jednostavnim modelom elasti¢nih opruga ili modelom
elasticnog kontinuuma. Pored osnovnog modela koji ¢e biti detaljno obraden kroz primere,
prikazace se i drugi modeli dobijeni poboljSanjem osnovnog modela. Nakon modela elasti¢nih
opruga, detaljno ¢e se kroz primere obraditi model tla koji je zasnovan na elastichom
kontinuumu.

Primena modela elasti¢nih opruga ¢e se prikazati na primeru temeljnih greda i ploca, na
primeru zastitnih zidova kod iskopa temeljnih jama, pojedinacnih Sipova koji su optereéenih
vertikalnom i horizontalnom silom i momentom savijanja i grupe Sipova povezanih idealno
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kruto naglavnicom opterecéenih proizvoljnom silom. Kod analize grupe Sipova, prikazace se
uproséeni postupak za uvodenje medusobne interakcije kroz redukciju modula reakcije tla.

Izbor odgovaraju¢e vrednosti vertikalnog, horizontalnog ili smi¢u¢eg modula reakcije tla
presudno uti¢e na pouzdanost rezultata proracuna, pa su prikazane uobi¢ajene metode za
njihovo odredivanje. Posto modul reakcije tla nije fundamentalni fizicki parametar tla, on se
ne moze odrediti terenskom ili laboratorijskom metodom, veé¢ se odreduje na osnovu
priblizne korelacije sa drugim merljivom fizickim parametrima tla, kao Sto je nedrenirana
Cvrstoca zasi¢ena gline, vlaznost i relativna zbijenost peska, modul deformacije tla,
standardna ili staticka penetraciona otpornost tla i sl. Osim vrste tla, na veli¢inu modula
reakcije tla utice i dimenzija opterecene povrsine, stepen mobilizacije ¢vrstoce, priroda
opterecenja (staticko, ciklicno, dinamicko) i dr. Realno tlo je u sustini nelinearno
deformabilno, sto narocito dolazi do izrazaja kod horizontalno opterecenih Sipova i vertikalnih
zastitnih konstrukcija za temeljne jame. Zbog toga je u ovom predmetu bilo neophodno da se
prikaze model tla sa nelinearno deformabilnim oprugama. Proracun interakcije konstrukcije i
nelinernog modela tla je vrlo sloZen i zahtevan postupak i prevazilazi osnovni program studija.

Model elasti¢énog kontinuuma je detaljno prikazan kroz primer proracuna temeljne grede i
proracun interakcije gornje konstrukcije sa temeljnom gredom koja lezi tlu koji je modeliran
elasti¢nim kontinuumom. Takode je objasnjen postupak za izbor parametara deformabilnosti,
odnosno modula elasti¢nosti i Poisonovog koeficijenta. Proracun temeljnih ploca i Sipova, na i
u, elasticnom kontinuumu, zbog obimnosti i sloZzenosti, ovde nije obuhvacen, ali je ukazano na
algoritam proracuna.

U okviru ovog nastavnog predmeta, koristi se metoda konacnih razlika za numericko
reSavanje diferencijalnih jednacina i matricna metoda proracuna. U cilju efikasnosti u
sloZzenim proracunima, studentu je uz svaki zadatak pripremljena pomo¢ u programu Excel.
Time se student oslobada zamornog, dugotrajnog i nepotrebnog racunanja, ¢ime se on
koncetrise na sustinu problema, na analizu uticaja ulaznih parametara na rezultate proracuna
i na kriticku analizu koris¢enog modela tla.

Na kraju predavanja, predvideno je upoznavanje sa komercijalnim softverima za geotehniku,
koji projektantima pruzaju mogucnost za geotehnicke proracune koji su zasnovani modelima
tla u koji se mogu ukljuciti heterogenost, anizotropija, nelinearnost, elasto-plasti¢nost,
viskoznost (puzanje) i sl. Ovi softveri, koriste vrlo slozene numeric¢ke postupke i konstitutivne
modele tla, za ¢iju su primenu potrebni visokostrucni, iskusni i posebno obuceni kadrovi kroz
specijalizovana predavanja i prakti¢ne obuke.
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MODELI DEFORMABILNE PODLOGE

U problemima interakcije, tlo se uvek zamenjuje nekim pojednostavljenim modelom. Za
reSavanje prakticnih problema, razvijen je velik broj razli¢itih modela, od kojih su neki
jednostavni za upotrebu do vrlo sloZenih koji se zahtevaju primenu sofvera koji koriste
slozene numericke metode.

Model elasti¢nih opruga: Modeliranje tla nezavisnim elasti¢cnim oprugama, prvi je u
primenjenu mehaniku uveo Winkler (1867) a Zimmerman (1888) ga je prvi put primenio za
proracun napona u Zeleznickim Sinama. Posto su oslonci (pragovi) Sina medusobno nezavisni,
usled sile nad jednim osloncem sleze samo taj oslonac, dok su sleganja svih susednih oslonaca
jednaka nuli. Ovo je osnovna radna hipoteza modela, u mehanici poznatog jos i kao Vinklerov
model ili jedno-parametarski model, posto sadrzi samo jedan nezavisni parametar, (Slika 2.1).

Tokom decenija, primena modela je prosirena i na proracun drugih konstrukcija (temelji,
temeljni nosaci, temeljni rostilji, temeljne ploce, kolovozne ploce, Sipovi, priboji i zidovi u tlu i
dr.). Za razliku od temeljnih nosaca gde je tlo zamenjeno vertikalnim oprugama, kod
vertikalno optereéenih Sipova su dodate smicuce, a kod priboja i horizontalno opterecéenih
Sipova se koriste horizontalne opruge.

a) b) =]

0 lp J 0

i
i
i
i
i

% 2!
i i

vZ vz

Slika2.1  a) Tlo modelirano elasti¢nim oprugama, b) Opterecenje koncentrisanom silom,
c) Optereéenje krutog temelja, d)Jednoliko opterecenje idealno savitljivog temelja

Deformabilnost podloge kod Vinklerovog modela je definisana modulom reakcije k u kN/m3,

koji nije fundamentalna fizicka karakteristika tla. Veza izmedu kontaktnog napona q u
temeljnoj spojnici (reaktivno optereéenje) i sleganja podloge w, glasi:

q(x,y) =k-w(x,y)

Kriticki posmatrano, pretpostavka o tlu kao o sistemu nezavisnih opruga ne odgovara
stvarnosti. Tlo je kontinuum, u kojem se uticaj iz jedne tacke Siri obrnuto srazmerno
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rastojanju. Uprkos nedostacima model se zbog jednostavnosti koristi i danas, stim $to su u
meduvremenu uvedena i odredena poboljSanja kroz tzv. dvo-parametarski model, koji
indirektno uvode svojstvo kontinualnosti

Model elasti¢nih opruga i membrane: Filolenko-Borodich (1963) su uveli dvo-parametraski
model, u kojem je kontinuitet izmedu opruga ostvarena vrlo tankom elastichom membranom
u kojoj deluje zatezuca sila T (kN/m). Na taj nacin je dobijen model podloge sa osobinama
elasticnog kontinuuma (Slika 2.2). Veza kontaktnog napona i pomeranja kod ovog modela je
data izrazom:

q(x, y) =k -w(x,y) =T -V2w(x,y) , V2=eV. V= p——

a)

elastiéna membrana
T '

<
<

\ &=

Slika 2.2 a) Tlo modelirano el. oprugama i membranom, b) Opterecenje koncentrisanom silom,
c) Opterecenje krutog temelja, d) Jednoliko opterecenje idealno savitljivog temelja

Model elasticnih opruga i ploce: Heteny (1950) je vezu izmedu elasti¢nih opruga ostvario
uvodenjem tanke elasti¢ne ploce debljine h odredene krutosti D u (kNm). Umesto ploce, kod
temeljne grede se koristi greda. Kontaktni napon kod ovog dvo-parametarskog modela, glasi:

q(x, y) =k-w(x, y)+ D-V*w(x, y) , D =Eh*/12(1-v,)

Model elasti¢nih opruga sa trenjem: Pasternak (1954) je prikazao dvo-parametarski model,
gde je izmedu opruga uveo trenje preko nestisljivih kliznih elemenata koji se deformisu
smicanjem u vertikalnoj ravni. Kontaktni napon je:

a(x, y) =k-w(x,y)-G-h-V?w(x,y), h=1.0m, G=E/2(1+v)

Diferencijalna jednacina Pasternakovog modela, matematicki je identi¢cna modelu Filolenko-
Borodicha. Razlika je u konstanti ispred diferencijalnog operatora koja je u prvom modelu
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modul smicanja G a u drugom sila zatezanja T u membrani. Dvo-parametarski modeli tla se
jednostavno svode na jedno-parametarski odnosno Vinklerov model, ako se u odgovaraju¢im
izrazima anuliraju parametri T, Dili G.

a) b)
smiéuci sloj M x+dx
HHHHHHHHHHHHI\HHHHHHHHHHH!'_'__—> I B '_'_'_'_;
i w
E X P Y fweow
i ) .
i ; T Yo
i LT
i i T,
; i
w i
vz iz
c)
P
v ey
i
7
vz
Slika 2.3 a) Tlo modelirano el. oprugama i slojem za trenje, b) Deformacija sloja za trenje,

c) Optereéenje krutog temelja, d) Jednoliko opterecenje idealno savitljivog temelja

Treba istaci, da u gore prikazanim modelima deformabilne podloge, parametri k, T, D i G, nisu
fundamentalne fizicke karakteristike tla koje se mogu odrediti opitom, ve¢ fiktivni parametri
koji se mogu odrediti indirektno, metodom iteracije, oslanjajuci se na resenja jednostavnih
problema zasnovanih na npr. teoriji elasticnog kontinuuma.

Model uproscenog elasticnog kontinuuma: Vlasov i Leontiev (1966) uvode dvoparametarski
model, koji je na neki nacin medu korak prema modelu elasticnog kontinuuma. Polazeci od tri
grupe parcijalnih diferencijalnih jednacina polu-beskonacnog kontinuuma (kompatibilnost
pomeranja, konstitutivna veza napona i deformacija, jednacine ravnoteZe), u ove modele se
uvode odredena uproséenja u odnosu na pomeranja ili napone, kako bi se jednacine mogle
jednostavno resiti u zatvorenom obliku. Pionirski rad u tom pravcu je dao Reissner (1958).

Simvulidi (1974) je dao analiticko resenje ravanskog stanja deformacije grede na elasticnom
kontinuumu. Autor je nepoznati kontaktni napon interpolirao polinomom treceg stepena, a
zadato opterecenje na temeljnoj gredi Gersevanov-om prekidnom funkcijom (S.Gersevanov,
1933). Nakon integracije diferencijalne jednacine grede na deformabilnoj podlozi, cetiri
integracione konstante je odredio iz uslova ravnoteze £7=0 i ¥M=0, i dva granicna uslova
w"(0)=0 i w"(L)=0, koji podrazumevaju da je moment savijanja na levom i desnom slobodnom
kraju nosaca jednak nuli.

Nepoznate koeficijente polinoma treéeg stepena, autor je odredio iz 4 uslova: jednakost ugiba
nosaca i podloge na levom kraju i sredini nosaca, jednakost povrsine omedene linijom ugiba
podloge i nosaca i jednakost trecih izvoda linije ugiba nosaca i podloge na sredini nosaca. Za
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brzo resavanje prakti¢cnih problema, primenom principa superpozicije, autor je pripremio
tabelarne podatke, a model je programiran i za rad na racunaru.

Model elasti¢nog kontinuuma, za razliku od Vinklerovog, pretstavlja neprekidnu sredinu koja
je definisana fundamentalnim karakteristikama materijala (modul elasti¢nosti Es i Poisonov
koeficijent vs). U kontinuumu se uticaj iz jedne tacke Siri na sve okolne tacke obrnuto
srazmerno odstojanju, tako da sleganje u jednoj tacki zavisi od kontaktnih napona u svim
tackama kontaktne spojnice.

a) b)
P
i Y V'_ Y
i Es, vs
iz iz
c) d)

mmmimam |

Slika 2.4 a) Elasti¢ni kontinuum, b) Opterecenje koncentrisanom silom,
c) Optereéenje krutog temelja, d)Jednoliko opterecenje idealno savitljivog temelja

Proracun sleganja na homogenoj, izotropnoj i linearno-elasti¢noj sredini, zasniva se na formuli
Busineska (1885).

7ttt >
10 tacka za kojuse X
’ I racuna sleganje
, H X
S () g
// !
, 1
7’ 1
// H
7’ 1
’ 1
// !
s !
// !
// 1
1
/7 1
7’ 1
// !
7’ 1
// !
1
7Y |
1
1 Z
1
1
1

Slika 2.5 Sleganje dw tacke (x,y) na povrsini kontinuuma, usled vertikalne sile dQ (prostorno stanje)

Sleganje tacke sa koordinatama (x,y) na odstojanju r od vertikalne koncentrisane sile dQ na
povrsini elasti¢ne sredine, glasi :



FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCIJE | TLA 13

1-v2 1
dwlx, y)= ﬂEVS Q- dQ = qdA

S

Povrsina optereéenja A(E,m) i povrsinsko optereéenje q(&,n) se definiSe u odnosu na pomocni
koordinatni sistem (&,m), sa koordinatnim pocetkom u tacki (x,y) za koju se traZi sleganje. Da
bi se odredilo sleganje w tacke (x,y), potrebno je izvrsiti integraciju Busineskovog izraza, po
povrsini A, prema sledecem izrazu:

W(X,y)=J‘dw(x, y)= 1 (41w J‘q(é,n)-df-dn

7E r 7E fz 2
SA s §+7]

U sluéaju ravanskog stanja deformacije, umesto apsolutne veli¢ine sleganja, moZe se odrediti
relativna veli¢ina sleganja u odnosu na proizvoljnu (referentnu) tacku u ravni preseka, prema
metodi Flamanta (1892).

| R |
X r .
dQ
referentna tacka -
O L w I .

tacka za koJu se
raéuna sleganj

| dw

Slika 2.6 Sleganje dw tacke (x) na povrsini kontinuuma, usled vertikalne sile dQ (ravanska deformacija)

2 2
dvv(x)zl;ﬁvs dQ~In($] , dQ=q(r)-dr

S

X)- j dw(x) = 1;E:§ j 40-In @2 zlﬂ‘E:sz j o(r)-In (?)Zdr

gde je: r = odstojanje sile od tacke u kojoj se trazi sleganje
R = odstojanje sile od referentne tacke u odnosu na koje se trazi sleganje

Za praktican slucaj, referentna tacka se usvaja na odstojanju na kojem je sleganje w(R) usled
opterecenja zanemarljivo malo, ali se moZe usvojiti i drugacije (npr. relativno u odnosu na levi
ili desni kraj nosaca). Ukupna sleganja zavise od izbora referentne tacke, medutim relativna
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sleganja odnosno zakrivljenost elasti¢ne linije (i presecne sile u temeljnom nosacu) su
nezavisna od poloZaja referentne tacke.

Treba imati u vidu da je reSenje Busineska i Flamanta, sa fizitke strane posmatrano
problemati¢no. Oba resenja imaju singularnost u tacki dejstva sile w(r=0)=00 bez obzira koliko
je sila mala, a Flamantovo reSenje dodatno ne zadovoljava ni grani¢ni uslov za beskonacno
udaljenu tacku, jer je rezultat w(r=o0)= -oo.

Inace, problemi singularnosti i diskuntinuiteta u klasi¢noj teoriji elasti¢nosti rezultat su
zanemarenja efekta veli¢ine materijalnih Cestica koje izgraduju realni materijal. Prema teoriji,
elasticni kontinuum je sastavljen od beskonacnog broja tacaka (bez dimenzija) dok je svaki
realan materijal u sustini skup cestica konacne veli¢ine (zrna, vlakna, celijske strukture,
kompoziti). Problemi klasi¢ne teorije elasti¢nosti se mogu prevaziéi teorijama viseg reda koje
mogu modelirati efekte razmere heterogenih materijala, kada je veli¢éina heterogenosti
(unutrasnja dimenzija) i dimenzija strukture (spoljnja dimenzija razli¢itog reda. Efekat razmere
heterogenog materijala se u sustini svodi na to da uzorci manjih dimenzija pokazuju vecu
krutost i évrsto¢u od velikih uzoraka.

Prvi pomak od klasicne teorije elasticnog kontinuuma, u pravcu modeliranja Cesti¢ne
strukture materije, izvrsili su Eugene and Francois Cosserat (1909), formulacijom teorije
mikropolarnog medija (poznatu kao Cosseratova elasticnost, mikropolarna elasti¢nost ili
mikropolarna teorija elasti¢nosti) kao kontinualnog skupa krutih ¢estica. Matematicko resenje
bazirano na ovoj teoriji je vrlo sloZeno i za sada ograni¢eno samo na jednostavne probleme.

Imajudi u vidu diferencijalne izraze za sleganje, moZe se zakljuciti da je proracun sleganja na
linearno elasti¢noj i izotropnoj podlozi (Hukov model) znatno sloZeniji zadatak od proracuna
sleganja na Vinklerovoj podlozi. Umesto prostog izraza, po kojem je sleganje Vinklerove
podloge jednako koli¢niku kontaktnog napona i modula reakcije podloge, kod Hukovog
modela se sleganje mora izracunati dvostrukim integrisanjem uticaja kontaktnih napona u
svim tackama opterecene povrsine.

Posto kontaktni napon osim parametara podloge, zavisi i od opterecenja i krutosti nosaca,
deformacija nosaca i Vinklerovoj podlozi se svodi na reSavanje diferencijalne jednacine.
Diferencijalna jednacina se moZe resiti analiticki za proizvoljno opterecen nosac konstantnog
preseka. Medutim, deformacija nosa¢a na linearno elasti¢noj podlozi se svodi na reSavanje
integro-diferencijalne jednacine, koja se analiticki moZe resiti samo za nekoliko vrlo prostih
sluCajeva opterecenja.

Bolja aproksimacija deformabilne podloge, postize se uvodenjem sloZenijih modela,
zasnovanih na teoriji linearno elasticnog kontinuuma, na teoriji elasto-plasti¢nosti ili teoriji
elasto-visko-plasti¢nosti (konsolidacija i puzanje). Medutim, po pravilu, ono Sto se dobija
kvalitetnijim modelom podloge, odnosno kvalitetnijim predvidanjem mehani¢kog ponasanja
tla, gubi se kroz znatno sloZeniji matematicki postupak reSavanja problema. Analiticka resenja
su moguca samo za jednostavnije primere. Opste slucajeve iz prakse, moguce je resiti samo
priblizno, koristec¢i numericke metode, kao $to su metoda konacnih elemenata (kratica: MKE -
Finite Elements Method) i metoda konacnih razlika (kratica: MKR - Finite Difference Method).
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U numeric¢koj analizi, metode konacnih razlika su klasa numerickih tehnika za reSavanje
diferencijalnih jednacina aproksimacijom izvoda funkcije konac¢nim razlikama. Kao i prostorni
domen tako i vremenski interval (ako je primenljen) su diskretizovani na konacan broj koraka,
a vrednost reSenja u tim diskretnim tackama se odreduje reSavanjem algebarskih jednacina
koje sadrze konacne razlike i vrednosti iz susednih tacaka. Metode konacnih razlika pretvaraju
obicne diferencijalne jednacine ili parcijalne diferencijalne jednacine (linearne ili nelinearne),
u sistem linearnih algebarskih jednacina koje se mogu resiti tehnikama matri¢ne algebre.
Savremeni racunari mogu efikasno izvrsiti linearne algebarske proracune, Sto je uz njihovu
relativnu lako¢u primene, dovelo do Siroke upotrebe MKR u savremenoj numerickoj analizi.
Danas su MKR zajedno sa MKE jedan od naj¢escih pristupa numeri¢kom resenju.

Nelinearno deformabilni modeli

U narednim poglavljima, bi¢e prikazane metode za resavanje deformacije linijskih temeljnih
nosaca na linearno elasti¢noj Vinklerovoj podlozi i elastinom poluprostoru. Tacniji modeli
podloge, kao Sto su nelinearno elasticni, elastoplasti¢ni i visko-elasti¢ni prevazilaze okvir
osnovnih studija i nece se prikazati.

Geotehnicki softveri

Danas postoji vrlo velik broj geotehnickih softvera. Sistematizovan pregled se moze videti na
sajtu http://www.ggsd.com (Geotechnical & Geoenvironmental Software Directory). Imenik
kataloski prikazuje oko 1760 programa iz oblasti mehanike tla, mehanike stena, fundiranja,
inZenjerske geologije, hidrogeologije, inZenjerstva zastite Zivotne sredine i dr. kao i oko 900
izdavaci ovih programa. Imenik je prvi put objavljen 1996. a godisnje prima vise od 10 miliona
stranica. Unosi u imenik su besplatni, a azuriraju se oko Cetiri puta godisnje. U nastavku ée se
prikazati samo nekoliko poznatijih, dok se za dalje istraZivanje preporucuje navedeni sajt.

http://www.plaxis.com

Razvoj PLAXIS-a zapoceo je 1987. godine na Univerzitetu za tehnologiju Delft, na inicijativu
holandskog Ministarstva javnih radova i upravljanja vodama. Pocetna svrha bila je razviti 2D
konacni element jednostavan za upotrebu za analizu recnih nasipa na mekom tlu holandske
nizije. Danas je jedan od vodedih softverskih alata za staticku i dinamicku analizu napona i
deformacija u tlu i steni, za analizu protoka vode, zagadenja i toplote kroz tlo, i analizu
interakcije tla i konstrukcije. Softver moZe da obraduje 2D i 3D probleme, metodom konacnih
elemenata, uz konstitutivne modele sa nelinearnim i vremenski zavisnim ponasanjem tla i
stena.

https://www.itascainternational.com

Razvoj FLAC-a (Fast Lagrangian Analysis of Continua) je zapocet 1981. godine, u okviru /tasca
Consulting Group, Inc. koju su osnovali profesori departmana za gradevinarstvo i mineralno
inZenjerstvo univerziteta u Minesoti U.S. (Charles Fairhurst, Peter Cundall, Barry Brady, Tony
Starfield, Ray Sterling) radi pruzanja usluga u okviru mehanike stena, numerickog modeliranja
geotehnickih sredina i koris¢enja podzemnog prostora. Prvi komercijalni softver je objavljen
1986. godine. Danas ej jedan od vodecih softverskih alata za vrlo sofisticiranu staticku i
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dinamicku analizu napona i deformacija u tlu i steni, za analizu protoka vode, zagadenja i
toplote kroz tlo, i analizu interakcije tla i konstrukcije. Softver moze da obraduje 2D i 3D
probleme, metodom konacnih razlika ili konacnih elemenata, uz konstitutivne modele sa
nelinearnim i vremenski zavisnim ponasanjem tla i stena.

https://www.geoslope.com

Kanadska firma GEOSLOPE, razvija geotehnicke softvere od 1977. godine, a njen GeoStudio je
integrisani softver za staticku i dinamicku analizu napona i deformacija u tlu, za interakciju, za
analizu protoka vode, zagadenja i toplote kroz tlo. Za razliku od predhodna dva softver za
sada obraduje samo 2D probleme, metodom konacnih elemenata, koristeci konstitutivne
modele sa nelinearnim i vremenski zavisnim ponasanjem tla.

https://www.zsoil.com

ZSOIL je razvijan u kompaniji Zace Services Ltd od 1982. Najnovije verzije razvio je tim koji su
predvodili A.Truti, K.Podles & Th.Zimmermann, sa istrazivackim iskustvom na Svajcarskom
federalnom institutu za tehnologiju, Univerzitetu za tehnologiju u Krakovu, U.C. Berkeley i
Caltech. Softver omogucava numericku simulaciju mehanike tla i stena, nadzemnih i
podzemnih konstrukcija, iskopa, interakcije konstrukcija-tlo, protoka vode i toplote, stati¢ku i
dinamicku analizu. Softver obraduje 2D i 3D probleme, metodom konacénih elemenata, uz
konstitutivne modele sa nelinearnim i vremenski zavisnim ponasanjem tla i stena.

https://www.finesoftware.eu

FINE je medu vodedim programerima softvera za gradevinsko inZenjerstvo u Cegkoj. Od 1989.
godine razvija softver za staticku analizu, dimenzionisanje i geotehniku. Sadrzi vrlo velik broj
razli¢itih modula iz oblasti mehanike tla, plitkog i dubokog fundiranja, dubokih iskopa i drugo.
Metode resavanja su analiticke i metodom konacnih elemenata, a omogucuju reSavanje 2D i
3D problema uz kori$¢enje nelinearnih konstitutivnih modela.

https://www.ensoftinc.com

Ensoft, Inc., osnovao je Lymon C. Reese u Austinu u Teksasu 1985. godine, sa ciljem razvoja i
softvera za reSavanje slozenih problema u geotehnici i gradevinskom konstrukterstvu. Medu
Ensoftovim rac¢unarskim programima zapazeni su oni koji se bave analizom i projektovanjem
temelja na Sipovima, kao $to su LPILE i GROUP.

https://geotecsoftware.com

GEOTEC Software Inc. je osnovao Manfred Kany sa Geotehnickog instituta LGA Nuremberg
Germany. Prvi komercijalni softver za proracun sleganja temelja ELPLA je objavljen 1995.
godine. Od 2014. godine je sediste GEOTEC-a u Kanadi. Postoji razli¢iti moduli, za proracun
sleganja i dimenzionisanje temelja samaca, temeljnih ploc¢a i rostilja, grupe Sipova, interakcije,
proraCuna zastite temeljnih jama i dr. Softveri omogucavaju reSavanje 3D problema,
metodom konacnih elemenata, koristedi linearne i nelinearne modele.
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GREDA NA DEFORMABILNOJ PODLOZI

3.1 Jednacina grede na deformabilnoj podlozi

Na osnovu hipoteze o ravnom poprecnom preseku savijenog nosaca, moZe se uspostaviti veza
izmedu momenta savijanja M i poluprecnika zakrivljenosti R elasti¢ne linije nosaca (Slika
3.1a). Ako je nagib wy' elasti¢ne linije nosaca vrlo mali, zakrivljenost 1/R elasti¢ne linije nosaca
je priblizno jednaka drugom izvodu ugiba wy'" (Slika 3.1a). Na osnovu uslova ravnoteze,
diferencijalna veza izmedu opterecenja p, kontaktnog napona q i prese¢nih sila M i T nosaca
(Slika 3.1b), glasi:

" b)
Vo Lo Wb
S ,__ _______ X R (l + WE,Z ) / M M+dM
oeom 1 ()
z i Eb | Bq(x) T+dT
“ M (x) _ T(x)
) dx
’ M dT(x
M>0, w'<0 d)(( ) = BQ(X)— p(x)

Slika 3.1  a) Veza zakrivljenosti i momenta savijanja, b) Uslov ravnotezZe infinitezimalnog nosaca

Polazedi od izraza na slici 3.1, diferencijalna jednacina ravnoteZe savijenog oblika elasti¢cne
linije temeljnog nosaca (grede), glasi:

4
E, | ddWT‘Z(X) = p(x)-B-q(x) (3.1)

gde je: Epl - krutost temeljnog nosaca na savijanje u kNm?
B - Sirina temeljnog nosa¢a u m
Wp(x) - ugib temeljnog nosada um
p(x) - opterecenje temeljnog nosac¢a u kN/m

q(x) - kontaktni napon u kN/m?

3.2 Jednacina savijanja grede na Vinkler-ovoj podlozi

Kao najjednostavniji i najvise primenjivan, detaljno ¢e se opisati reSenje za gredu koja lezi na
Vinklerovoj podlozi, dok ¢e se ostali modeli prikazati ukratko. Za nosac na Vinklerovoj podlozi,
veza kontaktnog napona q(x), sleganja podloge nosaca w(x) i modula reakcije tla k glasi:

q(x) = k- w(x) (3.2)
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gde je: w(x) - sleganje podloge um

k - modul reakcije podloge (tla ili posteljice) u kN/m3

Polaze¢i od pretpostavke, da je u svakoj tacki kontakta sleganje podloge jednako sleganju
nosaca (W = wp), moze se izvrsiti smena jednacine (3.2) u (3.1), nakon cega se dobija linearna
diferencijalna jednacina 4-reda sa konstantnim koeficijentima:

d*w(x)

M:p(x)—kBW(X) = Byl ——

E,l
* X dx

+kBw(x)= p(x) (3.3)

Homogeni deo diferencijalne jednacline i njeno opste resenje glase:

4
9w aw=0 | 2= XB
dx* 4E, |

w(x) = e*(C, cos(2x)+C, sin(Ax))+e *(C; cos(4x)+ C, sin(Ax)) (3.4)

gde su A parametar krutosti nosaca i podloge, a C; — C4 integracione konstante

Kada je poznato sleganje w(x), nagib tangente elasti¢ne linije nosaca 6(x), moment savijanja
M(x) i transverzalna sila T(x), mogu se odrediti na osnovu poznatih izraza:

e(x):dvzif(x), M(x):—Ebl%, T(%)

_dM (x)
o dx

| d®w(x)

o (3.5)
X

:_Eb

Parametar A ima dimenziju m?, i uglavhom se izrazava u recipro¢nom obliku kao 1/A pod
nazivom karakteristicna duZina. Kada je nosac kruéi od podloge, karakteristicha duZina je veca
(i obrnuto), Sto znaci da se uticaj (ugib, nagib, presecna sila) od mesta optereéenja prostire na
vecu udaljenost. Proizvod AL (gde je L duZina nosaca) je bezdimenzionalna veli¢ina, i naziva se
koeficijent savitljivosti nosaca.

Konstante C;, C,, C;, C4 vaZe duz temeljnog nosaca na kojem su ugib w(x) i njegovi izvodi
neprekidni do 4-tog reda. Analiticko reSenje diferencijalne jednacine savijanja temeljnog
nosaca na Vinklerovoj podlozi, moZe se odrediti samo za jednostavne probleme (konstantan
modul reakcije, konstantna Sirina i krutost nosaca), uglavnhom na osnovu metode pocetnih
parametara i metode superpozicije opterecenja.

Treba istaci, da je u jednacini (3.4) zanemaren uticaj horizontalnih sila i smi¢ucih napona u
temeljnoj spojnici. Posto su horizontalne sile na temeljnom nosacu, po pravilu znatno manje
od vertikalnih, aksijalne deformacije i pomeranja nosaca se mogu zanemariti. Goodier (1932),
Timoshenko i Goodier (1970), Donnell (1976) i dr, strogom analizom problema su pokazali, da
je uticaj smicuéih napona na deformaciju i presec¢ne sile nosaca bitan samo ako je nosac vrlo
krut a duZina nosaca priblizno jednaka Sirini. Inace, smi¢u¢i naponi su nula na sredini a
maksimalni po ivici temeljne spojnice, sa smerom od ivice prema sredini. Kod savitljivih



FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCIJE | TLA 19

temeljnih nosaca, uticaj smicu¢ih napona u kontaktoj spojnici se moze zanemariti. Posto je
veza izmedu pomeranja i opterecenja linearna, moZe se primeniti princip superpozicije
(princip nezavisnosti dejstva), koji u matemati¢kom obliku glasi:

f(a,P,a,P,..,a,P,)=a,f(R)+a,f(R)+..+a,f(P,)

U gornjem izrazu, funkcija f je "linearni operator”, a moze da pretstavlja sleganje nosaca,
nagib elasti¢ne linije nosaca ili presecne sile duz nosaca.

Kada u temeljnoj spojnici postoji porni pritisak vode, sleganje se odreduje na osnovu
efektivnog napona, a presecne sile na osnovu totalnog napona. Modul reakcije tla kao
deformacijski parametar, odreduje se pomocu efektivnog napona, prema izrazu:

g)=kwx , ax=0q()+u

Ako se u (3.1), totalni napon zameni zbirom efektivhog napona i pornog pritiska, a zatim
efektivni napon izrazi preko modula reakcije tla i sleganja, dobija se izraz:
d*w x
Ebld—4+ka X =px—B-u
X

Kada je porni pritisak u=0, gornja jednacina se svodi na (3.1), pa se i presecne sile i sleganja
odreduju prema totalnom naponu q(x). Ako postoji porni pritisak, pored aktivnog opterecenja
p(x), na nosac treba dodati optereéenje -u-B, pa se proracun sleganja (implicitno) odreduje na
osnovu efektivnog napona qg'(x), a presecne sile na osnovu totalnog napona q(x)=q’(x)+u.
Interesantno je napomenuti, da je razlika presecnih sila za zlu¢aj u=0, u odnosu na u>0, mala,
po pravilu do nekoliko % pa se uglavhom moze zanemariti. U daljim prikazima i proradunima,
uvek e se podrazumevati da je u=0 odnosno g'(x)=g(x)!

3.3 Jednacina savijanja grede na Filolenko-Borodich-evoj podlozi

Ako se umesto Vinklerovog, za podlogu usvoji model sa oprugama i tankom membranom, koji
su predloZili Filolenko-Borodich, izraz za kontaktni napon q(x) i diferencijalnu jednacinu grede
na deformabilnoj podlozi dobija sledeci oblik:

d 2w(x)
=k- T
q(x) =k -w(x) C
d*w(x) d 2w(x)
E,l " -T-B " +k-Bw(x)= p(x) (3.6)

Kada su parametri modela k i T, Sirina nosaca B i moment inercije |, konstanti duz nosaca,
diferencijalna jednacina se moze resiti analiticki.
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3.4 Jednacina savijanja grede na Pasternak-ovoj podlozi

Pasternakov model sa elasti¢cnim oprugama izmedu kojih postoji smicuée trenje matematicki
je identican modelu Filolenko-Borodicha i Vlasov-Leontijeva. Kada se sila u membrani T,
zameni modulom klizanja G=Goh, gde je debljina smicuceg sloja h=1.0m zbog dimenzionalne
ispravnosti jednacine, dobija se:

4x) = k-w(x) — G 4 ) Wix)
2
£l d;ivASX)_G'B d d\)/(V§X) +k-Bw(x)=p(x) (3.7)

Opste reSenje homogenog dela diferencijalne jednacine glasi:

W(X) = Cie™ +Cpe™ +Ce™* +C,e™* |, my,5, =4 ZCIjEB| +i
b

Postoje 3 reSenja gornje jednacine, zavisno od vrednosti koeficijenta uz imaginarni ¢lan (i),
koji moz biti pozitivan, jednak nuli ili negativan.

Ovde ce se prikazati samo resenje za slucaj kada je koeficijent uz imaginarni ¢lan negativan.
Taj sluéaj je u praksi uobicajen, posto je smiCuca interakcija G, vrlo retko vec¢a od dvostrukog

korena proizvoda modula reakcije tla k, Sirine grede B i fleksione krutosti grede Epl.
Koeficijenti i opste reSenje homogene diferencijalne jednacine za za taj slucaj glasi:

GB , GB , GB
<l->m =t\at i = A +—, = |2 ——
afee <L Mass TENEEA = ege L o

W(x) =™ (C, cos(x) +C, sin(Bx) ) +e~** (C; cos(Bx) +C, sin(Bx) ) (3.8)

3.5 Jednacina savijanja grede na Hetenyi-evoj podlozi

Hetenyiev model sa elasticnim oprugama preko koje je tanka ploca cija je cilindri¢na krutost
na savijanje D, opisan je jednacinom:

q(x) =k-w(x)-D

d*w(x)
d 4
(3.9)

(E,| —D)d w(X)

+k - Bw(Xx) = p(X)
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METODA POCETNIH PARAMETARA ZA BESKONACNU GREDU

U metodi pocetnih parametara, integracione konstante C;, C;, C3, C4 koje figurisu u opstem
reSenju homogene diferencijalne jednacine grede na Vinkler-ovoj podlozi (3.4), odreduju se
direktno na osnovu grani¢nih uslova, odnosno presecnih sila i pomeranja M, T, w, w'=0 na
levom i desnom kraju temeljnog nosaca.

Grani¢ni uslovi mogu biti zadati po silama, po pomeranjima ili meSovito po silama i
pomeranjima. Tako npr. ako je kraj nosaca slobodan, grani¢ni uslovi se mogu izraziti po silama
M=0 i T=0 na levom i desnom kraju nosaca. Ako je kraj nosaca slobodno oslonjen, granicni
uslovi se mogu izraziti mesovito, po silama M=0 i pomeranju w=0. Za ukljesten kraj nosaca,
granicni uslovi se mogu izraziti po pomeranjima w=0, 6=0.

Na isti nacin se 4 integracione konstante, mogu odrediti i za druge modele podloge, koje su
definisane jednacinama (3.6, 3.7 ili 3.9).

Za opsti slucaj opterecenja, metoda pocetnih parametara je spora i neadekvatna za prakti¢nu
primenu. Postupak ¢e se prikazati samo za nosa¢ beskonacne duZine, koji je opterecen
koncentrisanom silom P, spregom sila My ili jednolikim optereéenjem p na konacnoj duzini,
koji lezi na Vinkler-ovoj ili Pasternak-ovoj podlozi.

Koristeci analiti¢ke izraze za beskonacni nosac koje je izveo Hetenyi, mogu se jednostavnim
postupkom odrediti presecne sile, ugibi i nagibi konacnog nosata, pomocu jedne druge
metode, poznate kao metoda superpozicija optereéenja. Ova metoda se moZze korisititi za bilo
koji od gore prikazanih modela deformabilne podloge.
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4.1 Vertikalna sila na beskonacénoj gredi na Vinkler-ovoj podlozi

Na osnovu opsteg reSenja homogene diferencijalne jednacine grede na Vinklerovoj podlozi
(3.4) i granicnih uslova za slobodan kraj, mogu se analiticki metodom pocetnih parametara,
odrediti ugib i nagib elasti¢ne linije i sile u preseku na odstojanju x, beskonacnog nosaca,
opterecenog koncentrisanom vertikalnom silom (slika 4.1).

Konvencija za + znak

, M M
(o (’ L D _____
/) { //} X w T X

iox
0
1z vz
Slika 4.1 Nosac beskonacne duZine na Vinklerovoj podlozi, opterecen vertikalnom silom

Da bi se zadovoljili grani¢ni uslovi, odnosno da sleganje nosata u x= xoc bude jednako nuli,
moraju integracione konstante C; i C; uz &lan e** u jednacini (3.4) biti jednake nuli, odnosno
C,=C,=0, pri cemu jednacina (3.4) dobija oblik:

w(x)=e*(C, cos(Ax)+c, sin(4x)) (4.1)

Ispod koncentrisane sile, u tacki x=0, tangenta na elasti¢nu liniju nosaca je horizontalna,
odnosno 6=0. Uslovna jednacina za nagib 0 elasti¢ne linije glasi:

S e (C, cosix )+ Cy sin(ax))+ 28 7 (-C, sin(ix )+ C, cos{x)) =0
x=0 =  2e7°[C,(~cos0+sin0)+C, (-sin0+cos0)]=0
A[C; (-1+0)+C, (0+1)]=0 = C,=C,

Nakon smene Cs=Cs u jednainu (4.1), dobija se sledei izraz za sleganje:

w = C,e~*(cos(Ax) + sin(Ax)) = w=C, A(Ax) (4.2)

Uzastopnim diferenciranjem jednacine (4.2) se dobija:

o=W_c, % _c (21e#sin(x)) = 6=-C,24B(x) (4.3)
dx dx
2 2
AW _c, TA _ ¢, [ a%e (cos(ix) - sin(ax))|= — C422 C(2x) (4.4)

dx? dx?
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d’w . d°A

X
Transverzalna sila nije definisana u preseku ispod sile (prekid funkcije), ve¢ samo u preseku -
dx (blisko levo) i +dx (blisko desno).

= C,[ar%e cos(ax)|= C, 44° D(1x) (4.5)

Na osnovu veze izmedu transverzalne sile i ugiba nosaca (3.5), moZe se odrediti integraciona
konstanta Cs:

T,(0)=T(-dx)=P/2 , T,(0)=T(+dx)=T,(0)-P=-P/2
d? d*A

T=-E,l F‘;"=—Eb| C3W =—E,1C,44°D(Ax)
P P

T, (O)=—E_—Ebl C,42°D(0) = C, = SPE|

Kada se uvrsti vrednost za C; u jednacine (4.2) i (4.3), dobijaju se slededi izrazi za sleganje w i
nagib 0 elasticne linije, na odstojanju x, desno od koncentrisane sile:

3
4
P ), | 1B = w=Aa() (4.6)
81° E,| 4E,1 2Bk
2
4 2
o-21—F B(x), 2=[B) o 9o Pl (4.7)
81°E, | 4E,] k

Na osnovu (3.5), (4.4) i (4.5), izrazi za moment savijanja i transverzalnu silu u preseku na
odstojanju x, desno od koncentrisane sile glase:

M:—Ebl(ﬂz i c(z,x)], f:( S ] = Molc() 48

84°E, | 4E,|
4
T=gifar- P cux| r»=[ '@ - T=-Yb(ax) (4.9)
8A°E,| 4, 2

Na slici 4.3 je prikazan dijagram ugiba w, nagiba 6, momenta savijanja M i transverzalne sile T,
beskonacnog nosaca (sa normiranim ordinatama od -1 do +1, u odnosu na maksimalne
vrednosti), prikazan je u funkciji koeficijenta Ax u intervalu od -5 < Ax < 5. U prethodnim
izrazima, pomocne funkcije A(Ax), B(Ax), C(Ax) i D(Ax), glase:

A(Ax)=e ™ (cos(Ax)+sin(2x)),  B(Ax)=e *sin(1x)
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C(4x)=e *(cos(Ax)—sin(4x)),  D(Ax)=e * cos(Ax)

-1,0 TR
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0,8 s s S -
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Slika 4.2 Uticaji u beskonacnom nosacu na Vinklerovoj podlozi, usled koncentrisane sile
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Slika 4.3 Graficki prikaz pomoénih funkcija, za reSenje nosaca na Vinklerovoj podlozi

Za odstojanje, za koje je koeficijent Ax >2.5, ugib je < 2%, a za Ax >5.0, ugib je < 0.5% od ugiba
nosaca ispod sile. Za Ax>2.5, moment savijanja je <11%, a za Ax>5 je <0.8% od momenta
savijanja ispod sile. To znadi, da se uklanjanjem levog ili desnog dela nosaca, koji su od sile
udaljeni vise od Ax=2.5 (efektivni radijus ~ 2.5/A), zanemarljivo uti¢e na promenu ugiba,
transverzalne sile i momenta savijanja ispod sile.
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4.2 Spreg sila na beskonaénoj gredi na Vinkler-ovoj podlozi

Spreg sila My moZe se zameniti sa dve paralelne sile suprotnog smera, na rastojanju Ax=Mg /P.
Negativna sila P je u koordinatnom pocetku, a pozitivna na odstojanju Ax od koordinatnog
pocetka (Slika 4.4). Pozitivan smer momenta je u smeru obrtanja kazaljke na satu, tako da
daje pozitivan nagib elasti¢noj liniji u I-kvadrantu (x0z).

Konvencija za + znak

Phy, | P
i MO TAX : , M MO M
{ 1 _y {
S v (] ——- ) - .
) /l,' X X
L x
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iz vZ
Slika 4.4 Nosac¢ beskonaéne duZine na Vinklerovoj podlozi, optereéen spregom sila

U preseku na odstojanju x od koordinatnog pocetka, ugib nosaca w je jednak zbiru ugiba od
sile -P koja je od preseka udaljena x, i ugiba od sile +P koja je od preseka udaljena x-Ax, prema
sledecoj jednacini:

w=wWMg,x)=wW-P,x)+WP,x—Ax)=-WP,x)+WP,x - Ax)

w= P2 ) A2 )= P2 an) X P A

2Bk AX 2Bk Ax

Kada se izvrsi smena sprega dve paralelne sile P, i -P na rastojanju Ax momentom My i kada se
pusti da rastojanje Ax teZi ka nuli, dobice se slededi izrazi:

AA(AX)  dA(Ax)

PAX=M, , im——=—+—2=-2B(4
X=Mo ilero AX dx (%)
2
W:_'\Z”Tff(_ 228(x)) = Mo B(sx) (4.10)

Uzastopnim diferenciranjem izraza (4.10), za presek na odstojanju x, desno od sprega sila Mo,
mogu se dobiti izrazi za nagib elasti¢ne linije 6, i presecne sile M i T.

Nagib elasti¢ne linije nosaca iznosi:

2 2 3
g=dW_MoA dB _ MoA” )= Mo& o) (4.11)
dx Bk dx Bk Bk

Moment savijanja u preseku nosaca iznosi:

2 3 2
M=g 9V g MAAB_
dx Bk dx

—E, |
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2|v|k0 #D(ix)=,1 Mo _kB

M =E,I
4E,|

D(2x)= % D(4x) (4.12)

Transverzalna sila u preseku nosaca iznosi:

d*w M4 d°B M, A*
T=Bl g =Bl o =Bl = (24°A(x))
2M A 2IM, kB M, A
T =-E, | — 2= 2*A(ix)=-E, | 4 Alx) = -—2= A2 4.13
ol T A A =Byl S e T A () @13

Dijagram ugiba w, nagiba 6, momenta savijanja M i transverzalne sile T, beskona¢nog nosaca
(sa normiranim ordinatama od -1 do +1, u odnosu na maksimalne vrednosti), prikazan je u
funkciji karakteristicnog parametra Ax u intervalu izmedu -5 < Ax < 5.
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Slika 4.5 Uticaji u beskonacnom nosacu na Vinklerovoj podlozi, usled sprega sila

Za odstojanje, za koje je koeficijent Ax >2.5, ugib je < 15.5%, a za Ax >5, ugib je < 2% od ugiba
nosaca ispod sprega sile. Na odstojanju od Ax >2.5, moment savijanja je <6.5%, a na Ax>5, je
< 0.2% od momenta savijanja ispod sprega sile. To znaci, da se uklanjanjem levog ili desnog
dela nosaca, koji su od sprega udaljeni vise od Ax=2.5, zanemarljivo uti¢e na promenu ugiba,
odnosno presecnih sila nosaca ispod sile.
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4.3 Linijsko optereéenje beskonacne grede na Vinkler-ovoj podlozi

Jednoliko podeljeno linijsko opterecenje intenziteta p, koje deluje na ogranicenoj duZini
nosaca, pocev od odstojanja x. levo od koordinatnog pocetka do odstojanja xp desno od
koordinatnog pocetka, moZe se pretstaviti kao integral niza malih koncentrisanih sila
intenziteta dP=pdx.

, b , M P M
: (. @E}ED
) { //,' X T X
4 i w
XL ! Xb )
! R
iz 124
Slika 4.6 Nosac beskonacéne duzine na Vinklerovoj podlozi, optereéen jednolikim optere¢enjem

Na osnovu Slike 4.6, imajuci u vidu prethodno, diferencijalno sleganje nosaca iznosi:

0P ()= P9 p () = P () S P () () (4.19)
2Bk 2Bk 2Bk A 2Bk

dw=

Sleganje unutar opterecene povrsine, za presek koji je na odstojanju x. od leve ivice i xp od
desne ivice opterecenja, glasi:
XL Xp

w=2 A(ix)d(ix)+2;(JA(ﬁx)d(lx)

=Bk [2 D(4x, )-D(4%)] (4.15)

Uzastopnim diferenciranjem izraza (4.15), mogu se dobiti izrazi za nagib 6, moment savijanja
M i transverzalnu silu T, na odstojanju r od leve ivice, odnosno s od desne ivice optereéenja:

dw
s ZBk[A (A%)-A(4%,)] (4.16)
d*w
M=-El— 7= MZ[B (4% )=B(4x%5)] (4.17)
d®w p

Ako je presek za koji se trazi uticaji izvan opterecene povrsine (Slika 4.7), sa leve strane
jednoliko raspodeljenog opterecenja, izrazi za uticaje glase:
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Ax, Axp

_ b p _ (4.19)
w=—— | A(AX)d(AX)——— | A(Ax)d(Ax) = D/Ix —D(Ax
o | A B [ aa(ag =2 (1%,)]
0
, P , M P M
( (., GTWWD
/ e X T X
/ ! w
% Xp S
iz iz
Slika 4.7 Nosac beskonacne duZine na Vinklerovoj podlozi, opterecen jednolikim optereéenjem
S P (k) - A(x)] (4.20)
dx ZBk
Mo—E g 9Y__ P rpia)-B(a (4.21)
TR gl —_4/12[ (4%.)=B( XD)} :
T Y Pre(ax)-c(2 (4.22)
=-5 W—E[ ( XL)_ ( XD)] ’
Ako je presek izvan opterecene povrsine (4.8), sa desne strane opterecenja, izrazi za
sleganje nosaca w, nagib 6, moment savijanja M i transverzalnu silu T, glase:
AXp Ax
__ b p _ (4.23)
w=—— | A(AX)d(AXx)——— | A(Ax)d(Ax)=— D/1x —D(Ax
o | a0 [ Aa (0= [ () -p(ax)]
0 0
, P ) M P M
(. @E}ED
/ 7 X T X
i w
XL XDE \l 5
iz iz
Slika 4.8 Nosac¢ beskonaéne duZine na Vinklerovoj podlozi, optereéen jednolikim optereéenjem
_aw_ P2 A (%) - A(Ax)] (4.24)
dx ZBk
M=—E 1 9Y_ P gk )-B(2 (4.25)
=5 W_M,z[ (4%5)=B( XL)] '
d'w_ p (4.26)
T=-E,|l —7[0(/1XD)—C(/1XL)] :
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Posto je u praksi temeljni nosa¢ konacne duzine, izrazi izvedeni za beskonacni nosac¢ na
Vinklerovoj podlozi sami po sebi nemaju prakti¢nu primenu, ali su nezaobilazni kod proracuna
temeljnih nosaca konacne duZine primenom metode superpozicije. Koristeéi "znak" funkciju,
u tabeli 4.1 su dati uopSteni analiticki izrazi za proradun uticaja u proizvoljnom preseku
beskonacnog nosaca na Vinkler-ovoj podlozi, za sve prethodno obradene tipove opterecenja.

Prese¢ne sile M(x)iT (x), ugib w(x) i nagib 0 (x)

Tip opterecenja:
sgn(Ax<0)=-1, sgn(Ax=0)=0, sgn(Ax>0)=1

P AX=X—Xp
1 TDMX M =—-c(2|ax) w= ﬂA(,1|Ax|)
| % Ax 4 2Bk
T =-sgn()2 D) - P
60 =—sgn(Ax) m B(4|AX))
AX=X—Xy,
M = sgn(w)Me D7) - sgn(ax) MBolfz (2|
M, M, A
T A]ax]) 0= c(2|ax)
AX) = X=X AXy =X—Xp

=2 fsgn(ax, )- B, |- san(axo )- 4o

ezt T 7= 2ol i)
T
j%ﬂg W= ZBk“SgnAXL) sgn(Axp )| - sgn(Ax, )- D(2|ax, )+

+sgn(Axp )- D(4|AXD|)]

0= 22 [alaan,)- Aldiaxo))]

Tabela 4.1 Pregledan prikaz M, T, w, © u preseku beskonacne grede na Vinklerovoj podlozi
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BROJNI PRIMER - 4.1

Potrebno je odrediti uticaje (sleganje w, nagib elasti¢ne linije 6, transverzalnu silu T i moment
savijanja M) u tacki A, B i nagib elasti¢ne linije ispod koncentrisane sile P, vrlo dugackog
nosata na deformabilnoj podlozi, prema opterecenju i dimenzijama na Slici 4.9. Temeljnu
podlogu aproksimirati Vinklerovim modelom (k=30.0 MN/m3). Proracun izvrsiti analiticki,
prema izrazima za beskonacni nosac.

P=1,3 MN 0,4

+—+
l p=50,0 kN/m

[ a e &I
// //\

k=30,0 MN/n?*
LTy
3,0 2,0 4,0 1,0

I I I I
T T T

L=10,0 E,=21,0 GPa
1=0,159 '

1,0

0,4

Slika 4.9 Opterecenje izmedu tacaka A i B beskonac¢nog nosaca
Resenje:

Parametar krutosti sistema temeljni nosa¢ — podloga (tlo), iznosi:

A= B ) 30015 4 ou0g e
4E,1 _ \ 4-21000-0,159

Proracun sleganja w, nagiba 0, transverzalne sile T i momenta savijanja M, u tacki A :

- pomocne veliine za proracun uticaja koncentrisanog opterecenja :
AX=X—Xp =0-30=-30 sgn(Ax)=sgn(-30)=-1

- pomocne veliine za proracun uticaja od jednako podeljenog opterecenja :

sgn(Ax, )= sgn(~50)=-1 sgn(Axp ) = sgn(-90)=—1
_ P4 P _
Wa = 5o A(32)+ Bk [D(52)-D(94)]
A= 130002409 A0723)+ L[D(l,zos)— D(2,169)]=248-10m
2-15-30000 2-15-30000
PA? pA
=B Z[A(BA)-A
00 =" 832)+- 22 [A52)- A7)
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2
A = MB(OJB)JFM[A(LZ%)_ A(2,169)|=0586-10"ra
15-30000 2.15-30000
M, =—C(34)--2 [B(52)- B(92)]
41 42
13000 500
= =220 0(0723)- === [B(1,205)— B(2,169)] = 18028 kN
A="0964 (0723) 01232[ (1,205)-B(2.169)] m

T, = g D(34)+ % [c(54)-C(02)]

13000

)+ 2! 04 [c(1,205)-C(2.169)] = 235914 kN

Th= D(0723

Proracun sleganja w, nagiba 0, transverzalne sile T i momenta savijanja M, u tacki B :
Ax=70 sgn(Ax)=1 Ax_ =50 sgn(Ax )=1 Axp=10 sgn(Axp)=1

Wy === A72)+ -2 [D(52)- D(1)

Wg = 130002409 A(1687)+ __500 [D(1,205)- D(0,241)]=0,93-10°m
2-15-30000 2-15-30000

Og = —PB—’f B(74)+ Zp—;([A(sz)— A)]

2
g = 1300:0.2409" b gg7y, S00:02409 ) 505)  A0,241)]= -0,384-10
15-30000 2-15-30000

My = -Cl7)+-E-[B(52)-B(2)]

13000 500
= —C(1687)+ B(1,205 0,241)|=-257049 kN
=200 Classr)s o2 (.205)- B(0241) m

T =—=

o0

D(7A)+ %[c(sz)—c(z)]

T, _ 13000 D(1687) 500
2 09

(1,205)-C(0,241)] = —24,930 kN

d

“rad
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Sleganje w i nagib elasti¢ne linije beskona¢nog nosaca 6 ispod sile P :

_Pa P _
T A0)+ ok [D(24)-D(64)]
~1300-0,2409 500

[D(0482)—D(1445)|=377-10°m

W = 00+
2-15-30000 2-15-30000

H:PB—)SB(O)+ZP—;|“([A(2/I)—A(6/1)]

1300.0,2409° 500-02409
= 00+ [

A(0,482)— A(1,445)]=00765-10%rad
15-30000 2-15-30000

Dijagram a savijanja na delu AB bel & nosaéa (kNm)
-200 X
/ /-ZOL.U 25705
0 123.29
18.03 A
\/; 80
200 A
\\3 14.09 /167 47
400
\ 419.67
600 \ /
800 \ 747.04 ¢
\ /;.47
1,000 \ /
1,200 y
1,400

1,600

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

Dijagram transverzalnih sila na delu AB beskonaénog nosaéa (kN)
800

700 }t“

600 508.96

500 7~

360.50 /

400 -

300 /

200

100
0

-100
-200 r‘/(m )46/-;7.41 -79.98
-300 rA 98 ’

-400 /zi;.m
500 A ~

o0 /45 26

-625.85

235.91

-24.93

-700

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Slika 4.10  Presecne sile na delu AB beskonac¢nog nosaca na Vinklerovoj podlozi
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4.4 Vertikalna sila na beskonaénoj gredi na Pasternak-ovoj podlozi

ResSenje ovog problema je dao Selvadurai (1979). Kao i za sluéaj beskonacne grede na
Vinlerovoj podlozi, koeficijenti C; i C; uz ¢lan koji za x—oc daje w(x) —oc, moraju biti jednaki
nuli, ¢ime opste resenje za x>0 i integracione konstante prema (3.8) glasi:

W(x) =e**(C5 cos(Bx) +C,sin(BX)) , a:\/ﬂ,z A ’ ,3:\/,12_&

4E,1 4E,1
dw(0) d P PA?
——==0 > Cua+C,p=0 , T"0)=—— > C, = 4.27
dx 30+ Caf O==3 %= 2s (4.27)
Zamenom integracionih konstanti u opste resenje, dobija se:
W(x)—P—lZA(a £.%) Ala, B, X) = e (Bcos(Bx) +asin(Bx))
2kB L 1 L 1 L aﬂ
_ P e
(x)=F——B(a,5,%) , B(a, B,X) = sin(5x)
4E,1 af
(4.28)

—aX

€ 5 (Bcos(Bx) - asin(x))

M) =2 C@f . Clafn)= :

—ax

e
aff

T(x):igD(a,ﬂ,x), D(r, f3,X) = ——(2acos(Bx) +(a” - f°)sin(x))

Predznak (-) odnosno (+) se odnos na vrednosti apscise x>0, odnosno x<0.

4.5 Spreg sila na beskonaénoj gredi na Pasternak-ovoj podlozi

Zamenom sprega sila sa dve paralelne sile intenziteta =P na rastojanju Ax—0, dobija se
beskonacna greda optereéena spregom sila Mo u koordinatnom pocetku. Opste reSenje i
granicni uslovi su sledeci:

w(x) =" (Ccos(Bx) +C,sin(Bx)) , w(0)=0 |, M%O):—%

Zamenom nepoznatih integracionih konstanti u opste resenje, dobija se:

_ IVlO _ MO
W(x)_i4Eb| B(a, 5,X) , 49(x)_4Ebl C(a, B,X%)
M(x)=+—M° D'(a,8,X) , T(X)=— My Aer, B,X) (4.29)
- 4 1 1 1 4Eb| H 1 .

—axX

e

D'(a,f.X) = 5

(Zaﬂcos(ﬁx) —(a? —,Bz)sin(ﬂx))
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4.6 Linijsko optereéenje beskonacne grede na Pasternak-ovoj podlozi

Kao i kod beskona¢nog nosaca na Vinklerovoj podlozi, jednako podeljeno linijsko optereéenje
intenziteta p, koje deluje na ogranicenoj duZini nosaca, pocev od odstojanja x. levo od
koordinatnog pocetka do odstojanja xp desno od koordinatnog pocetka, mozZe se pretstaviti
kao integral niza malih koncentrisanih sila intenziteta dP=pdx. ReSenje zavisi od poloZaja tacke
u odnosu na opterecenje.

I-slu¢aj kada je tacka unutar optereéenja:

W() =2 = [4-Dle,f.x) - D(e B %p)]
q4%
0(x) = kB A, B, %)~ A, ,%p)] 430
M(x) = [B(a Bix)+B(a, B.%p)]
T(0=5[Cl@. B.x)+Cle . %0)]
lI-slucaj kada je tacka levo od opterecenja:
w(x) =i[D(a,ﬂ, x.)~D(@. . %p)]
O(x) = [A(a B.x0)— A, B, %p)]
2kB ) ° (4.31)
I\/I(X)———[B(Ot Bix)—B(a, B, xp)]
T(0=5[Cle 8% ) ~Cle . %0)]
llI-slu¢aj kada je tacka desno od optereéenja:
w(x) =—i[D<a,ﬂ,xL)— D(a. 5. %)]
0(x) = [A(a Bix )= Ale, B,%p)]
(4.32)

M(x) =3 [B(aﬁXL) B(a, £,%0)]
T(x):%[C(a,ﬁ,xL)—C(a,ﬂ,xD)]

Ako se G u jednacdinama, zameni silom u membrani T ili smicu¢im parametrom t, dobija se
reSenje za Filolenko-Borodich-evu i Vlasov-Leontijev-ovu podlogu.
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BROJNI PRIMER - 4.2

Potrebno je odrediti uticaje (sleganje w, nagib elasti¢ne linije 0, transverzalnu silu T i moment
savijanja M, u tacki A, B i nagib elasticne linije ispod koncentrisane sile P, vrlo dugackog
nosaca na deformabilnoj podlozi, prema optereéenju i dimenzijama na Slici 4.11. Temeljnu
podlogu aproksimirati Pasternakovim modelom (k=30.0 MN/m3, G=250.0 MPa). Proracun
izvrSiti analiticki, prema izrazima za beskonacni nosac.

P=1,3 MN 0,4
+—F
l p=50,0 KN/m
[=}
A TV B -
v S
G=250,0 MPa  k=30,0 MN/rh B=15
3,0 ‘ 2,0 ‘ 4,0 , L0
‘ L:16,0 ‘ : E,=21,0 GPa
f 1=0,159 m*
z
Slika 4.11  Opterecenje izmedu tacaka A i B beskonacnog nosaca
Resenje:

Parametri krutosti sistema temeljni nosac- podloga (tlo) iznose:

l:‘{/ kB :d 30015 _opimt

4E,1  \4-21000-0.159

a= 1248 - \/0.24092 200 oyt
4E,| 4-21000-0.159

p= 12-C \/0.24092 __ 200 _igmt
4E,| 4-21000-0.159

Proradun sleganja w, nagiba 6, transverzalne sile T i momenta savijanja M, u tacki A:

- pomocne veliine za proracun uticaja koncentrisanog opterecenja: x=3.0m
- pomocne veli¢ine za proracun uticaja kontinualnog opterecenja: x,=5.0m, xp=9.0m

wy— P A(a,B.X)+ == D(a,B,% )~ D(a.f.%p)]
AT ke P T gl 7o

_ 1300-0.241° 50

h= 2533+ —[0.417 -0.020] = 2.34-10°m
2-1.5-30000 2-1.5-30000
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QA:

B (e fX)+ SE[ M@, fx )~ Ao )]

AE,|
1800, 44s., 50-0241

= 444 + [1.551+0.344] = 0.433rad
4-21000-0.159 2-1.5-30000

M, :;C(a,ﬁ,x)—%[B(a,ﬂ,xL)— B(a.8.%)]

MA:$O 071——[3 814 —1.471] = -6.11kNm

Ta= gDl [Clapn)-Claso)]

1300 0

Ta =200 835+ > —[-0.562+0.471] = 287.40kN
ATy 4

Proradun sleganja w, nagiba £, transverzalne sile T i momenta savijanja M, u tacki B:

- pomocne veliCine za proracun uticaja koncentrisanog optereéenja: x=7.0m
- pomoéne veli¢ine za proracun uticaja kontinualnog opterecenja: x,=5.0m, xp=1.0m

P.-2?
Wg = 8 A(a,p.x) 2kB[D a,Bx)- (a,ﬁ,xD)]
2
wy = 1300:0281" hang S0 10417-1588]-133.103m
2-1.5-30000 2-1.5-30000

P A
=g 1 B(@ )+ [ A@six )-Alapxo)]

Oz = o100 2.575+ M[l.SSl— 3.436] =-0.251rad

8 4-21000-0.159 2-1.5-30000
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M = 78+ [B(a,8.% ) ~B (e xo)]

Mp = (-0.619)+ 2 [3:815 - 2.719] = -187.48 kN
4

Ts :_;D(aﬁ,x)“LZ[C(“'ﬂ*XL)_C(“UB'XD )]

10 —( 0.562-1.930] = —79.44kN

50[

T = 0.149) +

Proracun sleganja w, nagiba 6, u tacki C:

- pomoéne veli¢ine za proracun uticaja koncentrisanog opterecenja: x=0
- pomoéne veli¢ine za proracun uticaja kontinualnog opterecenja: x,=2.0m, xp=6.0m

P/12

We = B [D a,B.x ) (a,ﬂ,xD)]

AlahX)-2a

2
13000281 5510, %0 [1211-0.261]=355-10°m

WC —_ .
2-1.5-30000 2-1.5-30000
P q-A
Oc =—EB(a B, x)+E A(a,Bx ) Aa. B.%p) ]
1300 y20024 [3.033-1.143] =0.253-10"° rad

€~ 4.21000-0.159 2-1.5-30000
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METODA SUPERPOZICIJE OPTERECENJA ZA KONACNU GREDU

Za grede konacne duZine, sa proizvoljnim i sloZzenim optereéenjem, metoda pocetnih
parametara, koja je prikazana za beskonaéni nosa¢ postaje komplikovana. Umesto nje, za
analiticko resavanje inZinjerskih problema znatno jednostavnija i brza je metoda superpozicije
(Hetenyi, 1936). Ona se zasniva na reSenjima za beskonacnu gredu, koja je pojedinacno
opterecena: vertikalnim silama, spregovima sila, kao i ravnomerno podeljenim opterecenjem.
Greda konacne duZine, posmatra se samo kao deo beskonalne grede (zauzima samo
odredeni deo beskonacne grede). Metoda superpozicije se moZe primeniti za bilo koji tip
deformabilne podloge, medutim ovde ¢ée se prikazati samo za Vinklerovu podlogu. U metodi
se implicitno pretpostavlja da vazi princip superpozicije, odnosno da je kontaktni napon
(reaktivno opterecenje nosaca) linearna funkcija sleganja podloge.

Da bi se zadovoljili grani¢ni uslovi za temeljni nosa¢ konacne duZine, na beskonacni nosac, u
tackama koje odgovaraju krajevima konacnog nosaca, treba dodati fiktivne sile, koje Cine 2
momenta i 2 transverzalne sile. Nepoznate fiktivne sile se odreduju iz Cetiri (4) uslovne
jednacine, dobijene na osnovu grani¢nih uslova po silama i/ili pomeranjima na levom i
desnom kraju temeljnog nosaca konacne duZine.

5.1 Konacna greda na Vinkler-ovoj podlozi

Posmatra se deo beskonacnog nosaca na Vinklerovoj podlozi, izmedu tadaka A i B, na
rastojanju L, koje odgovaraju krajevima konacnog nosaca. Koordinatni pocetak je u tacki A i
osa X je usmerena od tacke A prema tacki B. Izmedu tacaka A i B, na nosac deluje proizvoljno
opterecenje (koncentrisana sila, spreg sila, linijsko opterecenje). Posto su krajevi konacnog
nosaca u tackama A i B su slobodni (Slika 5.2a), moment savijanja i transverzalna sila u njima
moraju biti jednaki nuli (M=T=0).

Y

d ! / X
7 i I
| i
Ia L bi
z
Slika 5.1 Konacni nosac, kao deo beskonacnog nosaca, sa aktivnim i fiktivnim silama

Presecne sile na beskona¢nom nosacu, usled zadatog optereéenja, u tacki A blisko desno (a-a)
oznacice se sa Ma i Ta a u tacki B blisko levo (b-b) sa Mg i Ts.

Grani¢ni uslovi na slobodnom kraju nosaca glase M(0)=T(0)=0 i M(L)=T(L)=0. Da bi se
zadovoljio granicni uslov, pored zadatog opterecenja je potrebno u tacke A i B beskonacnog
nosaca, dodati i fiktivne sile Moa, Toa, Moz, Tog.

Ukupan moment savijanja u beskonachom nosacu, u tacki A blisko desno (a-a), usled zadatog
opterecenja i fiktivnih sila Toa, Tos, Moa i Moa , Na beskona¢nom nosacdu, mora biti jednak nuli:
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M M T T
M, +—22D0)- —2B D(AL)+ 22 c(0)+ 2B c(4L)=0 5.1
o +228D(0)- 228 DL )+ 22C(0)+ 22 C(aL) (5.1

Jednacine oblika (5.1) se mogu napisati i za ostale grani¢ne uslove: moment savijanja u tacki B
blisko levo (presek b-b), transverzalnu silu u tacki A blisko desno (presek a-a) i transverzalnu
silu u tacki B blisko levo (presek b-b). Sve cetiri uslovne jednacine za nosa¢ na Vinklerovoj
podlozi (za slobodne krajeve), mogu se pregledno napisati u matri¢cnom obliku:

N DO  D@L) C(0) CML) | [Moa] [0]
2 2 41 'y

M, DUL) DO C()  CO) ||m,| |0

+ 2 2 4 41 . _ (5.2)

JAQ)  AA(AL) D) D(AL)

Tl | "2 T 2 2 Toa | |0
JA(AL)  2A(0) D(AL)  D(0)

LTl | 2 22 2 | LToe ] O]

Resenjem gornje jednacine, dobijaju se nepoznate fiktivne sile Moa, Toa, Mogi Tos koje zajedno
sa aktivnim opterecenjem na beskonatnom nosacu zadovoljavaju uslove za slobodan kraj
konaénog nosaca. Pri proracunu uticaja u bilo kom preseku izmedu tacaka A i B beskonacnog
nosaca, osim uticaja od aktivnog optereéenja uvek treba uzeti u obzir i fiktivno optereéenje.
Uticaji koji se na prikazan nacin racunaju za beskonacni nosa¢, odgovaraju uticajima za
konacni nosac. Na sli¢an nacin, mogu se analizirati i drugaciji granicni uslovi na slici 5.2.

a) b)
M(0)=0 p(x) M(L)=0 M(0)=0 p(x) M(L)=0
oo TR I T, woro Hll;%@ R
L | ! L |
z I #Z T
c)
0(0)=0 0(L)=0
w(0)=0 p(x) w(L)=0
! X
/Y o
! L |
¥ |
Slika 5.2 Granicni uslovi na krajevima nosaca: a) Slobodan, b) Zglobno oslonjen, c) Ukljesten

Ako je konacan nosac slobodno oslonjen na krajevima, u tackama A i B (Slika 5.2b), moment
savijanja i ugib moraju biti jednaki nuli. Da bi se zadovoljio grani¢ni uslov na kraju nosaca
konacne duZine, pored zadatog opterecenja, treba u tacke A i B beskonacnog nosaca, dodati
fiktivne sile Moa, Toa, Mos, Tos.

Ukupan ugib w(0) beskonaénog nosaca u tacki A blisko desno (a-a), usled zadatog optereéenja
i fiktivnih sila Toa, Tos, Moa , Moa Na beskona¢nom nosacu, mora biti jednak nuli:
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ATog
2Bk

2 2
1 4" Moa B(0)- A"Mog B(AL)+ Ao

A0)+
Bk Bk 2Bk

W, A(AL)=0 (5.3)

Jednacine oblika (5.3) se mogu napisati i za ostale granicne uslove: ugib nosaca u tacki B
blisko levo (presek b-b), moment savijanja u tacki A blisko desno (presek a-a) i moment
savijanja u tacki B blisko levo (presek b-b).

Sve Cetiri uslovne jednacine za nosac na Vinklerovoj podlozi (za slobodno oslonjene krajeve),
mogu se pregledno napisati u matri¢cnom obliku:

M, DO  _DUL)  CO  CEL) | My, 0]
2 2 4] 4
y D) DO cuh cO ||, .
B . 5 5 ) an | 0B ) .
#BO) _2BOL) A0 A || |7 :
A Bk Bk 2Bk 2Bk oA
_ZB(AL)  A’B()  AA(L)  2AQD)
LWe ] |7 Bk BK 2Bk 28k J L'os | O]

Ako konacan nosac ima ukljestene krajeve u tackama A i B (Slika 5.2c), ugib i nagib na kraju
nosaca mora biti jednak nuli. Da bi se zadovoljili grani¢ni uslovi nosaa, pored zadatog
opterecenja, u tacke A i B beskonacnog nosaca treba dodati fiktivne sile Moa Toa, Mos, Tos.

Ukupan nagib u tacki A blisko desno (presek a-a), usled aktivnhog-zadatog i fiktivnog
opterecenja na beskonaénom nosacu, mora biti jednak nuli:

2
#Tog B(AL)=0

3 3 2
0, + 2 Moa (o) £ Mos (51 )£ Toa ()., .

(5.5)
Bk Bk Bk

Sve Cetiri uslovne jednacine, za nosac na Vinklerovoj podlozi (za ukljeStene krajeve), mogu se
pregledno napisati u matricnom obliku:

Na slican nacin se mogu ispisati i kombinovani granicni
nosaca na Vinklerovoj podlozi.

[0, ] 23C(0) AC(AL)  4*B(0) A°B(AL) My, [0]
Bk Bk Bk Bk

0, A3c(L) ABCO)  2°B(AL)  42B(0) Mos | |0
A2B(0) A?B(AL)  AA(0)  AA(IL)

Wa - Toa 0
Bk Bk 2Bk 2Bk
A?B(AL)  A°B(0)  JAA(AL)  JAA(0)

=B Bk Bk 2Bk 2Bk |- %%

uslovi za levi i desni kraj temeljnog
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5.2 Klasifikacija grede na Vinkler-ovoj podlozi

Klasifikacija temeljnih greda konacne duzine na Vinklerovoj podlozi, vrsi se prema koeficijentu
savitljivosti AL. Ako je koeficijent savitljivosti temeljnog nosaca veci tada je nosac savitljiviji i
obrnuto (manje savitljiv, odnosno krudi).

Na savitljivom nosacu (veliko AL), uticaji se prenose na malu udaljenost od sile, dok se kod
krutih nosaca (malo AL), uticaji prenose na vecu udaljenost od sile.

Na primer, na udstojanju Ax =31t/4 ~2.35 od koncentrisane sile, ugib nosaca je jednak nuli, sto
znadi da je unutar navedene duzine podloga pritisnuta. Ako je nosac, Cija je duZina
AL=2.35+2.35=4.7, opterecena u sredini koncentrisanom silom, tada je cela podloga pritisnuta
a na krajevima nosaca je pritisak jednak nuli.

Ako je duZina nosaca veca od AL=4.7, na krajevima se pojavljuje odizanje nosaca od podloge i
pojavljuju se naponi zatezanja. Treba imati u vidu da su naponi zatezanja u kontaktu,
matematicki rezultat. Fizicki, naponi zatezanja u kontaktu nisu moguci, zbog cega se ukoliko
postoje, moraju odredenim iterativnim postupkom eliminisati na racun povecanja napona u
pritisnutoj zoni.

Uobicajena klasifikacija temeljnih nosac¢a/greda na Vinklerovoj podlozi, u funkciji koeficijenta
savitljivosti AL, vrsi se prema Hetenyiu ili prema Vesi¢u (1961), prema tabeli 5.1.

Klasifikacija Hetenyi,1936) AL Klasifikacija (Vesi¢,1961) AL
Kratke (krute) grede <0.80 | Kratke (krute) grede <0.80
Grede srednje duZine 0.80 - | Grede srednje duZine 0.80-2.25
- - Srednje dugacke grede 2.25-5.00
Dugacke (savitljive) grede > Dugacke (savitljive) grede >5.00

Tabela 5.1 Klasifikacija grede na deformabilnoj podlozi prema parametru AL
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BROJNI PRIMER - 5.1

Dat je temeljni nosa¢ konac¢ne duZine na Vinklerovoj podlozi, dimenzija i opterecenja prema
Slici 5.3. Potrebno je izracunati sleganje w, nagib elasti¢ne linije 0, transverzalnu silu T i
moment savijanja M nosaca, ispod koncentrisane sile. Proracun izvrsiti analiticki, metodom
superpozicije.

A l QUIIIHIEETN o 2
k=30,0 MN/m® g B=15 <

Slika 5.3 Opterecenje izmedu tacaka A i B kona¢nog nosaca
Resenje:

Parametar krutosti sistema temeljni nosa¢ — podloga (tlo), iznosi:

ﬂ:\/ kB _</ 300-15 = 0,2409 m*

\ 4E,1 ~ \ 4.21000-0,159
AL =0,2409-10,0=2,41 Prema klasifikaciji, greda je srednje duZine !

Napomena: Pri proracunu transverzalne sile i momenta savijanja u proizvoljnom preseku
nosaca na Vinklerovoj podlozi, ne uzimaju se u obzir (kao Sto je pravilo u statici) samo sile sa
jedne strane preseka, vec sve sile koje deluju na nosac. Razlog je u konceptu proracuna, u
kojem ne figuriSu kontaktni naponi, ve¢ sve aktivne sile na nosacu i po dve fiktivne sile na
krajevima nosaca. Ako bi se uticaj podloge zamenio kontaktnim naponom, presecne sile bi se
mogle odrediti na osnovu aktivnih sila i kontaktnih napona koje deluju na nosac, sa jedne ili
druge strane preseka.

Pored vrednosti presecnih sila dobijenih analitickom metodom, u zagradi su date i vrednosti
prema programu za staticko-dinamicku analizu konstrukcije (Tower)*. Presecne sile od
zadatog opterecenja na beskonacnom nosacu u tacki Agesno i Bevo :

M, = % c(32)- ﬁ [B(54)-B(94)]

13000, 643 500 15280 - 0.095]= 18.028KkNm (12.59)*

M, =2
A7 0.964 0.232
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My = C(r2)--E;[B(52)- B(2)]

4
. _ 13000 505 500 5800188 — —257.049 kNm (-257,20)*
0.964 0.232

T, = g D(32) + % [c(52)-C(94)]

Ty = 1320'0 0.364 + % —0.173—(-0.159)]=235.914 kN (228.08)*

Ts = —g D(72)+ ﬁ [c(52)-c(a)]

Ty = 1320'0 (-0.021)+ % [-0.173-0.576]=~24.930 kN (-23.92)*

Uslovne jednacdine (5.2) za krajeve A i B nosaca konacne duzine (slobodan kraj) glase:

18.028 05 0033419 1.037366 —0.033419]M,,] [0
~257.049| |-0.033419 ~0.5 -0.131713 1.037366| My, | |0
235914 | ~0.120463  0.000812 ~05 -0.033419 T, | [0
~24.930| | 0.000812 —0.120463 0.033419 05| T,s| |0

Fiktivne sile u tackama A i B beskonacne grede iznose:

M,, =—2112385kNm M, =-1329.643kNm
T, =1000.917 kN T,s = —333.954 kN

Proracun ugiba w, ispod koncentrisane sile P, na odstojanju x=3.0 m :

PA Tyl Tos

_ 104 P _
w(3.0)= AT [D(24)-D(64)]+ oo A(32)+ B AT A)+
2 2
Mosd” 35y Moed g5y
Bk Bk

(3.0)= 13000-0241, /500
2.1.5-30000 2.1.5-30000
, 1009170241 . —333954.0.241
2.1.5-30000 2.1.5-30000
2112385.0.2412 1329.643-0.241°

0.321+ 0.184=4.9.103m
1.5-30000 1.5-30000

[0.547-0.029]+

0.163+




44 FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCHE I TLA

Proracun nagiba 0, ispod koncentrisane sile P, na odstojanju x=3.0 m :

0(30)= P2 B(0)+ P [A22)- A1) 2 (a1)+ T B(r 1)
M, A2
TRk

C(32)- c(a)

M2
BK
2
13000-0241° 5000241 1y o) ey
1.5-30000 2-15-30000
2 2
_1000917-0.241° . -333954-0.241° ' o,
1.5-30000 1.5-30000
3 3
21123850248\ 1329643-0241°

15-30000  1.5-30000

6(3.0)=

—0.205)=-0.000361rad

Prora¢un momenta M, ispod koncentrisane sile P, na odstojanju x=3.0 m :

M(3.0):%C(0) L [ee2)- (6/1)]+10—20(31)+Z°—;c(7/1)+

Mor p(32)+ 2°B D(74)
M(3.0)= 2000 5 5 500 5586 0.234)4 2112385 g5, 1329643
4.0.241 40.241 4.0.241 4.0.241

(-0.205)+ %o.%uw(—o.om: 1054.723kNm

Proracun transverzalne sile T, blisko levo ispod koncentrisane sile P, na x=2.9999 m :

T,(3.0) = g D(0)+ % [c(22)-C(64)]- TOTA D(34)+ T"TB D7)+
Moad

= A(32)+ A7 1)

2
13001 50.0

2 4.0.241

- 2112'385'0'2410.685+ _1329'6243'0'2410.163: 695.906 kN

T,(3.0)= [0.261—0.043]—%2'9170.364+M(—O.OZl)

Proracun transverzalne sile T4 blisko desno od sile P, na odstojanju x=3.0001 m:

T,(3.0)=T,(3.0)— P =695.906 — 13000 = —604.094 kN
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Slika 5.4  Graficki prikaz rezultata proracuna za temeljni nosac iz Primera 4.1 i Primera 5.1
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5.3 Terensko odredivanje modula reakcije tla

Modul reakcije tla, kao odnos kontaktnog napona i sleganja nije fundamentalna fizicka
karakteristika, jer osim vrste tla i nivoa opterecenja, zavisi od oblika i dimenzije opterecene
povrsine, Za razliku od modula reakcije tla, deformacijski parametri tla kao npr. modul
elasti¢nosti i Poison-ov koeficijent su fundamentalne karakteristike jer ne zavise od oblika i
dimenzije opterecene povrsine.

Modul reakcije se odreduje pomocu kruzne ploce @762mm (2.5ft) ili @305mm (1ft). Osim
modula reakcije, na osnovu rezultata opita se mozZe odrediti i modul stisljivosti Ms kao i
staticki modul deformacije za kompresiju Ey; i rekompresiju Ev,. Prema izvornom standardu
(ASTM), modul reakcije se odreduje kruznom plocom &76.2cm (2.5ft) i pretstavlja nagib
sekante na dijagramu (Slika 5.5a), za sleganje od 1.0 in/20. Veli¢ine stopa (ft) i palac (in)
=ft/12=25.4mm su imperijalne jedinica za duZinu.

a) b)
_J o Opterecenje (E/A) d D
ST »> «‘—‘»
P P
\\\ 7. K/ 2l
_ N 1 e \ Il \
wg=1,25mm > - T / N
N k \ © I ! \
~ \ c ; / \
~J1 AN A / © \
Ql A= ! 5 (e
! N e
1 ©
- | £ i 7
Q9 \\ 5 /
= $=76,0 cm (2,5 ft)
[=2] N P
D Ssol -
ny T aa
Slika 5.5 a) Definicija modula reakcije k, b) Efekat veli¢ine temelja

Prema EC7 standardu (Evrokod), modul reakcije tla i staticki moduli deformacije za kompresiju
i rekompresiju, odreduju se na osnovu interpolacionog polinoma oblika:

S=8+8-0+8 0"

Koeficijenti ao, a1 i a2 polinoma se odreduju Gaus-ovom metodom najmanjih kvadrata. Nakon
proracuna koeficijenata polinoma za granu kompresije i rekompresije, modul reakcije tla i
stati¢ki modul deformacije (u intervalu optereéenja 0-Qmax), se odreduje prema:

1 E, -075— 0

" 8 +025(af+5a, 8+, Oy

Da bi se na lokaciji uopSte mogla uspostaviti veza izmedu veliine i oblika opterecene
povrsine, tlo u zoni dejstva opterecenja (Slika 5.5b) mora da bude homogeno!

k
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Detaljan opis postupka odredivanja modula reakcije tla/podloge/posteljice u funkciji vrste tla
i velicine opterecene povrsine, dali su Terzaghi (1955), Teng (1962), Nair (1974), Bowles
(1977) i dr. Generalni je zaklju¢ak da modul reakcije tla nije konstanta veli¢ina, ve¢ da zavisi
od vrste tla (vlaznosti i zbijenosti), nivoa optereéenja, veliine i oblika opterecene povrsine i

dubine fundiranja.

Graficki prikaz odnosa modula reakcije tla k(D) za plocu precnika D, i precnika opitne ploce
30.5cm, prikazan je na Slici 5.6. Na slici su prikazane empirijske vrednosti po Terzaghi-u i
eksperimentalne vrednosti prema Stratton-u. Evidentno je, da se pri ispitivanju podloge sa
kruznom plocom vecéeg precnika od 30.5cm dobijaju niZze vrednosti modula reakcije tla i
obrnuto. Zbog toga, uz vrednost modula reakcije uvek treba navesti i precnik kruzne ploce

kojom je vrSeno ispitivanje.

2.5

Precnik ploce D (ft)
0.0 0.5 1.0 15 2.0
5.0 . ; ; ; ;
[ \ [ [
a5 & \ = = =Glina (K.Terzaghi) L
ST )
L \\‘ O Eksperimentalno (Stratton, J.H.)
4.0 i “ = Pesak (K.Terzaghi) [
_ L \
in 35 1 )
Q \
< I \\
~ 30 A}
s L \
3 [ \
f 25 4 A
8 L \\
S 20 i
@ L N
] A)
s N
F S
k(D)/k(30.5)=16.1D-0-8 X
1.0
r ——————
05 | Ty ey )
0.0 . P — M N
0 10 20 30 40 50 60 70
Preénik ploée D (cm)
Slika 5.6

Zavisnost modula reakcije od precnika opitne ploce za homogen sloj

Odredivanje modula reakcije kruznom plo¢om je spor i ne ekonimican opit, pa se u praksi
danas rede koristi. Kao parametar za dimenzionisanje kolovoza, piste za aerodrome i
industrijski pod, modul reakcije se ¢esce odreduje korelacijom sa drugim terenskim opitima

(CBR opit, opit penetracije, opit sa padajué¢im tegom i sl.).
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5.4 Odredivanje modula reakcije tla korelacijom

U nedostatku eksperimentalnih podataka za preliminarni proracun, Terzaghi (1955) predlaze
orijentacione vrednosti modula reakcije ko za plocu &30.5cm. Za gline, modul reakcije se
moZe proceniti na osnovu nedrenirane ¢vrstoce, dok se za peskove modul reakcije moze
proceniti na osnovu relativne zbijenosti. Zavisnost se moZe prikazati tabelarno ili graficki
pomocu dijagrama (Slika 5.7).

Relativna zbijenost peska Dr (%)

25 50 75 100
300
I /
e Glina 7
@250 — " ° Pesak - suv ili vlazan ./
§ | === Pesak - potopljen 7
= I 7
wn .
ot 200 >
” [ .
3 [ /
3 [ .
= r V
g 150 =
Q o 4
B .
2 I X4
2 F /
o 100 L _
s r . Plan
T 0 ipe e
r -
= r -’ /
50 I - ° /"j‘
- -
L . -
/_--———--
Le ’__----——-—-—
0 I
50 100 150 200

Nedrenirana évrstoca gline Cu (kPa)

Slika 5.7 Orijentacione veli¢ine modula reakcije tla (Terzaghi, 1955)

Posto modul reakcije zavisi od oblika i dimenzije opterecene povrsine, neophodno je pre
proracuna, izvrsiti korekciju standardne vrednosti koja se odnosi na plocu &30.5cm. U tom
smislu, Terzaghi (1955) je predloZio dva nalaiticka izraza.

Za temeljni nosa¢ na homogenom sloju gline ili prasine (sitnozrno ili koherentno tlo), predlaze
se zavisnost izmedu modula reakcije k za pravougaoni temelj duZine L i Sirine B u m® i modula
reakcije ko za kruznu plo¢u prec¢nika 0.305m, u obliku:

0.305 L+0.305/2 _, 03L+015

K, =2 =T 5.7
B 1.5L 0 5.7)

B 15L
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Kod mekih (normalno konsolidovanih i senzitivnih) glina (c, <50kPa), zbog velike rela-tivne
krutosti AL, proracun se vrsi prema pravolinijskoj raspodeli kontaktnog napona.

Ako temelj lezi na homogenom sloju peska (krupnozrno ili nekoherentno tlo), modul reakcije
zavisi samo od sirine temelja B i dubine fundiranja D prema izrazu:

2
B+0.305 B+0.3

2 D
f
, E=1+42—-<2 (5.8)
2B 2B B

-

Iz uslova jednakosti momenta savijanja ispod koncentrisane sile koja opterecuje beskonacnu
gredu na Vinklerovoj podlozi i beskona¢nu gredu na elasti¢cnom poluprostoru, Biot (1937) je
izveo sledeci analiti¢ki izraz:

(0% E [ 1 EB* JO'“’S E,

= ~— 5.9
1-v? B1-v/ E| B 59

Sliéno, Iz uslova jednakosti ugiba ispod koncentrisane sile koja opterecuje beskonaénu gredu
na Vinklerovoj podlozi i beskonacnu gredu na elastichom poluprostoru Vesi¢ (1961) je izveo
slededi analiticki izraz:

4 1/12
(065 E(ESB J _ 065 .% (5.10)
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BROJNI PRIMER - 5.2

Odrediti modul reakcije podloge temeljnog nosaca dimenzija B/L=1.8/12.0m, krutosti
Epl=250.0MNm?, koji je fundiran na dubini od Df =0.8m. Ispod temeljnog nosaca se nalazi

homogen sloj debljine oko 8.0m Pretpostaviti da se homogen sloj sastoji od:

a) zbijenog, potopljenog peska, relativne zbijenosti D, =70%, v.=0.3
b) zbijenog, vlaznog peska, relativne zbijenosti D, =70%, v.=0.3
c) prekonsolidovane gline, jednoaksijalne ¢vrstoée g, =280.0 kPa, v,=0.5

d) prekonsolidovane gline, koja ima modul elasti¢nosti za efektivnhe napone
(drenirani modul) u iznosu od Es=20.0 MPa i Poissonov koeficijent v =0.3.

Modul reakcije tla za plo¢u &30.5cm, za povrsinu terena, proceniti na osnovu dijagrama na

Slici 5.7. Proracune izvrsiti prema odgovarajucim izrazima (5.7)-(5.10).

Resenje:
a) zbijen, potopljen pesak D, =70% — ky~35.0MN/ m?3
B+0.3)° Dy 1.8+0.3)° 08 s
k=ky| —— | |[1+2— |=350| ——— | |1+2—|=226 MN/m
2B B 2-1.8 1.8

b) srednje zbijen, viazan pesak D, =70% — ko ~120.0 MN /m?

2 D 2
kzko(B;ssj (1+ 2%}:120.0(Mj (1+2%}=77.4 MN /m?

2-1.8

c) prekonsolidovana glina g, =280kPa — ky =50.0 MN /m?3

K=k, L3 L0155, 0.3120+015

Y9 ool =58 MN/m?®
B 15L 1.8 15-12.0

d) prekonsolidovana (OC) glina E; =20.0MPa, v, =0.30

Biot:

0.95( 1 20.0-1.8*

0.108
> > 1085 > ks MY
1-0.32(1-0.32 2500 B

4 1/12
vesic: | 20018 | g5, ko 08 Es _;gMN
250.0 1-03% B m®
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5.5 Modul reakcije za proracun plo¢e na Vinklerovoj podlozi

U poglavlju 1.1 je pokazano, da delovi grede koji su na odstojanju ve¢em od |Ax| 2.5, nemaju
bitan uticaj na sleganje i moment savijanja grede. MoZe se pokazati da isti zaklju¢ak vazi i za
kruznu plocu opterecenu koncentrisanom silom u sredini, stim $to se umesto |Ax| >2.5, uvodi
|Br| =2.5. Karakteristi¢an broj 3 se odreduje prema izrazu:

3
poi® | po BN (5.11)
D 12(1-vy)
gde je: D - cilindri¢na krutost temeljne ploce u MNm
h - debljina temeljne plo¢e u m

Ev,vb - modul elasti¢nosti (MPa) i Poissonov koeficijent betona (0.15)

U slucaju kada je ploca vrlo velikih dimenzija, ako bi se koristila Sirina i duZina ploce, dobila bi
se vrlo niska vrednost modula reakcije tla. Zbog toga, ako na plo¢u deluju koncentrisana
opterecenja, u relativno pravilnom rasporedu, za proracun modula reakcije tla, umesto Sirine i
duZine ploce, treba koristiti efektivni radijus ref #2.5/p. Ovo vazi uvek kada je efektivni radijus
manji od polovine rastojanja izmedu susednih stubova koji prenose opterecenje na plocu.

Isti princip treba primeniti i za proracun uticaja u krutoj kolovoznoj ploci (cement-beton)
debljine h, koja lezi na deformabilnoj podlozi (Vinklerov model), usled sile intenziteta P na
povrsini radijusa a. Proracun uticaja se vrSi prema Vestergardu. Postoji viSe varijacija
Vestergardovih jednacina, s manjim odstupanjima, stim Sto se proracun uvek vrsi za 3
polozaja sile: unutar ploce (o), na ivici (o) i na uglu (o.), pri ¢emu se modul reakcije odreduje
za efektivni radius. Maksimalni napon zatezanja u ploci je:

o =0.316i 4 log L +1.069
' h? bs

o, =0572-F {4 Iog[i]+0.359} (5.12)
bs

h?
o, = 3%[1—(aﬁ\/§)0'6}

a<1.724h - b=+v1.6a®+h? —0.675h
a>1.724h N b=a

gde je:
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Za plocu na prekonsolidovanoj glini, za efektivni radius res=2.5/f, modul reakcije je:

2ry +0.15
0.3 2ry _y. 03 5/+0.15 ~ Ly, (5.13)

k =k - ~
%2r, 15-2r, °5/B 15.5/8 25

Za plocu na pesku, za efektivni radijus res=2.5/f, modul reakcije je:

2ry +0.3 2 5/3+0.3 2
K=ko| — 7| —k,| 22722 £ (0.5+0.038)%k 5.14
0[ 2.2r, ] 0( 2.5/ﬁJ (05+0034)"ky 514

Iz prethodnih jednacina se vidi da je odgovarajuc¢i modul reakcije podloge funkcija efektivnog
radiusa koji je funkcija karakteristinog broja 3, a karakteristican broj je opet funkcija modula
reakcije podloge, ili matematicki k = kof(k). PoSto je jednacina implicitnog oblika,
odogovarajuc¢i modul reakcije se moze odrediti samo iterativno, metodom direktne zamene
(supstitucije). Za iteraciju "m”, iterativna jednacina je:

Bn=Ykn/D = Kyu1=ko- f(ﬁm) = Bl :4\/ Km+1/D (5.15)

BROJNI PRIMER - 5.3

Betonska ploca, kvaliteta C25/30, dimenzija 10x10m, debljine 15cm, E,=30.2 GN/m?,
opterecena je to¢kom vozila silom od 25.0kN, na povrsini pre¢nika a=40cm. Opitom pomodu
kruzne ploce, dobijen je modul reakcije podloge od ko= 32.5 MNm?3. Odrediti uticaje u plo¢i po
metodi Vestergarda, pod pretpostavkom da je podloga (posteljica) homogena po dubini i da
je izgradena od sloja prekonsolidovane gline i alternativno od sloja peska.

Resenje:
E,h® _ 302000-0.15°
1201-12)  12(1-0.15%)

Cilindri¢na krutost ploc¢e: D = =8.70 MNm

1a) Modul reakcije ispod plocée na sloju prekonsolidovane gline prema (5.12)

o7

Iteracija-1 3, = 4= =139m* , k =k, % =1.81MN/m?

=~

Iteracija-2 3, =4 Bl =0.68m* , k, =k, g—é = 0.88MN/m®

lteracija-3 (3, = 52 =056m"* |, k, =k, % =0.73MN/m?

gx‘
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Iteracija-4 (3, =4 k—D3 =054m™* |, k, =k

B.
o 5 = 0.TOMN/m’

=~

lteracija-5 (35 = ¢ 64 =053m* |, ks =k, % = 0.69MN/m?

Efektivni radijus ploge iznosi: ry =2.5/8=2.5/053~4.7m

Posto je efektivni radijus manji od polovine Sirine ploc¢e B/2, odnosno 10.0/2=5.0m, za
odredivanje modula reakcije podloge treba koristiti efektivni radijus. U suprotnom se za
odredivanje modula reakcije koristi Sirina ploce B.

1b) Napon zatezanja u betonskoj ploci na sloju OC gline, usled koncentrisane sile, za modul
reakcije ploce koji odgovara efektivnom radijusu iznosi:

a<1.724h N b=+1.6-0.2% +0.15% —0.675-0.15=0.19m

o; =0.316 0.025 4log ; +1.069|=1.8MPa
0.152 0.19-0.53

o, =0.572 0.025 4Iog[; +0.359 | = 2.7MPa
0.152 0.19-0.53

oc = 3%[1—(0.20-0.53\/5)0'6 } =3.3MPa
0.15°

2a) Modul reakcije ispod ploce na sloju peska prema (5.13)
Iteracija-1 6, = </k750 =1.39m* |, k = 05+0.033, *k, =9.54MN/m?
Iteracija-2 8, = </KDl =1.02m* , k, = 05+0.033, *k, =9.15 MN/m?

lteracija-3 B, = {2 =1.01m™* |, k, = 0.5+0.033, “k, =9.14 MN/m?

o=

Relativna greska iteracije: A= |k3 - k2|/k2 :|9.14—9.15|/9.15 =0.001

Efektivni radijus ploge iznosi: Iy =2.5/4=2.5/1.01~2.5m < 10.0/2
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2b) Napon zatezanja u betonskoj ploci na sloju peska, usled koncentrisane sile, za modul
reakcije ploCe koji odgovara efektivnom radijusu iznosi:

O

(o

O

Napomena:

: :0.316%{4 |og(;]+1.069} =1.4MPa
0.152

0.19-1.01

. =o.572%{4 Iog(;j+0.359} =2.0MPa
0.152

0.19-1.01

0.025

.= 3W[1—(0.20-1.01\/§)°'6 } ~18MPa

Za nearmirani beton C25/30, racunska ¢vrsto¢a na zatezanje usled savijanja
iznosi oko fp, = 4.0 MPa.
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PRIBLIZNO RESENJE GREDE NA DEFORMABILNOJ PODLOZI

6.1 Jednacina savijanja grede u diferencnom obliku

Analiticki metode za resenje temeljnog nosaca na deformabilnoj podlozi ograni¢ena su na
najjednostavnije primere. Ukoliko je temeljni nosac promenljivog poprecnog preseka i Sirine i
ako su deformacijske karakteristike podloge promenljive, problem se moZe resiti samo
pribliznim metodama za resavanje diferencijalne jednacine.

U inzenjerskoj praksi, uglavnom su u primeni dva postupka: Metoda konacnih razlika odnosno
diferencna metoda (skra¢eno: MKR) i metoda konacnih elemenata (MKE). U okviru ovog
predmeta, bi¢e obradena samo metoda konacnih razlika.

Metoda konacnih razlika predstavlja priblizan "numericki” postupak resavanja diferencijalne
jednacine u odredenoj tacki odnosno nizu tac¢aka. Tacke se u MKR uglavnom biraju na istom
medusobnom rastojanju (ekvidistantne tacke), kako bi konacni izrazi bili jednostavniji.

Geometrijski posmatrano, metoda konacnih razlika pretstavlja zamenu svih izvoda funkcije
(prvog, drugog, ... ,n-tog) u posmatranoj tacki, preko pomeranja w susednih simetri¢nih
tacaka. ReSenje diferencijalne jednacine se konacno svodi na resavanje sistema algebarskih
jednacina po nepoznatim pomeranjima.

Tacnost reSenja metodom konacnih razlika, zavisi od gustine mreZe, odnosno broja podele
nosaca. Na slici 6.1 je geometrijski prikazan postupak zamene prvog izvoda funkcije, nagibom
secCice kroz susedne tacke. Visi izvodi se dobijaju na slican nacin.

izmedutacakai-1, i, i+1
interpolaciona funkcija w(x)
je kvadratna parabola

Slika 6.1 Interpolaciona funkcija (kvadratna parabola) sleganja u MKR

Ako je broj podela nosaca n, broj uslovnih jednacina i nepoznatih pomeranja Vi je za jedan
veci i iznosi n+1. Vedi broj podela znacdi po pravilu tacnije resenje i obimniji proracun.
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Prema slici 6.1, polazeci od osobine kvadratne parabole, prvi izvod funkcije w(x) u tacki i ili
nagib tagente u tacki i je paralelan sa seCicom kroz tacke i-1 i i+1, odnosno matematicki:

(dwj oW Wy (6.1a)
dx ), 2

Drugi izvod funkcije u tacki i se moZe izraziti preko prvog izvoda funkcije w'(x) u tackama i-
0.5ii+0.5, odnosno matematicki:

d'w) _d (dw) _ —Wios+Wies _

dx? ) dx\dx )~ c (6.1b)
CL(WiW | Wy W) W —2W W
c c c c’

Tredi izvod funkcije u tacki i se mozZe izraziti preko prvog izvoda funkcije w'’(x) u tackama i-1,
i+1, odnosno matematicki:

(diJ d [dsz LW W (6.1c)

d¢ ) dx| dx? 2
— i _W —2W, — W, + Wip =2 Wy =W, — Wi +2Wy —2W,; + Wiy
2c c c 2¢®

Cetvrti izvod funkcije u tacki i se moZe izraziti preko drugog izvoda funkcije w'’(x) u tatkama i-
1, i, i+1, odnosno matematicki:

dw) _ d® (d*w) _w, —2w/+w, _ (6.1d)
dx* ) dxdx® ) c?
1w, —2w, —W, Wi —=2W, =Wy Wi —2W,, + W,
=2 2 -2 2 2 =
C C C C
_ Wi, —Aw, H6W - 4w, W,
- 4
C

Ako se u diferencijalnoj jednacini savijanja nosaca na deformabilnoj podlozi (3.1) za té. "i"
izvr$i zamena konacnim razlikama prema (6.1), dobija se diferencna jednacina:

Wi_p, —4W, 1 +6W;, —4w; ; +W;
E,l — 2 i-1 C4| i+1 i+2 _ p; —B-q (6.2)
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Na slican nacin, presecne sile nosac (3.5) u tacki i, izrazene kona¢nim razlikama glase:

2 —_ A A
Mi:_Ebl(c:j\;Vj — |\/|i:_|gb|bvzvl"_Wl+l (6.3a)
X" ) Cc
T=—ElI d’w T=_E| “W, + 20, —2W,, + W, (6.3b)
! b d 3 i b 2C3

Podelom nosaca na n jednakih delova dobija se n+1 jednacina oblika (6.2) po nepoznatim
sleganjima Vi i ordinata reaktivnih optereéenja q;. Dodatnih n+1 jednacina za eliminaciju
nepoznatih g; dobija se izborom tipa deformabilne podloge.

U uslovnim jednacinama za tacke 0, 1, n-1, n pojavljuju se "fiktivna” sleganja izvan nosaca Vi,
Vi.1, Wne1, W2 koje treba odrediti iz grani¢nih uslova na kraju grede.

Ako su krajevi grede slobodni, grani¢ni uslovi su homogeni po silama (Mo=0, To=0 i M,=0,
T,=0), odnosno:
Granicni uslovi na levom kraju nosaca daju sledece fiktivne ugibe w.yiw.; :

L= 2W, + W,
2

M, =0 = —E,I - =0 = w,=2w,—W, (6.4a)

W_, +2W_, —2W, +W,

T,=0=-E,I =0=>w_, =2w_ - 2w, +Ww,

2c? (6.4b)
w_, =4w, —4w, +w,
Granicni uslovi na desnom kraju nosaca daju sledeée fiktivne ugibe W1 i Wna2 :
W, —2W +W
M, =0 :>—Eblw:O:WM:ZWn—Wn_1 (6.4¢)
W, + 2Wn—1 — 2Wn+1 +Wio
Tn =0 = - Ebl =0= Wi =Wop — 2Wn—:l + 2Wn+1 (64d)

2¢®
Wi, = 4'Wn _4Wn—1 +W,_,

Ako se diferencna jednacina (6.2) ispiSe za sve tacke od O do n, vodedi raduna o izrazima za
fiktivhe ugibe (6.4), dobija se sistem diferencnih jednacina, koji u matriénom obliku glasi:

5 {Plw}= {p}-Bla 63



58 FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCHE I TLA

U jednacini (6.5), sa {w} je oznacen vektor pomeranja, sa {p} vektor aktivnog opterecenja, sa
{q} vektor totalnog kontaktnog napona, a sa [D] matrica diferencnog operatora, Ciji su
koeficijenti za podelu nosaca na n=10 jednakih delova, pregledno prikazani u razvijenoj formi:

(6.6)

Slicna matrica diferencnog operatora se moZe napisati za slobodno oslonjene ili ukljestene
krajeve nosaca.

Matrica diferencnog operatora je trakasta (bendirana), sa maksimalnom Sirinom trake od 5
elemenata. Clanovi izvan trake su jednaki nuli i nisu prikazani.

U matri¢noj jednacini (6.5) postoje dve nepoznate, ugib {w} i reaktivnho opterecenje ili
kontaktni napon {q}. Za reSenje jednacine je potrebno uvesti dodatne uslove izborom
modela deformabilne podloge koja definiSe vezu izmedu ugiba i reaktivnog opteredenja.

Pre nego Sto se pristupi reSavanju jednacine koja se odnosi samo na ¢vorne tacke nosaca,
potrebno je zadato optereéenje {p} na nosacu, transformisati u staticki ekvivalentno
opterecenje koje deluje samo u ¢vornim tackama nosaca.

Transformacija zadatog opterecenja u staticki ekvivalentno ¢vorno opterecéenje, vrsi se na
nacin kako je to prikazano u sledecem poglavlju.
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6.2 Odredivanje staticki ekvivalentnog ¢vornog opterecenja

Posto se prema MKR resSenje odreduje za ¢vorne tacke i=0,1,...,n diskretizovanog nosaca,
potrebno je i zadato optereéenje na nosacu zameniti koncentrisanim silama u ¢vornim
tackama nosaca. U statici konstrukcija, ove sile se nazivaju elasticnim teZinama ili
ekvivalentnim ¢évornim silama.

Ekvivalentne ¢vorne sile-optereéenje, koje deluju u ¢vornim tackama nosaca, treba u ¢vornim
tackama nosaca da proizvede iste uticaje (moment savijanja i transverzalne sile) kao i zadato
opterecenje. Prethodni uslov se moZe zadovoljiti za koncentrisane sile i kontinualno
opterecenje ali ne i za spregove sila na nosacu. Medutim, treba imati u vidu, da se sa
povecanjem broja podela nosaca (finija podela) greska usled diskretizacije zadatog
opterecenja smanjuje.

Izmedu ¢vornih tacaka nosaca, uticaji od zadatog optereéenja i ekvivalentnih ¢vornih sila se
razlikuju ali u datom slucaju to nije bitno, posto se uticaji-reSenje trazi samo za ¢vorne tacke
(za diskretni sistem). Vrednosti izmedu ¢vornih tacaka se interpoluju.

Umesto stvarnog nosaca, za proracun ekvivalentnog ¢vornog opterecenja se koristi fiktivni
nosac, koji u ¢vornim tackama ima vertikalan oslonac i zglob, odnosno sistem zglobno vezanih
prostih greda. Za tako usvojen fiktivan nosac, treba odrediti reakcije oslonaca {R} od zadatog
opterecenja. Postupak za odredivanje staticki ekvivalentnog c¢vornog optereéenja, za
proizvoljno optereéen nosac, prikazan je na slici 6.2.

P P

a +a a.b,
p X
WM M il f}M ____________ >
io 41 42 ’Ms 44 45» 46 47 48 49 4A/n=10
iR, iR, R: iRy iR, iRy iR; Ry iRy iR iR,
, ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ~c |
‘ L=n.c ‘
p~Ry(c/2)
M pi=R./fc B P pFRJc  peR(cl2)
P P
p2 p4 p7 X
o T w1 i e >
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 n=10
cR._c c c c c c c c c cR

Slika 6.2 Odredivanje staticki ekvivalentnog ¢vornog (nodalnog) optereéenja {p}
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Posebnu paZnju treba obratiti na uticaje od momenta savijanja. Kada moment ¢iji je intenzitet
M, deluje izmedu dve ¢vorne tacke, mora se razloZiti na dve paralelne sile intenziteta M/c,
koje deluju u susednim ¢évornim ta¢kama na rastojanju c.

Medutim, kada moment intenziteta M, deluje u ¢vornoj tacki, mora se razloZiti na dve
paralelne sile intenziteta M/2c, koje deluju u ¢vornoj tacki ispred i nakon ¢vorne tacke u kojoj
deluje moment savijanja. Od ovog pravila se izuzimaju momenti koji deluje na levom odnosno
desnom kraju nosaca. U tom slucaju, moment se razlaZze na dve paralelne sile na rastojanju c.
Treba imati u vidu, da u slucaju sprega sila nije moguce postici ekvivalentne stati¢ke uticaje u
¢vornim tackama.

Ekvivalentno jednako podeljeno ¢vorno optereéenje p; se dobija deljenjem reakcije fiktivnih
oslonca R; odgovaraju¢om duZinom elementa, koji je za unutrasnje (0<i<n) tacke c, a za ivitne
(i=0, i=n) tacke c/2. Posto krajnje tacke nemaju susedni ¢vor izvan nosaca, pripada im samo
polovina unutrasnjeg elementa.

Elementi vektora fiktivnih reakcija oslonaca {R}, odnosno ekvivalentnog ¢vornog (nodalnog)
jednako podeljenog optereéenja {p}, za opterecenje na slici 6.2 glase:

P(c—a)/c R, /(c/2) 2P(c-a)/c?
Pa/c R,/c Pa/c?
M/2¢c R,/c M/2c?
p Ra/c P/e?
-M/2¢c R,/c -M/2¢?
R)- M/ch(kN), (pl=]  Rofel- mjcr (4] 67
-M/c Rs/C -M/c?
pblc —(a+b/2))/c R,/c| |pblc—(a+b/2))/c?
pbla +b/2)/c Re/C pb(a +b/2)/c?
M/c R, /C M/c?
-M/c Ry /(c/2) —-2M/c?
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6.3 Priblizan proracun grede na Vinkler-ovoj podlozi

Jednadina (3.2), koja povezuje kontaktni napon i sleganja podloge, moZe se napisati u
slede¢em matri¢nom obliku:

{a} = [kfiw} (6.8)

U gornjoj jednacini, sa [k] je oznacCena dijagonalna matrica modula reakcije tla duZ nosaca
(vandijagonalni €¢lanovi su nula). Smenom jednacine (6.8) u (6.5), dobija se sistem linearnih
algebarskih jednacina po nepoznatim ¢vornim pomeranjima:

= Dl el ol =5 [o)s £ 1wl cl)

E,
[KJ:E—g'[[DhB—C“[k]j, {P}=clp)

kKdwi=p} = wi=Ik]"{Pi=[F]P} (6.9)

Umesto vektora ekvivalentnog jednolikog ¢vornog optereéenja {p}, u uobicajeno je da se za
proracun sleganja koristi vektor ekvivalentnih ¢vornih sila {P}=c{p}

Jednacina (6.9) pretstavlja matricnu formulaciju metode konacnih razlika (MKR) primenjenu
na problem grede (temeljnog nosaca) na Vinkler-ovoj podlozi. U gornjoj jednacini, [Ki]
pretstavlja matricu krutosti temeljnog nosaca i podloge, koja u sebi objedinjuje: geometriju
nosaca (duzinu L, Sirinu B, i moment inercije 1), modul elasti¢nosti nosaca E, i modul reakcije
podloge k.

Clanovi matrice krutosti imaju dimenziju kN/m, évorna pomeranja {w} dimenziju m, évorna
optereéenja {p} dimenziju kN/m, a ¢vorne sile {P} dimenziju kN.

U matrici krutosti [K:] osim modula reakcije tla, promenljiva moZe biti i Sirina nosaca i i

moment inercije nosaca. U tom slucaju, konstantne veli¢ine B i |, u izrazu za matricu krutosti
treba staviti dijagonalnu matricu Sirine [B] i momenta inercije nosaca [1].

[k J=-21[o]+cle]]
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BROJNI PRIMER - 6.1

Armirano betonski temeljni nosac (slika 6.3), fundiran je na dubini od Df =1.5m, u sloju poto-
pljenog peska relativne zbijenosti D,~75%. Odrediti sleganje w, nagib 0, transverzalnu silu T,
moment savijanja M, i totalni kontaktni napon g, u ¢évornim tackama nosaca na /1o duzine
(n=10). Pesak aproksimirati Vinkler-ovim modelom. Proracun izvrsiti numericki, MKR.

P=1,3 MN 0,4

st
l p=50,0 kN/m o -
A TP Y 8 x i
Z NPV ° 3

Vlazan pesak (}=75%) = B=15

3,0 2,0 ‘ 4,0 , 10
1=10,0 ‘ : E,=21,0 GPa
‘ 1=0,159 m*

Slika 6.3 Temeljni nosac na sloju peska
Resenje:
Ekvivalentni modul reakcije podloge/peska k i parametar krutosti A :

D, 1.2
52 1+2? = 1+2E :2.6>2—)§:2

D, =75%—%&7_,k =41.4 MN/m?

2
K :&0[84—0.305) :2.41.4[1.5+0.305

2
=30.0 MN/m?
2B 2-15

a= o KB _ | 30015 o091, AL=0,2409-10,0=2,41
4E,1 _ \ 4.21000-0,159

Elementi matrice krutosti nosaca i tla iznose:

E,l =21.0-10°-0.159 = 3.339-10° kNm? Czkz%:
n

E I Bc*
K.=—2|D +—2ZK|.... kN/m
t i C3 [ ii E | ] ( / )

b

1.0m

. G . 4
Ky =22900 (15, 1910500 102 | _3.339.10° (D, +1.35-10°)
"0 3.339-10
K, =3339-10°D,  i#]
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Greda je srednje duZine (Vesi¢,1961). Na osnovu prethodnih izraza, ispis elemenata matrice

krutosti, za podelu temeljnog nosaca na n=10 jednakih delova, glasi:

[2.0135 -4 2 1
-2 50135 -4 1
1 -460135 -4 1
1 460135 -4 1
1 460135 -4 1
[K,]=3.339-10° 1 -460135 4 1
1 -460135 4 1
1 -460135 -4 1

1  -460135 -4 1
1 450135 -2
i 2 -4 20135]

Vektori ¢vornog opterecenja {p} odnosno {P}, odredeni su na osnovu donje slike :

c l A Ta R Ranan|

R =cp =R =cp, =0

P, =cp, =1.0-1300.0(1.0-1.0)/1.0° =0

P, =cp, =1.0-1300.0-1.0/1.0* =1300.0 kN

P,=cp, =0

P, =cp, =1.0-50.0-1.0[ 1.0 (0+1.0/2)]/1.0* = 25.0 kN

P, =cp, =1.0-50.0-1.0(0+1.0/2)/1.0* +1.0-50.0-1.0[ 1.0~ (0+1.0/2) | /1.0* =50.0 kN
P, =cp, =1.0-50.0-1.0(0+1.0/2)/1.0° +1.0-50.0-1.0[ 1.0~ (0+1.0/2) ] /1.0* =50.0 kN
P, =cp, =1.0-50.0-1.0(0+1.0/2)/1.0° +1.0-50.0-1.0[ 1.0~ (0+1.0/2) | /1.0° =50.0 kN

P, =cp, =1.0-50.0-1.0[ 1.0—(0+1.0/2)]/1.0° = 25.0 kN
Po =¢py, =0
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Resenje jednacine (6.9) daje sleganje {w} a jednacine (6.1 6.8) nagib {0} i napon {q}.

5.19 155.62 -0.02
5.17 155.11 0.03
5.12 15351 -0.12
4.93 147.79 -0.35
4.42 132.64 -0.59
(w}={ 3.75{mm, {a}=111258 rl;_lj {0}=1-0.71}10" rad
3.01 90.29 -0.76
2.24 67.17 -0.77
1.46 4387 -0.78
0.69 20.56 -0.78
-0.09 ~2.74 -0.78

Kontrola ta¢nosti rezultata, moZe se izvrsiti na osnovu jednacina ravnoteze XZ=0i XM=0:

I[D( ~Ba(x)kx= ZP Bc{ququ }:
I ~B-alx)x= ZPIC' Be {qWZq. = (4n- 1)} 0

Graficki prikaz rezultata proracuna prema MKR, dat je na slici 6.4, i moZe se uporediti sa
rezultatima analiticke metode (slika 5.4). Greska pribliZzne metode proraduna po MKR, za
podelu nosaca na n=10 jednakih delova je zanemarljiva.

Presecne sile se mogu odrediti preko ugiba nosaca (6.3) ili sto je tacnije, direktno na osnovu
zadatog opteredenja i reaktivnog optereéenja {q}.

MoZe se zapaziti, da se znacajno odstupanje se javlja u dijagramu transverzalnih sila (slika
6.4b), na mestu dejstva koncentrisane sile, gde je na osnovu ugiba dobijen zbir transverzalne
sile levo i desno od napadne tacke sile. Ova greska se moze izbeci proracunom presecnih sila
direktno na osnovu zadatog i reaktivnog optereéenja.

Dijagram transverzalnih sila nije definisan (nema vrednost) u tacki u kojoj deluje
koncentrisana sila, ve¢ samo u preseku beskonacno blisko levo i desno od napadne tacke sile.
Slican problem postoji i kod dijagrama momenta savijanja, u tacki u kojoj deluje spreg sila.
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Na dijagramima na slici 6.4a-b, punom linijom su prikazani rezultati dobijeni MKR, a

isprekidanom linijom su prikazane ta¢ne vrednosti dobijene analitickom metodom.

0.0

1.0 /

.01

Ugib nosaéa w (mm)
w

4.0 44
17 5.12 //(/
5. -
5.19 &

’ = = —=O= Winkler -MKR |
= == W-Analiticki
6.0 + t t

Odstojanje x(m)

-0.9

-0.8

_0'7'1’_‘/—(
0.7 L

o o2 |

J
-0.4 -

Nagib nosa¢a 0 (103rad)

-0.3 /
0.2

- -0,?7
=~

-0.1

0 28 =

== = = W-Analiticki
0.0 ¥ t

==O== Winkler -MKR —|

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Odstojanje x(m)

10

Slika 6.4a  Uporedni rezultati proracuna ugiba i nagiba elasti¢ne linije nosac¢a (MKR i Analiticki)

Moze se zakljuciti da je za podelu nsaca na n=10 delova, greska numericke metode
zanemarljivo mala. Konkretno, greska je najmanja kod proracuna ugiba nosaca i raste pri
viSim izvodima funkcije, Sto znadi da su najveéa odstupanja na dijagramu transverzalnih sila.
Tacnost proracuna se moze poboljsati usvajanjem finije podele nosa¢a odnosno poveéanjem

broja ¢vornih tacaka.

Numeric¢ka vrednost transverzalne sile ispod koncentrisane sile je jednaka srednjoj vrednosti
izmedu transverzalne sile blisko levo i desno od sile. Posto je apsolutni zbir transverzalne sile
levo i desno jednak intenzitetu sile, transverzalne sile levo i desno od napadne tacke sile P se

moze odrediti prema slede¢em izrazu:

T, +T,y =T, =4053, T, —T,, =P =13000 = T, =670.26 kN, T,, =—629.74 kN
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Na dijagramu transverzalnih sila na slici 6.4b, puna linija prikazuje rezultat linearne
interpolacije izmedu ¢vornih tacaka. Isprekidana linija prikazuje dijagram kakav on stvarno
mora biti. Sa povecanjem broja podele nosafa, odnosno broja cvornih tacaka, greska
interpolacije se smanjuje.

-400

-200

0.00 //; 3 172 206 000

200 116.72 \ > o 1,68
400 247.48

600 466

\ /' 15
800
1000 \V/

1200

Moment savijanja nosaéa M (kNm)

=O=—Winkler - MKR
= = W-Analiticki
1400 |

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Odstojanje x (m)

800

600 L

400 W

23 V \
200 A
\ 4053

-200 =113.08

-400

Transverzalna sila nosaéa T (kN)
o

-~
#7-399.15
-600 —O— Winkler - MKR -

\

= = W-Analiticki
-800 +

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Odstojanje x (m)

-50

/.J)
50 4(/ P,
" wales 20156 74
4

-
&
=]

iR

iy
n
©

] 132.64
200 £155.62 15511 153.54 147.79

450

Reaktivno optere'enje q (kN/m?)

=O=Winkler - MKR |

= = W-Analiticki

550 |

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Odstojnje x (m)

500

Slika 6.4b  Uporedni rezultati proracuna presecnih sila i kontaktnog napona (MKR i Analiticki)
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6.4 Priblizan proradun grede na Pasternak-ovoj podlozi

Jednacina (3.7), koja povezuje kontaktni napon i sleganja podloge, moZe se napisati u
slede¢em matri¢nom obliku:

{a} =[k]{w} -[G]{w}" (6.10)
Drugi izvod vektora pomeranja {w}", moZe se izraziti metodom konacnih razlika:
W' == [D" J{w) (6.11)

U gornjoj jednacini, sa [D*] je oznacena matrica diferencnog operatora za drugi izvod funkcije
pomeranja. Koeficijenti matrice, za gredu sa slobodnim krajevima, glase:

0
1 -2 1
1 -2 1
1 -2 1
1 -2 1
[D*}: 1 -2 1 (6.12)
1 -2 1
1 -2 1
1 -2 1
1 -2 1

0

Smenom jednacine (6.10) i (6.11) u jednacinu (6.5), dobija se sistem linearnih algebarskih
jednacina po nepoznatim ¢vornim pomeranjima:

Jm

S [o)iw) = {p} -84 (o1 o] Jiw

ct

&40+ 221~ Z1e1[e ] ot <t o1
- 5100 2{19-21elo])) © e-eln

Smenom matrice krutosti temeljnog nosaca i podloge i vektora ¢vornih sila u gornje
jednacine, dobija se sledeca jednacina za proracun grede na Pasternak-ovoj podlozi:

[Ki J{w}=1{P} (6.14)
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BROJNI PRIMER - 6.2

Odrediti sleganje w, kontaktni napon g i moment savijanja M, u ¢vornim tackama temeljnog
nosaca (slika 6.3) iz primera 6.1, na 1/10 duZine. Podlogu aproksimirati Pasternakovim
modelom (k=30.0 MN/m3, G=250.0 MPa) i (k=30.0 MN/m3, G=500.0 MPa). Proracun izvrsiti
numericki MKR. Uporediti dobijene rezultate za Pasternakovu podlogu, sa rezultatima za
Vinklerovu podlogu sa k=30.0 MN/m3.

Resenje:

Krutost na savijanje, koeficijent uz imaginarni ¢lan korena karakteristicnog polinoma
diferencijalne jednacine i parametri krutosti Pasternakove podloge (G=250.0MPa) su:

GB _ 250.0-15
2,/kBE,I  24/30.0-1.5-3390.0

A=0241m7, a= [A%+ G =0277mt, pg= [2%- S _o198m™
4E, | 4E, |

Elementi matrice krutosti nosaca i tla iznose:

4
i=j Kt,ii :%(Dﬁ +BL(k_CEZ D:)J ..... (kN/m)

=0.484 <1

E, | =3339.0 MNm?

E,l

o E,l Bc? .
17 ] Kt,ij :C%(Dij _aGDIJj ..... (kN/m)

Na osnovu prethodnih izraza, ispis elemenata matrice krutosti, za podelu temeljnog nosaca na
n=10 jednakih delova, glasi:

201 4 2
211 524 411 1
1-411 624 411 1
1-411 624 411 1
1-411 624 411 1
[K,]=334-10° 1-411 624 411 1
1-411 624 411 1
1-411 624 411 1
1-411 624 411 1
1-411 524 211
2 -4 201]
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Vektori ¢vornog optereéenja {P}, identi¢ni su vrednostima iz primera 6.1. ReSenje matri¢ne
jednacine (6.14) daje sleganje {w} a jednacina (6.10) kontaktni napon {q}.

0 4.25 127.63 0
0 4.26 135.10 95.72
0 4.25 156.88 394.10
1300.0 4.11 192.74 927.79
0 3.69 144,58 450.60
(P}=1 250 {kN ,{w}=13.15;mm, {q}=1{108.60 tkPa, {M}=1190.28 tkNm
50.0 2.54 81.24 67.86
50.0 1.91 58.66 17.30
50.0 1.28 38.76 4.73
25.0 0.65 19.42 0.30
0 0.01 0.40 0

Krutost na savijanje, koeficijent uz imaginarni ¢lan korena karakteristicnog polinoma
diferencijalne jednacine i parametri krutosti Pasternakove podloge (G=500.0MPa) su:

GB _  5000-15
2,/KBE,|  2+/30.0-1.5-3390.0

A=0241m7 | a= ,12+i:0.309m-1, B= 2% _o14am
4E, | 4E, |

Rezultati proracuna su sledeci:

E, | =3339.0MNm? =0.967 <1

0 3.47 106.75 0
0 3.59 119.68 80.06
0 3.60 158.77 339.65
1300.0 3.50 230.48 837.40
0 3.16 151.76 380.87
{(P}=1 250 kN ,{w}=42.70ymm, {q}=1103.71 kPa, {M}=1151.98 -kNm
50.0 2.19 73.84 53.65
50.0 1.67 52.59 16.09
50.0 1.15 35.53 7.42
25.0 0.62 18.89 2.05
0 0.09 2.73 0
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Na slici 6.5a-b su prikazani rezultati proracuna temeljnog nosaca, za slucaj da se podloga
aproksimira Vinklerovim modelom sa modulom reakcije k=30.0 MN/m3 i Pasternakovim
modelom sa k=30.0 MN/m3 i modulom G=250.0 MPa i G=500.0 MPa. Poveéanjem modula G,
raste krutost podloge a smanjuje se relativna krutost nosaca. Kao rezultat, manji su ugibi
nosaca i moment savijanja nosaca ispod sile.

-1.00

0.00 /d

= e = o Past k (k=30, G=500
1o L asternak (| ) M‘
Pasternak (k=30, G=250)

2.00 +—— eseees Vinkler (k=30)

3.00

4.00 —

Sleganje w (mm)

5.00

ceeccccssocccccese

6.00

-0.90

-0.70

-0.60

-0.50

-0.40

-0.30

= = = - Pasternak (k=30, G=500)

-0.20 Pasternak (k=30, G=250)

Nagib (10 mm)

-0.10 eseeee Vinkler (k=30) _

0.00

0.10

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

Slika 6.5a  Uporedni rezultati proracuna ugiba i nagiba e-linije nosaca (Pasternak - Vinkler), n=20

Kao posledica smanjenja relativne krutosti nosaca, zbog povecanja apsolutne krutosti
podloge, povecava se kontaktni napon ispod sile. Za slucaj kada je modul G=250.0 i 500.0
MPa, koeficijenti uz imaginarni ¢lan karakteristicne jednacine su 0.484 i 0.967. Prema
jednacini (3.8), resenja su validna, jer je koeficijent < 1.
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Slika 6.5b  Uporedni rezultati proracuna presecnih sila i kont-napona (Pasternak - Vinkler), n=20
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GREDNA NA NELINEARNOJ VINKLEROVOJ PODLOZI

Treba imati u vidu, da resenje jednacine (6.9) ima fizickog smisla samo ukoliko je podloga u
svim tackama pritisnuta g; >0. Ako se u nekim tackama dobije kontaktni napon zatezanja
odnosno q; <0, potrebno ih je iterativnim putem svesti na g; >0, tako Sto ¢e se u tackama u
kojim je g; <0 u narednoj iteraciji u jednacinu 6.9 staviti modul reakcije k; =0. Ovaj postupak
reSavanja nelinearne jednacdine se zove metoda proste zamene ili direktne supstitucije.
Postupak je vrlo jednostavan i kod ovakvih problema je uglavhom konvergenat, a kada to nije
slu¢aj, treba primeniti neku drugu metodu.

ki za g >0

K, (k)[{w} = {P de je ki={ ' ! 7.1

=) aee (S 230 o1

Kod Vinklerove podloge, na vrlo jednostavan nacin se moZe uvesti i nelinearna veza izmedu

sleganja podloge i efektivnog kontaktnog napona, ukljuéujuéi i iskljuéenje zatezanja.

Jednacina koja se Cesto primenjuje za opisu nelinearne veze izmedu sila i pomeranja je
hiperbolicka funkcija oblika:

W

gg=——— , gdesu: a

_ b=t (7.2)
a+b-w

_ 1
k(0) qs

gde je: k(0) pocetna/inicijalnu krutost
g¢ grani¢ni kontaktni napon u temeljnoj spojnici

Kada se gornja funkcija uvrsti u jednacinu (6.9), dobija se slede¢a matri¢na jednacina:

e I e o3

U matematickom smislu, prethodnim postupkom je izvrsena dijagonalizacija matrice (6.12)
koja uspostavlja vezu izmedu kontaktnih napona i sleganja, odnosno:

-1l > k- > (o= o

Matrica modula reakcije [k] dobijena prema gornjem izrazu, vaZi iskljucivo za datu geometriju,
parametre deformabilnosti kontinuuma i zadato opterecenje na nosacu. Ako se promeni bilo
koji od gore navedenih podataka, prethodno odredena matrica [k] viSe ne vazi, ve¢ se mora
odrediti nova.
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BROJNI PRIMER - 7.1

IzraCunati sleganja temeljnog nosaca, dimenzija i optereéenja prema donjoj slici, primenjujuci
isklju¢enje zatezanja u temeljnoj spojnici. Tlo aproksimirati nelinearnim Vinklerovim
modelom. Inicijalni modul reakcije podloge je ko=20.0 MN/m?3 a grani¢ni kontaktni napon
gf=600.0 kPa. Proracun izvrsiti numericki, koriste¢i MKR. Pored nelinearnog resenja, prikazati i
standardno resenje po Vinkleru.

P=1,2 MN

B=1.0m
EI,=250,0 MNm?

i/

k(0)=20,0 MN/n
3,0 ‘qf:600,0 kPa 8,0

|
}
L=10,0 |
}

Resenje:
Parametri hiperbolicke funkcije:

a=—t -1 _00smi/kN |, b=t ——1 _000167m2/kN
k(0) _ 20.0 q, 6000

Proratun je uraden prema jednacCini (7.3), koriste¢i metodu direktne supstitucije.
Konvergencija postupka je prikazana na dijagramu na Slici 7.1, za ¢vornu tac¢ku 0, odnosno levi
kraj nosaca. Na slici 7.2, graficki su prikazani rezultati iterativnog proracuna sleganja nosaca i
podloge, kontaktnog napona, momenta savijanja i modula reakcije. Radi poredenja, na slici
7.2 su prikazani graficki rezultati standarnog proracuna, bez iskljuenja napona zatezanja i
ogranicenja kontaknih napona (gf=c).

40
35
30
25
20 —0—Tacka 0
15
10

Sleganje tacke w (mm)

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Iteracija

Slika 7.1 Konvergencija iterativnog postupka
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Slika 7.2 Rezultati proracuna za linearnu (standardno resenje) i nelinearnu Vinklerovu podlogu
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PRIBLIZAN PRORACUN GREDE NA ELASTICNOM KONTINUUMU

Proradun temeljnog nosaca na homogenom, linearno-elasti¢cnom izotropnom konti-nuumu
(Hook-eov model ili elasti¢ni-poluprostor), znatno je slozeniji od Vinklerovog modela.
Analiticko reSenje se svodi na resavanje integro-diferencijalne jednacine koja je reSiva samo
za najjednostavnije slucajeve. Za resavanje sloZenijih problema u praksi, koriste se iskljucivo
priblizne - numericke metode, kao Sto su MKR i MKE. U MKR, osnovni problem se svodi na
odredivanje veze izmedu kontaktnih napona i sleganja elemenata diskretizovanog nosaca.
Resenje problema se dobija integracijom jednacine sleganja usled vertikalne silu na povrsini
poluprostora (Boussinesq, 1888).

a)

'

1 |

| YA = X I

1 |
1 :‘ & ! X
B [0 U o] Locee. P N P I W e N [ SO N

0 1 1 2 : : |: j II’]
| 1 1 ! \ |
] 1 | ! . |
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T T T
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N q; e
~ J /’
N T/ﬁ@ﬂ
N
\\_/
Slika 8.1 a) Sema integracije povriinskog opterecenja  b) Sleganje povrsine elasti¢nog pp

Prema slici 8.1, sleganje wj povrsine elasti¢nog poluprostora u tacki i(x;0), usled jednolikog
napona g; u kN/m2, na povrsini A;=B-c Cije je teZiste u tacki j(x;,0), moZe se prikazati sledeé¢im
integralom:

(8.1)

2
1-vZ d 1-v2 d
iy ==, S e A e
s s B &
2

Nakon izvrsene integracije, sleganje w; se moZe prikazati u zatvorenom/analitickom obliku
preko uticajne funkcije sleganja f; slede¢im izrazom:
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2
1-v;

w, = B-f,-q ’ f, = J' J‘ dn
ES ﬂ'B '52_’_772

(8.2)

Uticajna funkcija sleganja f; je bezdimenzionalna i odreduje se za povrsine dobijene podelom
nosaca duZine L na n jednakih delova c=L/n. Dimenzija u pravcu nosaca, za ivicne tacke (i=0
i=n) je ¢/2, a za unutrasnje tacke (0<i<n) je c. Vandijagonalni ¢lanovi matrice uticajnih funkcija
fj se odreduju prema izrazu:

[LJ N arsh(U; ) _arshivy)

T T

o V.
izj] = fij:—”arsh[iJ——”arsh
T ij T ij

a, dijagonalni ¢lanovi f; prema izrazu:

\ ;
i=0,i=n = fii :Jarsh[i}_amh(\/ll)
T Vii v

O<i<n = f;=2-1L arsh[lJ—Zm
ii T

U prethodnim izrazima, sa U i V su oznacene pomocéne funkcije, prema izrazima:

gl gremn

i,j=0, j=n = Uij:;(zxigx'
[ZXJ_Xi+1J:C[2M+1J:C(2j—i+l)
c B c B

T P P A P e L PR B PO
v”_B[z - 1]_8{2 - 1J_B(21 i|-1)

Ako se jednacina oblika (8.2) ispiSe za sve opterecene povrsine (j=0,...,n), ukupno sleganje w;
tacke i usled kontaktnog napona duz celog nosaca glasi:

1-v N
= BY f,q, (83)
s j=0

Ako se za sve ¢vorne tacke (i=0,...,n) duZ nosaca, napisu jednacine oblika (8.3) dobija se veza
izmedu vektora sleganja {w} i kontaktnog napona {q}.

(¢}

i,0<j<n = U=

w |
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Pregledno se sve jednacine mogu napisati u slede¢em matri¢nom obliku:

w-telre = - Ll )

Smenom jednacine (8.4) u (6.5), dobija se sistem od n+1 linearnih algebarskih jednacina po
nepoznatim ¢vornim pomeranjima:

= [Dw}- {p}-Bla) = [Dliw- {p}-B =5[] w

c 1-vZ B

STl fe =

1-vq

= [Dlfu}+

1-vg

e O U R
O R N o5

Jednacina (8.5) za nosac na elasticnom poluprostoru, ima identi¢an oblik kao jednacina (6.9)
za nosa¢ na Vinklerovoj podlozi. U principu, kona¢na jednacina ima isti oblik nezavisno od
vrste deformabilne podloge. Razlika je samo u delu matrice krutosti koja se odnosi na
podlogu.

Proracun elemenata matrice uticajnih funkcija sleganja [f ] se vrsi u programu EXCEL koji ima
mogucénost jednostavnog racunanja sa skalarima i matricama i moguénost grafickog prikaza
rezultata proraCuna. Numeri¢ka greSka raste prema visSim izvodima funkcije, a tacnost se
moze povecati usvajanjem finije podele nosaca. To se posebno moZe uoditi na dijagramu
presecnih sila i dijagramu reaktivnog optereéenja. Sa poveéanjem broja podela, dobija se veéa
tac¢nost u dijagramu presecnih sila na mestima dejstva koncentrisane sile ili sprega sila. Na
dijagramu reaktivnog opterecenja, kod finije podele je izraZenija koncentracija napona na
kraju nosaca.

Kada bi broj podela nosaca tezio ka n=0o, kontaktni naponi na ivicama nosaca bi se suzavali i
takode tezili ka oo vrednosti. Fizicki posmatrano, kod realne podloge se zbog konacne Cvrstoce
materijala javlja lom odnosno plastifikacija materijala, ¢ime se ogranic¢ava dalji porast ivi¢nih
napona na rac¢un povecanja napona u tackama koje su udaljene od ivice nosaca.
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8.1 Odredivanje parametara deformabilnosti elasti¢nog kontinuuma

Parametri Es i vs zavise od velikog broja razli¢itih faktora, kao $to su poremecenost uzorka,
nivo srednjeg normalnog napona, nivo devijatorskog napona, naponska istorija (normalno
konsolidovana ili prekonsolidovana tla, mlada ili vremesna tla), moguénost dreniranja porne
vode, brzina nanosenja opterecenja, granulometrijski sastav tla, vlaznost, poroznost, oblik
zrnaidr.

e Modul elasti¢nosti se moze odrediti: laboratorijski na neporemeéenim uzorcima (opitom
jedno ili triaksijalne kompresije i priblizno preko modula stisljivosti) ili terenskim opitom
pomocu presiometra (PMT), dilatometra (DMT) ili proceniti na osnovu staticke (CPT) ili
standardne penetracije (SPT).

e Poissonov koeficijent se moZe odrediti ispitivanjem uzorka u opitu jednoaksijalne ili
triaksijalne kompresije. U dreniranim uslovima, Poissonov koeficijent se krece izmedu
v's=0.2-0.3, dok je u nedreniranim uslovima (brzo nanosSenje optereéenja na slabo
propusnom tlu) Poissonov koeficijent je vy=0.50.

Za preliminarne proracune, orijentacione vrednosti dreniranog modula elasti¢nosti sitnozrnih
(glina, prasina) i krupnozrnih materijala (pesak, $ljunak) su (Bowles, 1967):

Vrsta tla E's (MPa) | Vrstatla E's (MPa)
Meka glina 2- 4 Prasinast pesak 5- 20
Srednje meka glina 4- 9 Rastresit pesak 10- 25
Prekonsolidovana glina 7- 20 Peskovita glina 30 - 40
Les 6- 15 Zbijen pesak 50 - 100
Prasina 2- 20 Rastresit pesak i Sljunak 50 - 140
Zbijen pesak i Sljunak 80- 200

Modul elasti¢nosti peska se moZze priblizno odrediti na osnovu korelacije sa brojem udaraca N
iz standardnog penetracionog opita (SPT) ili pomocu otpornosti tla na prodor konusa q. iz
statickog penetracionog opita (CPT), prema sledeéem:

Vrsta tla E's (kPa
Cisti Peskovi 500(N+15) (3+5)q.
Glinoviti peskovi 300(N+15) (2+8)qc

Za preliminarne proracune, nedrenirani modul elasti¢nosti zasi¢enih glina E, kao parametar za
analizu u uslovima brzog nanosenja opterecenja (inicijalno sleganje tla usled promene oblika
bez promene zapremine), moze se priblizno odrediti pomocu izraza Ey=p’0o(200+40-OCR) koji
je predloZio Atkinson (1974) ili na osnovu tabele:

Nedrenirana ¢vrstoca cy (kPa) <50 75 150 > 200
Eu/cu 250 500 1000 1500
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BROJNI PRIMER - 8.1

Armirano betonski temeljni nosac (slika 8.2), fundiran je na dubini od Df =1.5m, u sloju
prekonsolidovane gline sa modulom elasti¢nosti Es=20.0 MN/m? i Poisson-ovim koeficijentom
vs=0.30. Odrediti pomeranja i preseéne sile nosaca u /1o raspona. Odrediti ekvivalentni modul
reakcije po Vesi¢u i uporediti rezultate sa reSenjem za nosac¢ na Vinklerovoj i elasti¢noj
podlozi. Proracun izvrsiti numericki, koriste¢i MKR.

P=1,3 MN 0,4
+—+
p=50,0 kN/m

e Qe
A ot 7 -
” NPV ° g

Prekonsolidovana glina (Es=20.0 MPa) = B=15

3,0 ) 2,0 ) 4,0 ) 1,0 )
‘ L:16,0 ‘ : E,=21,0 GPa
f 1=0,159 m*

Slika 8.2  Temeljni nosac na sloju prekonsolidovane gline
Resenje:

Elementi matrice uticajnih funkcija [f ] za podelu temeljnog nosac¢a na n=10 jednakih delova,
(koristeci program napisan u EXCEL-u) glase:

L 100

Epl =21.0-10%.0.159 = 3.339-10% kNm?, ¢ = — = —— = 1.0m, _10_ 667
n 10 15

C
B
0.45253 0.31335 0.15865 0.10597 0.07952 0.06363 0.05304 0.04546 0.03978 0.03536 0.01631
0.19135 0.90505 0.31335 0.15865 0.10597 0.07952 0.06363 0.05304 0.04546 0.03978 0.01817
0.08890 0.31335 0.90505 0.31335 0.15865 0.10597 0.07952 0.06363 0.05304 0.04546 0.02051
0.05733 0.15865 0.31335 0.90505 0.31335 0.15865 0.10597 0.07952 0.06363 0.05304 0.02354
0.04222 0.10597 0.15865 0.31335 0.90505 0.31335 0.15865 0.10597 0.07952 0.06363 0.02762
[f]1=] 003340 007952 0.10597 0.15865 0.31335 0.90505 0.31335 0.15865 0.10597 0.07952 0.03340
0.02762 0.06363 0.07952 0.10597 0.15865 0.31335 0.90505 0.31335 0.15865 0.10597 0.04222
0.02354 0.05304 0.06363 0.07952 0.10597 0.15865 0.31335 0.90505 0.31335 0.15865 0.05733
0.02051 0.04546 0.05304 0.06363 0.07952 0.10597 0.15865 0.31335 0.90505 0.31335 0.08890
0.01817 0.03978 0.04546 0.05304 0.06363 0.07952 0.10597 0.15865 0.31335 090505 0.19135
0.01631 0.03536 0.03978 0.04546 0.05304 0.06363 0.07952 0.10597 0.15865 0.31335 0.45253

Matrica krutosti je:

E, | ¢t E ) 3.339.10° 1.0*  20.0-10°; 1
K ]==2|[D]+=———[f]" |= D fI*
[k.] c? o]+ E, | 1—v§[ ] 1.0° [ ]+3.339~106 1-0.3 7]

[K,]=3.339-10° ([D]+6.583~10’3[f ]*1) kN /m
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Elementi matrice krutosti (koristeci program napisan u EXCEL-u) iznose:

6.7356+3 -1.337E+4 6.675E+3 -1.811E+0 -1.201E+0 -8.969E-1 -7.135E-1 -5.959E-1 -5.201E-1 -4.854E-1 -5.324E-1
-6.689E+3 1.673E+4 -1.336E+4 3.338E+3 -6.428E-1 -4.078E-1 -2.978E-1 -2.339E-1 -1.950F-1 -1.754E-1 -1.874E-1
3.338E+3 -1.336E+4 2.006E+4 -1.336E+4 3.338E+3 -6.808E-1 -4.368E-1 -3.224E-1 -2.573E-1 -2.240E-1 -2.340E-1
-8.652E-1 3.338E+3 -1.336E+4 2.006E+4 -1.336E+4 3.338E+3 -6.725E-1 -4.320E-1 -3.218E-1 -2.661E-1 -2.688E-1
-5.573E-1 -7.040E-1 3.338E+3 -1.336E+4 2.006E+4 -1.336E+4 3.338E+3 -6.728E-1 -4.363E-1 -3.362E-1 -3.243E-1
[Ki]=|-4.114E-1 -4.550E-1 -6.802E-1 3.338£+3 -1.336E+4 2.006E+4 -1.336E+4 3.338E+3 -6.802E-1 -4.550E-1 -4.114E-1
-3.243E-1 -3.362E-1 -4.363E-1 -6.728E-1 3.338E+3 -1.336E+4 2.006E+4 -1.336E+4 3.338E+3 -7.040E-1 -5.573E-1
-2.688E-1 -2.661E-1 -3.218E-1 -4.320E-1 -6.725E-1 3.338E+3 -1.336E+4 2.006E+4 -1.336E+4 3.338E+3 -8.652E-1
-2.340E-1 -2.240E-1 -2.573E-1 -3.224E-1 -4.368E-1 -6.808E-1 3.338E+3 -1.336E+4 2.006E+4 -1.336E+4 3.338E+3
-1.874E-1 -1.754E-1 -1.950E-1 -2.339E-1 -2.978E-1 -4.078E-1 -6.428E-1 3.338E+3 -1.336E+4 1.673E+4 -6.689E+3
-5.324E-1 -4.854E-1 -5.201E-1 -5.959E-1 -7.135E-1 -8.969E-1 -1.201E+0 -1.811E+0 6.675E+3 -1.337E+4 6.735E+3

Elementi vektora P; i ¢vornog opterecenja p; odredeni su na osnovu donje slike :

T

c=1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0 1,0

T T T T T T
L=10c=10,0

R =cp, :P1:Cp1:0

P, =cp, ::I..O~Z|.300.0(1.0—:I..O)/:I..O2 =0
P, =cp, = 1.0-:|.300.0~:|..0/1.02 =1300.0 kN
P4 =Cp, = 0

P, =¢ps =1.0-50.0-1.0[ 1.0-(0+1.0/2) ]/1.0° = 25.0 kN

P, =cp; =1.0-50.0-1.0(0+1.0/2)/1.0* +1.0-50.0-1.0[ 1.0—(0+1.0/2) | /1.0* =50.0 kN
P, =cp, =1.0-50.0-1.0(0+1.0/2)/1.0° +1.0-50.0-1.0[ 1.0—(0+1.0/2) ] /1.0* =50.0 kN
P, =cp, =1.0-50.0-1.0(0+1.0/2)/1.0° +1.0-50.0-1.0[ 1.0~ (0+1.0/2) | /1.0° =50.0 kN
P, =cp, =1.0-50.0-1.0[ 1.0—(0+1.0/2)]/1.0° = 25.0 kN

Pl =Cpy =0

Sleganje i kontaktni napon se mogu odrediti na osnovu jednacine (8.5 8.4):

W=l P ) == L[] fw)

1-v2B

Rezultati proracuna nosaca na elasti¢noj sredini, prikazani su tabelarno i graficki:
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18.38 39171 -0.34
18.04 112.23 -0.38
17.61 12191 -0.54
16.96 11395 —-0.86
15.89 103.08 ‘N -121
{w}=114.54 \mm, {a}=1 9100}, {6}=1-1.44}10"rad
m
13.01 78.36 -1.58
11.38 65.47 -1.67
9.68 52.55 -1.72
7.95 36.73 -1.74
6.20 57.78 -1.75
0.0
5.0 6.20
7.95
£ 9.68 /
§10.0 13%’7
g 150 15(89 4124/(
g" 1838 1804 17)6_1_A1696— =
—o———==% -
20.0 F--
==O== Elasti¢ni PP n=10
— — — Elasti¢ni PP n=20
25.0 +
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Odstojanje x(m)
-2.0
W rrrrr L ]
16 B ey Lo 1k 75
_-- - -1l67 il
" .- 1158
s . ,7—1.44
M‘; * ,f%n
S 10 "
- | ,/-o 86
% 06— — {
= 04 %54
o, (034 038 =O==Elastiéni PP n=10 |
— = = Elasti¢ni PP n=20
0.0 +
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Odstojanje x(m)
Slika 8.3a Rezultati proracuna ugiba i nagiba nosaca prema MKR
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Presecne sile su odredene preko ugiba nosaca. Rezultati su prikazani graficki. Tacnije
vrednosti transverzalne sile oko koncentrisane sile, mogu se dobiti usvajanjem finije podele

(vidi sliku, n=20) ili proraCunom na osnovu zadatog i reaktivnog opterecenja.

Ty +Toy =T, =80.46, T, —T,, =P =13000 = T, =690.23 kN, T,, =—609.77 kN

-400
-200
£ o P
H =
S 400 §\ 5 219.02
S 29378 >
8 At > 369.44
s 600 >
g \} 7581.40
S 800 <
3 755,98y 7
£ 1000 \ Z
§ Q L A1685
13 N ’,
2 1200 N
2 N\ |/,
==O== Elasti¢ni PP n+10
1400 d
— — — Elasti¢ni PP n=20
1400.93 ‘
1600 I !
00 10 20 30 40 5.0 6.0 7.0 .0 2.0 10.0
[o] janje x (m)
800
-
1
600 553.57 +=
_ 377 ss/ \ \
g 400 ¢
- > \‘
2 200 79 \
2
8 4
g § 8046
2 0 ) ——
s 0.00 \\\ i Gt 0.00
8 200 \ xﬂ"’"‘; - 87.84 -58.38
g ‘\ \/95/-18 4.19 ’
c
& 400 Yy 273.71
\o 22
7 #0676
-600 z —O= Elasti&ni PP n=10
'
— — — Elasti¢ni PP n=20
-800 4
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Odstojanje x (m)
° | |
50 SN
11p.2 36.7
100 — ‘_Q__——-—G A 52.5 57.8
T '-)é I 103.1 910 8
E 150 t / = 1209 1139 -
> 1
2
= 200 I
o 1 /
o 250 '
.qg_'. ‘,/
o 300
o
o 350
s 13917
S 400 QL
2 l
z
S aso 1 e 1
< ! ==O== Elasti¢ni PP n=10
|
500 1] — — — Elasti¢ni PP n=20 |
550 |
00 10 20 30 40 5.0 6.0 7.0 8.0 2.0 10.0
Odstojnje x (m)
Slika 8.3b Rezultati proracuna presecnih sila i kontaktnog napona prema MKR
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8.2 Uticaj izbora modela podloge na rezultate proracuna

Za dat nosac i opterecenje, rezultati u velikoj meri zavise od usvojenog modela tla i njegovih
parametara. Priblizna veza izmedu modula reakcije tla i modula elasti¢nosti i Poiss.
koeficijenta, moZe se uspostaviti po metodi Biota (jednakost momenata) ili Vesi¢a (jednakost
sleganja). Ako se pode od uslova priblizne jednakosti sleganja sredisne tacke u dva modela tla,
za elasti¢ni kontinuum iz primera 5.1, ekvivalentni modul reakcije tla je k=7.12 MN/m?3.
Rezultati proracuna su prikazani na slici 8.4.

0.0
12
3.92
5.0 6.61
9.29
6.20
_ 100 7.95
E 13 9.68
< 14/54
2 1105 11138
© 150 1585
8 17,61 oo
g 1833 18l04 14/56
a 17/07
© 200
> 19/38
2136
25.0 / 2319 —O~—Elastitni PP
24.98 =fx=Winkler - MKR
300
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Odstojanje x(m)
Slika 8.4a Ugib nosaca za model Elasti¢nog kontinuuma i Vinklerov model

Slika 8.4a prikazuje sleganje nosata na Vinklerovom modelu i na modelu elasti¢nog
kontinuuma. MoZe se primetiti da je sleganje u sredini nosaca priblizno isto kod oba modela,
Sto je bilo i ocekivano obzirom da je jednakost sleganja uslov po Vesiéu za odredivanje veze
izmedu parametara modela.

1 ’—ﬁ"'
108.1 367
100 12 1219 1189 525 57.8
66.
/{ 85.1
150 103.7

1215
138.0

200

250 /
300 /
350 /

400

i

450

Reaktivno optere'enje g (kN/m?)

=O==Elasticni PP
500

==y=Winkler - MKR
550 }
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0
Odstojnje x (m)

Slika 8.4b Kontaktni napon za model Elasti¢nog PP i Vinklerov model
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-400
-200
0.00 6.57 0.00
T 0f 133:37 74/08 o \
: » 3 167.39 0.00
s w0 : 116.77 33
8
g 400 93
2
© 600
c
N
S 800
3
€
£ 1000
£
S
S 1200
=O=Elasticni PP
1400 —
=/x=Winkler - MKR
1600 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Odstojanje x (m)

Slika 8.4c Momenti savijanja nosaca za model Elasticnog kontinuuma i Vinklerov model

Kada bi se modul reakcije odredio na osnovu jednadine koju je pedloZio Biot, dobile bi se
slicne vrednosti momenta savijanja ali bi bila veéa razlika u sleganjima.

Da bi se izmedu dva modela, uspostavila potpuna jednakost ugiba, momenta i transverzalne
sile u svim tackama duz nosaca, treba izracunati modul reakcije k(x) kao koli¢nik kontaktnog
napona i sleganja na osnovu rezultata proracuna nosac¢a na modelu elasti¢ne sredine (Slika
8.4d). Ako se zatim funkcija k(x) unese kao parametar podloge u Vinklerov model, rezultati
proracuna ¢e za oba modela biti identi¢ni.

Ovim postupkom se samo za dato opterecenje nosaca, elasticni kontinuum moze
jednoznac¢no zameniti Vinklerovim, $to omoguduje da se iterativnim putem eliminiSu naponi
zatezanja u temeljnoj spojnici ili da se priblizno analizira nelinearna veza izmedu napona i
deformacija u tlu.

15 /
20

! 21.31 =O=Elasti¢ni PP

Ekvivalentni modul reakcije k(x) (MN/m3)

~fr=Vesi¢ (1961)
25 |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Odstojnje x (m)

Slika 8.4d Povratni modul reakcije k(x) na osnovu modela Elasti¢nog kontinuuma
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PRORACUN INTERAKCIJE KONSTRUKCIJE TEMELJA | TLA

Pojmovi kao sto su: nepokretan oslonac ili ukljestenje su idealizovani konstruktivni elementi
koji imaju za cilj pojednostavljenje statickog proracuna konstruktivnog sistema. Oslonci i
ukljestenja konstrukcije, fizicki su temelji. Bez obzira da li se radi o plitkom ili dubokom
temelju, masivnom ili ras¢lanjenom, temelj se uvek oslanja na tlo kao deformabilnu sredinu,
zbog ¢ega su temelji ustvari pomerljivi oslonci.

Podela konstrukcije na nadzemni (super-struktura) i podzemni deo (sub-strukturu) i njihova
nezavisna analiza nije uvek opravdana. Kod stati¢ki odredenih i staticki neodredenih ali vrlo
fleksibilnih konstrukcija, promena reakcije oslonca usled njihove pomerljivosti je mala.
Medutim, kod staticki neodredene, relativno krute konstrukcije, promena reakcije oslonca
usled njihove pomerljivosti je znacajna i ne sme se zanemariti.

Ako je super-struktura oslonjena na nezavisne temelje samce na odstojanjima koja eliminiSu
njihov medusobni uticaj, problem interakcije se moZe resiti direktno uvodenjem elasti¢nih
oslonaca i ukljestenja. Krutost oslonaca se moze odrediti koriSéenjem veze izmedu pomeranja
(sleganje i obrtanje) temelja pod dejstvom jedinicnih sila (sile i momenti).

Kod super-struktura koje imaju zajednicke temelje za viSe stubova (temeljne grede), problem
odredivanja krutosti oslonaca je sloZeniji zadatak, posto se mora odrediti i medusobni uticaj
oslonackih reakcija i pomeranja.

Da bi se izvrSio proracun interakcije, treba odrediti krutost super-strukture i sub-strukture, za
pta je potreban program za staticki proracun/analizu konstrukcije i odgovarajuéi program za
proracun temeljnog nosaca na elasti¢noj podlozi. Programi mogu biti potpuno nezavisni ili
mogu biti sintetizovani u jedan, Sto olakSava i ubrzava proracun interakcije. Po pravilu, svi
programi za staticku analizu imaju mogucnost proracuna temeljnog nosaca (linijskog i
povrsinskog) na Vinklerovoj podlozi, koja je vrlo jednostavna ali ne daje realne rezultate, dok
vecina programa za staticku analizu konstrukcije, ne podrzava uvodenje realnije podloge, npr.
elasti¢nog polu-prostora.

U principu postoje dve metode za reSavanje problema interakcije: direktna i iterativna. Kod
direktne metode, vrsi se spajanje matrice krutosti super i sub-strukture iz uslova
kompatibilnosti pomeranja. Iterativna metoda pretstavlja uzastopne korekcije oslonackih
reakcija i pomeranja dok se ne zadovolje uslovi kompatibilnosti pomeranja oslonaca.

Obe metoda omogucavaju da se u proracun uzmu u obzir i razni sekundarni efekti, kao Sto su
iskljucenje negativnih kontaktnih napona, nelinearna deformabilnost tla u podrudju radnih
napona, konsolidacija tla, viskozne osobine tla i tome sli¢no.

U okviru ovog predmeta, akcenat je na direktnoj metodi interakcije i elasti¢cnim modelima tla,
tj. Vinklerovoj podlozi i elastithom polu-prostoru, Cije karakteristike ne zavise od nivoa
napona (vaZi princip superpozicije) i vremena (nema primarne i sekundarne konsolidacije).

Dopunsko pomeranje nosaca usled konsolidacije tla, moZe se odrediti analizom tla u
nedreniranim i dreniranim uslovima. U nedreniranim uslovima se dobijaju trenutna sleganja
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koriste¢i nedrenirani modul elasti¢nosti E, i Poissonov koeficijent v,=0.5, a u dreniranim
uslovima S$to odgovara zavrSetku primarne konsolidacije, treba koristiti drenirani modul
elasti¢nosti E i Poissonov koeficijent vs.

9.1 Direktna metoda proraduna interakcije

Veza izmedu generalisanih pomeranja U (sleganja i obrtanja) i generalisanih reakcija oslonaca
R (sile i momenti) temeljnog nosaca na deformabilnoj podlozi, moze se prikazati slede¢im
izrazom (6.9, 8.5) :

[KJ{U}={R} = {U}=[K] {R}=[F.]{R} (9.1)

gde je: [K¢] = matrica krutosti temelja i tla u oslonackim tackama konstrukcije
[F¢] = matrica fleksibilnosti temelja i tla u oslonackim tackama konstrukcije
{U} = generalisana pomeranja temelja oslonackih tac¢aka konstrukcije
{R} = generalisane reakcije pomerljivih oslonaca konstrukcije

U jednacini (9.1) simbol _ oznatava pomeranje tacke spoja konstrukcije i temeljnog nosaca. U
zajednickim tackama, gornja konstrukcija i temeljni nosa¢ imaju iste sile i pomeranja. Broj
nepoznatih u izrazu (9.1) je dva puta veci od broja jednacina.

Posto se u MKR odreduju samo sleganja temeljnog nosaca, a nagibi se racunaju na osnovu
diferencijalnih pomeranja, elementi matrice krutosti se mogu odrediti preko matrice
fleksibilnosti. Elementi matrice krutosti temeljnog nosaca i podloge [K:] su tada podskup (&)
matrice krutosti [K¢], pa je u zavisnosti od vrste podloge:

inklerov model: =y Bc!
Vinkl del [K] e [K']_cs[[D]JrEbl[k]j

Model elasti¢nog pp: El ¢ E -1
K] e [K]="F [D]+ETIl—v2[f]

Ako je konstrukcija kruto vezana za temeljni nosac (ukljestenje), elementi matrice
fleksibilnosti se odreduju pojedinacnim nanoSenjem jedinicnih generalisanih sila (sile i
momenti) na nosa¢ na deformabilnoj podlozi, na mestu oslonaca konstrukcije. Za zglobnu
vezu konstrukcije i temeljnog nosaca, elementi matrice fleksibilnosti se odreduju
pojedinacnim nanosenjem samo jedinic¢nih sila. U oba slucaja, zbog velike aksijalne krutosti
temeljnog nosaca, uticaj horizontalnih sila na deformaciju je zanemarljiv, pa se smatra da su
oslonci konstrukcije horizontalno nepomerljivi.

Dobijena generalisana pomeranja oslonackih tacaka predstavljaju elemente matrice
fleksibilnosti temeljnog nosaca i podloge. Treba napomenuti, da se zbog nesavrSene
diskretizacije opterecenja u ¢vorne tacke nosaca, javlja mala nesimetrija matrice fleksibilnosti,
$to ne utiCe bitno na rezultat proracuna. Da bi greska bila manja, treba teZiti da se ¢vorne
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tacke poklope sa oslonackim tackama. Potpuno poklapanje tacaka se moze posti¢i podelom
nosaca na velik broj ¢vornih tac¢aka (50,100 ili vise).

Za razliku od MKR, kod MKE (metoda konacnih elemenata) ¢vorne tactke ne moraju biti na
istom rastojanju, mada se zbog tacnosti proracuna tezi da razlika bude mala. Posto se u MKE,
u svakoj ¢vornoj zadovoljava kompatibilnost pomeranja do Il-reda (jednakost ugiba i nagiba),
tacnost proracuna je veca pri istom broju ¢vornih tacaka.

Broj nepoznatih sila i pomeranja u tacki spoja gornje konstrukcije i temeljnog nosaca, zavisi od
vrste veze. Posto se horizontalna pomeranja izmedu oslonackih tacaka mogu zanemariti, u
zglobnoj vezi postoje 2 nepoznate (pomeranje i vertikalna sila), a u ukljeStenoj 4 nepoznate
(pomeranje i obrtanje, vertikalna sila i moment). Ako je broj zglobova Nz a broj ukljestenja
Nu, ukupan broj nepoznatih je N=2Nz+4Nu.

Posto je broj uslovnih jednacina (7.1) izvedenih za temeljnu gredu na deformabilnoj podlozi
N/2, a broj nepoznatih 2N, treba uvesti dopunskih N/2 uslovnih jednadina na osnovu gornje
konstrukcije.

U jednacini (7.1), pozitivne reakcije oslonaca na temeljnom nosacu, deluju u smeru ose +z i u
smeru kretanja kazaljke na satu. Prema principu akcije i reakcije, pozitivne reakcije oslonaca
za gornju konstrukciju, moraju delovati suprotno, odnosno u smeru ose -z i suprotno od
smera kretanja kazaljke na satu.

Nasuprot silama, pozitivna pomeranja imaju isti smer i za temeljni nosac¢u i za gornju
konstrukciju. Pozitivna pomeranja su smeru ose +z, a pozitivha obrtanja su u smeru kretanja

kazaljke na satu.

Vodedi racuna o pozitivnim smerovima sila i pomeranja, N/2 dopunskih uslovnih jednacina
izmedu oslonackih sila i pomeranja oslonackih tacaka gornje konstrukcije glasi:

{R}={R} - [K {U} (9.2)

gde je: [K«] = matrica krutosti konstrukcije u oslonackim ta¢kama
{Ro} = generalisane reakcije nepomerljivih oslonaca konstrukcije

Smenom (9.2) u (9.1), dobija se uslovna jednacdina (9.3) po nepoznatim pomeranjima
oslonackih tacaka :

Ul =K RI=[K, (R, - K, Ju)
(11+[K K Ul =K T R, /IK,]

(K ]+ [k, v}

iL
o;U
=
|

X
-
X
U
[=h
Il

=
——
o;U

(9.3)
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U gornjoj jednacini, sa [K] je oznadena ukupna matrica krutosti temeljnog nosaca i
konstrukcije za oslonacke tacke konstrukcije. Eliminacijom nepoznatih pomeranja, uslovna
jednacina se moZe izraziti i preko nepoznatih oslonackih reakcija (9.4):

O+IEDRI =R} = (RI=(I+[K]E) (R} (5.4)

9.2 lterativna metoda proracuna interakcije

Iterativna metoda proracuna interakcije vrsi se metodom uzastupne zamene. Prvo se u 1-
iteraciji odrede reakcije nepomerljivih oslonaca {Ro}. Dobijene reakcije oslonaca {Ro}={R}1 iz
1-iteracije se zatim nanesu na temeljnu nosac i odrede se pomeranja oslonackih tacaka {U}1u
1-iteraciji.

U 2-iteraciji, osim osim opterecenja, na konstrukciju se nanesu i sleganja oslonaca iz 1-
iteracije i odrede se nove reakcije oslonaca {R},. Dobijene reakcije se zatim nanesu na
temeljni nosac i odrede se nova pomeranja oslonackih tacaka {U}, u 2-iteraciji. Simbolicno,
iterativni postupak se moze prikazati slede¢im jednacinama:

{Q}l = [Kt ]71 {Bo } - {B}z = {Bo }_ [ﬁ U
Ul =K. HRY, > Rh=Rej-[K U},

Ul =k 'Rl = Rlna=Roj-[Kiful,

Iterativni postupak se ponavlja dok apsolutna razlika norme vektora reakcije oslonca u dve
uzastopne iteracije ne bude vecéa od npr. 0.01, odnosno matematicki:

ol -l - [ - [STR]

<0.01, (kN,kNm) (9.5)
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BROJNI PRIMER -9.1

Na slici 9.1 je prikazan staticki sistem konstrukcije sa opterecenjem, koja je oslonjena na
temeljni nosac na linearno elasti¢noj podlozi. Matrica krutosti oslonackih tacaka konstrukcije
je prikazana matricom [K], a reakcije nepomerljivih oslonaca vektorom {Ro}. Zbog velike
aksijalne krutosti temeljnog nosaca, zanemariti uticaj horizontalne komponente reakcije
oslonca na deformaciju (promenu rastojanja oslonaca). Matrica krutosti konstrukcije je
odredena u odnosu na pozitivha pomeranja nosaca!

300 kN 600 kN 300 kN
50,0 kN/m
VPV VPV PV VYV IV IV VvV IV IvVVYY ¥
0,6/0,4 0,6/0,4
< < S
o e g I presek “a-a”
< < o
=) o
A B 2 |c x S
1 s ——— 5
;55535555555555555555555555555555555555555!5555555, Pl
' E.=20,0 MPa , V.=0,40 Nev o fa
: 10 30 | 5.0 - 10 4 B=13
' ‘ ‘ ‘ ‘ E,=21,0 GPa
z 1=0,0633 n’
Slika 9.1 Ram kruto vezan za temeljni nosac¢ koji lezi na elasti¢noj podlozi

Matrica je dimenzija 6x6, i obuhvata vertikalne reakcije oslonca: R; u tacki A, Rs u tacki BiRs u
tacki C i reakcije ukljeStenja: R, u tacki A, R4 u tacki B i R u tacki C, usled jediniénih pomeranja
oslonackih veza (Ui, Uy, Us, Uy, Us, Ug). Elementi matrice su dati u jedinicama kN, m i rad.

-1.615E+4 2.544E+3 2.418E+4 -1.896E+3 -8.026E+3 -8.983E+3 354.42
2.544E+3 -4.977E+4 -7.311E+3 1.569E+4 4.767E+3 1.487E+4 -8.21
Ko 1=| 2.418F+4 -7.311F+3 -3.794E+4 5.187E+1 1.367E+4 1.100E+4| {R,}=| 832.26
-1.896F+3 1.569E+4 5.187E+1 -4.558E+4 1.844E+3 1.498E+4 -11.18
-8.026E+3 4.767E+3 1.367E+4 1.844E+3 -5.734E+3 -2.020E+3 413.32
-8.983E+3 1.100E+4 1.100E+4 1.498E+4 -2.020E+3 -4.670E+4 16.03

Potrebno je direktnom metodom proracuna interakcije :

a) lzraCunati reakcije oslonaca i sleganja oslonackih tacaka gornje konstrukcije usled
interakcije gornje konstrukcije, temeljnog nosaca i elasti¢ne podloge.

b) Izracunati i nacrtati dijagram sleganja i presecnih sila duz temeljnog nosaca, sa i bez
interakcije gornje konstrukcije, temeljnog nosaca i podloge.

c) Ponoviti proracun pod tackama a) i b), za uvecanu krutost temeljnog nosaca na
savijanje koji iznosi EI,=1329.03 MNm?. Dati komentar za rezultate.
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Nakon proracuna oslonackih sila direkthom metodom, odrediti oslonacke reakcije i
iterativnom metodom i dati graficki prikaz reakcija oslonaca tokom iteracije.

Resenje:

Temeljni nosac je podeljen na n=10 jednakih delova, i ¢vorne tacke temeljnog nosaca se
poklapaju sa oslonackim tackama konstrukcije. Elementi matrice fleksibilnosti temeljnog
nosaca i tla, odredi¢e se na osnovu pomeranja koja su izazvana jedini¢nim generalisanim
silama na mestu i u pravcu oslonaca. U pravcu tackastog oslonca se postavlja jedini¢na sila, a
u pravcu ukljestenja jedinicni spreg sila.

Oslonacke reakcije i pomeranja su numerisana na sledeéi nacin: u tacki A reakcije su R1i R, a
pomeranja U; i U,, u tacki B reakcije su Rsi R4 @ pomeranja Usi Us, a u tacki C reakcije su Rsi
Re @ pomeranja Usi Us. Neparni indeksi oznacavaju silu i pomeranje a parni indeksi moment
savijanja i obrtanje.

Tokom proracuna  se koristi slede¢a konvencija za pozitivan predznak pomeranja na
temeljnom nosacu i na gornjoj konstrukciji:

+ smer vertikalnog pomeranja je u smeru +z ose,
+ smer obrtanja/nagiba je u smeru kretanja kazaljke na satu,

Koristi se sledec¢a konvencija za pozitivan predznak sila na temeljnom nosacu:

+ smer vertikalne reakcije je u smeru +z ose,
+ smer momenta ukljeStenja je u smeru kretanja kazaljke na satu,

Prema principu akcije i reakcije, pozitivan predznak sila na gornjoj konstrukciji je:

+ smer vertikalne reakcije je u smeru -z ose,
+ moment ukljeStenja e u smeru suprotno od kretanja kazaljke na satu,

Da bi odredili elemente u prvoj koloni matrice fleksibilnosti temeljnog nosaca i tla (podloge),
temeljni nosac treba opteretiti jedinicnom vertikalnom silom R;=1 u tacki A, u pravcu oslonca
1. Vertikalna pomeranja i obrtanja u oslonackim tackama A, B i C usled nanetog opterecenja,
pretstavljaju elemente 1 - kolone matrice fleksibilnosti.

Da bi odredili elemente u drugoj koloni matrice fleksibilnosti temeljnog nosaca i tla (podloge),
temeljni nosac treba opteretiti jediniénim momentom R,=1 u tacki A, u pravcu oslonca 2.
Vertikalna pomeranja i obrtanja u oslonackim tackama A, B i C usled nanetog opterecenja,
pretstavljaju elemente 2 - kolone matrice fleksibilnosti.

Na sli¢an nacin se odreduju elementi matrice fleksibilnosti temeljnog nosaca i tla (podloge) u
3,4,5i6 - koloni.
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Na slici 9.2a su prikazana sleganja oslonaca usled jedini¢nih sila, a na 9.2b sleganja oslonaca
usled jedinicnih momenata u osloncima. Na dijagramima su date i veli¢ine sleganja u
jedinicama m/kN i m/kNm.

Treba napomenuti, da usled greske pri diskretizaciji optereéenja, koja je neophodna, elementi
matrice fleksibilnosti nisu potpuno simetri¢ni. Npr. (Slika 9.2a), sleganje oslonca 3 usled
jedini¢ne sile u osloncu 1, iznosi U3;=8.820-10°m, i trebalo bi prema Maxvell-ovom stavu biti
jednako sleganju oslonca 1 usled jedini¢ne sile na osloncu 3, koje iznosi U;3=8.672-10°m.
Medutim to nije slucaj, a relativna greska je oko 1.7%.
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Slika 9.2a Vertikalna pomeranja oslonaca usled jedini¢nih vertikalnih sila
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Slika 9.2b Vertikalna pomeranja oslonaca usled jedini¢nih momenata
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Na slici 9.2¢ su prikazana obrtanja oslonaca usled jedini¢nih sila, a na 9.2d obrtanja oslonaca
usled jedinicnih momenata u osloncima. Na dijagramima su date i veli¢ine obrtanja u
jedinicama rad/kN i rad/kNm.
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Slika 9.2c Obrtanja oslonaca usled jedini¢nih vertikalnih sila
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Slika 9.2d Obrtanja oslonaca usled jedini¢nih momenata

Kao i kod pomeranja, usled greske pri diskretizaciji optereéenja, elementi matrice
fleksibilnosti nisu potpuno simetricni.

Na osnovu pomeranja i obrtanja oslonaca usled jedini¢nih sila (slika 9.2a-d), formirana je
matrica fleksibilnosti temeljnog nosaca i podloge, koja glasi:
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1.922E5 -3.182E6 8.67266 -2.902E-6 7.505E-7 -8.066E-7
-3.0406-6 3.65566 2.596E-6 3.587E-7 8.356E-7 -5.093E-7
8.82066 2.510E-6 1.438E5 8.167E-9 4.221F-6 -2.282E-6
[F.)=|-2909E6 3.813F-7 2.531F-8 1.584E-6 1.737E-6 -3.720E-7
7.505E-7 8.066E-7 4.121E-6 1.705E-6 1.922E-5 3.182E6
-8.356E-7 -5.093E-7 -2.329E6 -3.860E-7 3.040E-6 3.655E-6

Inverzijom matrice fleksibilnosti temeljnog nosaca i podloge-tla, dobija se matrica krutosti ¢iji
¢lanovi, u jedinicama kN, m, kNm i rad, glase:

3.032E+5 3.864E+5 -2.355E+5 5.171E+5 -3.228E+4 5.449E+4
3.834E+5 8.104E+5 -3.600E+5 5.692E+5 -3.184E+4 5.845E+4
[K:]1=]-2.351E+5 -3.602E+5 2.952E+5 -3.081E+5 -2.342E+4 7.124E+4
5.164E+5 5.692E+5 -3.081E+5 1.736E+6 -1.881E+5 3.414E+5
-3.232E+4 -3.205E+4 -2.344E+4 -1.885E+5 9.750E+4 -1.303E+5
5.432E+4 5.848E+4 7.109E+4 3.412E+5 -1.277E+5 4.840E+5

Matrica krutosti [K] gornje konstrukcije, temeljnog nosaca i podloge je zbir matrice krutosti
[K«] gornje konstrukcije i matrice krutosti [K:] temeljnog nosaca i podloge.

2.870E+5 3.890E+5 -2.113E+5 5.152E+5 -4.031E+4 4.551E+4
3.859E+5 7.606E+5 -3.673E+5 5.849E+5 -2.707E+4 7.332E+4
-2.109E+5 -3.675E+5 2.573E+5 -3.081E+5 -9.746E+3 8.225E+4
5.145E+5 5.849E+5 -3.080E+5 1.690E+6 -1.863E+5 3.563E+5
-4.035E+4 -2.728E+4 -9.771E+3 -1.866E+5 9.176E+4 -1.323E+5
4.533E+4 6.948E+4 8.209E+4 3.562E+5 -1.297E+5 4.373E+5

(K]

Temeljni nosac i podloga imaju znatno vedéu krutost od gornje konstrukcije. Kao mera krutosti,
izraCunace se norma matrica, prema slede¢em:

2 2 "—Kt"
—k|l —kij — S | L | —tij T ' K - .
[KJ| =D KE,; =963445, K| =D K =25485937 .| 26.5
kK

Na osnovu normi matrica krutosti, moZe se zakljuciti da je krutost gornje konstrukcije znatno
manja, tacnije 26.5 puta manja od krutosti temeljnog nosaca i podloge.

Na osnovu krutosti konstrukcije, temeljnog nosaca i podloge i reakcija nepomerljivih oslonaca
konstrukcije, mogu se odrediti pomeranja i reakcije oslonaca:

U} =[KI"{R, }
Ry=(1]+[K, JED R, }
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1131 5.601

5.47 412031

| 2282|, | 1390343
U)=1 7 g0 (mrad) , {Rf=1 """ S (kN.kNm)

8.82 206.905

_423 383293

Zbir vertikalnih reakcija oslonaca iznosi 1602.849, sto je relativna greska od 0.18%.

Ako se povecaju dimenzije temeljnog nosaca, tako da mu krutost na savijanje bude El,=1329.3
MNm?, promenice se sleganja i reakcije oslonaca gornje konstrukcije pri interakciji. Matrica
krutosti temeljnog nosaca i podloge usled povecanja krutosti temeljnog nosaca, daje se bez
izvodenja:

9.317E+5 1.305E+6 -7.894E+5 1.723F+6 -1.066E+5 1.866F+5
1.302E+6 2.535E+6 -1.199E+6 1.856E+6 -1.111E+5 1.994E+5
[K.]=|-7.890F+5 -1.199E+6 9.007E+5 -1.048E+6 -7.467E+4 2.451F+5
1.723E+6 1.856E+6 -1.048E+6 5.569E+6 -6.535E+5 1.169E+6
-1.066E+5 -1.113E+5 -7.469E+4 -6.539E+5 2.236E+5 -4.366E+5
1.864E+5 1.994E+5 2.450E+5 1.169E+6 -4.340E+5 1.442E+6

Norma matrice krutosti temeljnog nosaca i podloge je ||K:||=8251755.1, $to je 85.6 puta vece
od norme matrice krutosti gornje konstrukcije. Pove¢anje matrice krutosti temeljnog nosaca i
podloge, odgovara povecanju krutosti na savijanje, ili:

"Kt "1 _ (Eb I )1

_ 82517551 _ ., 132930
K], (1),

—————=324~———=334
25485937 398.09

=

Sleganje i reakcije oslonaca za povecanu krutost temeljnog nosaca na savijanje od El,=1329.3
MNm?2iznose:

14.45 283924

0.88 77.644

| 1598], | 946178
)= s 10° (mrad) , {R}= 10602 (kN,kNm)

11.79 372.398

-1.08 -64.069

Razlika u pomeranju i reakciji oslonaca usled promene krutosti temeljnog nosaca je ocigledna.
Rezultati proracuna presecnih sila i sleganja duz nosaca, dati su na Sl. 9.3.
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Slika 9.3 Sleganje i presecne sile duz temeljnog nosaca

Na mestima dejstva transverzalne sile i momenta savijanja, u dijagramu je prekid funkcije.
Prema MKR, za grubu diskretizaciju se ne mogu dobiti tacne vrednosti, pa je potrebno izvrsiti
korekciju prema sledecim izrazima:

T+T, =T

M, +M, =2M;» M, -

MI :MMKR TI _Td
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Nakon proraduna pomeranja i reakcija oslonaca direkthom metodom interakcije, izvrien je
proracun i iterativnom metodom. Konvergencija je spora, a nakon 10, 20 i 30 iteracija,
dobijene su sledece veli¢ine reakcija oslonaca i razlike normi vektora:

23.153] 6.492] 5.646 |
391.563 410.991 411.978
1362.435 1389.291 1390.271
R —1.056 R 1.222 R 1.337
-0 217.241| * — 20 | 2074301 ' T30 | 206.932
|—361.519 |—382.187 |—383.237
1600
1400 WL—;MM
= 1200 oo
=~ e e R 1
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] ey R5
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(o]
;:‘_)—’ 600
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3 0 |
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500 l
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Slika 9.4 Reakcije oslonaca u funkciji broja iteracija
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PRORACUN SAVITLJIVOG ZIDA U VINKLER-OVOJ SREDINI

Numeri¢ki postupak za proracun temeljnog nosaca na deformabilnoj podlozi, mozZe se
primeniti i za proracun pomeranja zastitnog zida — priboja u tlu. Najprostija aproksimacija
deformabilne sredine za potrebe analize pomeranja i presecnih sila u zidu je Vinklerov model.
Kao i kod temeljnih nosaca, osnovna poteskoca u primeni je pouzdana procena
(horizontalnog) modula reakcije kn (MN/m?3), koji uglavnom zavisi od vrste tla, vlaznosti,
zbijenosti i dimenzija optereéene povrsine.

Kod prekonsolidovanih (OC) glina, modul reakcije je priblizno konstantnim po dubini i
priblizno jednak vertikalnom modulu reakcije tla (Terzaghi, 1955):
K, =K, (0.305/D) (10.1a)

Za razliku od OC-glina, kod peska i NC-glina, modul reakcije se poput deformabilnosti i
¢vrstoce menja priblizno linearno po dubini (Terzaghi, 1955):

k, =1,(z/D)

kn1 = hor. modul reakcije tvrde gline na 0.3m od dna iskopa (MN/m3)

D =dubina dna zastitnog zida — priboja, merena od dna iskopa (m)

In = konstanta horizontalnog modula reakcije peska/meke gline (MN/m?3)
z =dubina merena od dna iskopa (m)

(10.1b)

gde su:

Za meke gline, konstanta modula reakcije tla Iy je izmedu 0.3—-0.5 MN/m?3 (Davisson and
Prakash, 1963).

Za peskove, Terzaghi je predlozio konstantu /, u funkciji zbijenosti i vlaznosti peska. Na osnovu
studije horizontalnog pomeranja izvedenih priboja i modelskih ispitivanja utvrdeno je (Reese,
Cox, Koop, 1974) da su predloZene vrednosti konzervativne, pa se u praksi preporucuje (Scott,
1981) usvajanje vecih vrednosti. U tabeli 10.1 su date vrednosti konstante |, za pesak, po
Terzaghi-u i udvostruéene vrednosti*, za savitljiv priboj koji je razuprt ili ankerisan u nivou
glave i slobodno oslonjen u tlu.

Stanje zbijenosti peska Rastresit Srednje zbijen Zbijen
Relativna zbijenost Dr (%) 15-35 35-65 65-85

N iz SPT-a (qc u MPa iz CPT-a) 4-10 (2.5-7.5) | 11-30(7.5-15) 31-50 (15-25)
Pesak, suv ili vlazan 1.0 (*1.6) 2.8 (*5.0) 7.0 (*12.6)
Pesak, potopljen 0.6 (*1.0) 1.7 (*3.2) 4.2 (*8.2)

Tabela 10.1

Konstanta hor. modula reakcije peska In (MN/m?3) po Terzaghi-u, i (preporu¢ene vrednosti)

Za nerazuprte (konzolne) priboje, ukljeStene u tlu, umesto konstante /, koja daje vrlo

konzervativne rezultate, treba koristiti konstantu m, prema Rowe-u (1956).

K =m, (Z/ D)

(10.2)
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U tabeli 10.2 su date vrednosti my za savitljiv i krut konzolni priboj u suvom pesku, za
relativno pomeranje glave priboja od u/D~0.1% za zbijen i u/D~0.5% za rastresit pesak. Rowe
nije naveo vrednosti m, za potopljen pesak, ali se iskustveno moZe usvojiti da iznose oko 2/3
od vrednosti za suv pesak.

Stanje zbijenosti suvog peska Rastresit Srednje zbijen Zbijen

N iz SPT-a (gc u MPa iz CPT-a) 4-10(2.5-7.5) | 11-30(7.5-15) 31-50 (15-25)
Savitljiv zid 8.8 31.4 125.0
Krut zid 2.4 (11.0) 63.0

Tabela 10.2 Konstanta hor. modula reakcije za suv pesak mi (MN/m?3) po Rowe-u

Za meke gline, konstanta modula reakcije tla se krece izmedu /, =0.3—-0.5 MN/m3 (Davisson
and Prakash, 1963), dok se kod tvrdih glina konzervativno moZe usvojiti da je horizontalni
modul reakcije tla priblizno jednak vertikalnom.

Osim Terzaghia, velik broj istrazivaca se bavio problemom odredivanja horizontalnog modula
reakcije tla, za potporne konstrukcije i horizontalno opterecene Sipe, kao npr Menard et all.
(1964), Balay (1984), Chadeisson and Monnet (1994), Schmitt (1995), Monaco and Marchetti
(2004) i dr. Menard, predlaze modul k, duz konzolnog zida, na osnovu rezultata terenskih
ispitivanja pomocu presiometra (PMT) :

" 05q-a+0.13(9a)"

gde je: a = duzina konzolnog zida na kojoj vlada pasivni pritisak ~ 2/3D
Emv, Ms = presiometarski modul (~a. -Ms), edometarski modul stisljivosti
Vrsta tla Glina Prasina Pesak Sljunak
Prekonsolidovano 1.00 0.66 0.50 0.33
Normalo konsolidovano 0.66 0.50 0.33 0.25
Nekonsolidovano 0.50 0.50 0.33 0.25

Tabela 10.3  Reoloski koeficijent oo prema Menard-u

Chadeisson (1961) i Monnet (1994) predlazu korelaciju modula reakcije tla na osnovu
parametara cvrstoce tla:

4702
« | 208 [ K7 (1- KO/KP)] N Apc,tanh(c'/so)
dr, dr,
gde je: El = fleksiona krutost zida (krutost na savijanje) u kNm?/m
Ko, Ko = koeficijent pasivnog pritiska (8,/$=2/3) i pritiska tla u mirovanju
v, dr, =zapreminska teZina tla u kN/m3, karakt. pomeranje (0.015m)
c', A, = efektivna kohezija u kPa, koeficijent mobilizacije kohezije (1-15)
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Koeficijent pasivnog pritiska tla se odreduje prema metodi Caquot & Kerisel (1948),
Sokolovski (1956), Lancellotta (2002) ili dr. Koeficijent A, je opadajuca funkcija kohezije
(priblizno: Ay~ 90-c°®). Za krutost na savijanje EI=850 MNm?/m, Chadeisson je za odredivanje
modula reakcije tla ki u funkciji parametara ¢vrstoce tla ¢’ i ¢', predloZio dijagram na slici 10.1.

7 90
1%‘/ / / / / L/ A 80
/ / / / / /| / v
120+100 7 70 A 50 ;10 30 '20 ,15 70
L s P A
[ Y / pd 0.
7 7T T ©
1/ // / d did //f// 0 &
i ARV AR5 20 s
1Y / ,/ d B '/,; 1l T,
/// // / ///C////,////// 7MNim 10
7 > >
[V AN AN A DA
45 40 35 30 25 20 15 10 5 0
Ugao smicuce otpornosti¢’ (step)
Slika 10.1 Dijagram za odredivanje modula reakcije tla kn (Chadeisson, Monnet)

Metoda horizontalnog modula reakcije tla (Vinkler-ova metoda) omogucuje da se odredi
pomeranje zastitnog zida u analizi grani¢nog stanja upotrebljivosti (SLS), kao dopune
proracuna po granicnom stanju nosivosti (ULS). ProraCun prema grani¢nom stanju nosivosti
tla, u rutinskoj praksi se vrsi prema Evrokodu-7 (EC7). Nakon $to se prema metodi grani¢nog
stanja nosivosti, odredi potrebna dubina zastitnog zida, dimenzije razupiraéa / ankera i
dimenzije peprecnog preseka zida, vrsi se kontrolni proracun bo¢nih pomeranja, zamenjujuci
tlo u pasivnoj zoni Vinklerovim modelom. Pritisak na zid se odreduje samo za aktivnu stranu,
prema teoriji zemljanih pritisaka (Rankin, Coulomb), uz odgovarajucu preraspodelu dijagrama
pritiska u zavisnosti od poloZaja i broja razupiraca.

TN V7777777

77777 WV

a) b) a) b)

Slika 10.2 a) Presek kroz iskop, b) Deformacija zida, c) Raspodela pritiska tla
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Modelska ispitivanja i terenska merenja su pokazala, da se raspodela pritisaka na savitljiv zid
(Slika 10.2) sa jednim ili viSe razupiraca, bitno razlikuje od Rankine-ove i Coulomb-ove
raspodele za krut zid koji se pomera obrtanjem oko dna. Prisustvo razupiraca ili sidra u nivou
glave potporne konstrukcije, ograni¢ava pomeranja usled ¢ega pritisak u zoni razupiraca raste
a izmedu razupiraCa i dna iskopa opada u odnosu na trougaonu raspodelu (ako je sloj
homogen). Kvalitativan oblik dijagrama pritiska prikazan je na slici 10.2c. Preraspodela u
odnosu na trougaoni dijagram, dovodi do povecanja sile u razupiracu i smanjenju momenta
savijanja u polju izmedu razupiraca i dna iskopa.

U praksi se uticaj razupiraca usvaja empirijski. Preraspodela dijagrama pritiska se moze uzeti
prema preporuci radne grupe za dokove, luke i plovne puteve (EAU-2004: Committee for
Waterfront Structures ports and waterways) ili radne grupe za iskopavanja (EAB-2006:
Committee for Excavations) ili dr. Na taj nacin se dobijaju vece sile u razupira¢ima i manji
momenti savijanja izmedu razupirada, S$to je u skladu sa rezultatima modelskih
eksperimentalnih studija.

Pritisak tla zavisi od veli¢ine i smera deformacije. Ako su u tlu bo¢ne deformacije jednake nuli,
tlo vrsi pritisak na potpornu konstrukciju intenzitetom koji odgovara pritisku u stanju
mirovanja. Usled pomeranja koja vrse zbijanje tla, pritisak na zid raste do grani¢ne vrednosti
koja se naziva pasivni pritisak. Nasuprot tome, ako pomeranja izazivaju Sirenje tla, pritisak na
zid opada do grani¢ne vrednosti koja se naziva aktivni pritisak. Izmedu pasivnog i aktivhog
pritiska postoji beskona¢no mnogo vrednosti pritiska koje zavise od deformacije (Slika 10.3).

©
34
B ! Zhijen pesak
UaUp =
S
: : 8 -
H J |
4 i T -
i S|
H i ¢ X i Rastresit pesak
i ! e ———————
1 : -
3 1 -~
Aktivno stanje - Pasivno stanje
Vo 71 nos
(Sirenje) 270 (zbijanje)
- 1
i
i
| Relativno pomeranje  U/H
i e e e >

Slika 10.3 Kvalitativan dijagram pritiska na zid u funkciji pomeranja

ProraCun pomeranja zastitnog zida u tlu, prema metodi Vinklera, moze se izvrsiti MKR ili MKE.
Proracunski model zastitnog zida se dobija tako Sto se tlo u pasivnoj zoni, u ¢vornim tackama
zameni sistemom elasti¢nih opruga odgovarajuce krutosti (Slika 10.4).
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U MKR, zidni nosac se po visini podeli na n jednakih delova, a opterecenje se zamenjuje
ekvivalentnim ¢vornim silama (prema ranije opisanom postupku kod temeljnih nosaca). Osa
+z je usmerena od dna iskopa na dole, a osa +x i pozitivnha pomeranja u(z) su usmerena ka
iskopu odnosno u smeru aktivnog pritiska.

U ¢vornim tackama iznad iskopa, krutost opruga je jednaka nuli. Na aktivnoj strani zida, po
celoj duzini deluje pritisak tla (aktivni pritisak, pritisak u mirovanju ili preraspodeljeni pritisak
prema EAB ili EAU), staticki ili dinamicki pritisak podzemne vode. Uticaj razupiraca ili ankera
(sidra) se zamenjuje oprugom odgovarajuce krutosti. Resenje se dobija na osnovu sledecih
jednacina:

K, Ju}= P [KJ:E—*;'([D]ﬁ—C“[kh]} P}=clp) 102

a}= [k Ju} (10.3)

Pritisci u pasivnoj zoni, odredeni na osnovu pomeranja i krutosti opruga, ne bi smeli
prekoraciti mobilisani (dozvoljeni) pasivni otpor prema izrazu:

q(z):u(z)' K (Z)S ppm(Z)= pp(z)/Fsp (10.4)

Ako se utvrdi da je pritisak u nekoj ¢vornoj tacki veéi od dozvoljenog, proracun treba ponoviti
sa smanjenim modul reakcije tla u toj tacki ili zamenom opruge dozvoljenom silom. Proracun
se vrsi u nekoliko iteracija, dok se u svim tackama ne zadovolji uslov (10.4).

a) vy b) K

\”<§

Eyl

c)

<]

Uk,

Slika 10.4 a) Presek kroz iskop, b) Proracunski model, c) Reaktivni ili pasivni pritisak

Prethodni postupak ne uzima u obzir pomenu aktivnog pritiska usled deformacije zida, pa se
naziva metoda sa nezavisnim pritiskom.
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Uticaj deformacije zida odnosno prisustva razupiraca ili ankera, mozZe se uvesti koris¢enjem
poluempirijske metode prema EAU, EAB i sl.

Poboljsanje metode je predloZio Haliburton (1968) uvodedi nelinearno deformabilne opruge
sa obe strane zida, odnosno duz aktivne i pasivne strane (Slika 10.5). Opruge imaju krutost ky i
i konacnu ¢vrstocu koja je odredena aktivnim i pasivnim pritiskom tla. Grani¢no pomeranje za
aktivni pritisak je ua, za pasivni u,, dok pomeranju u=0 odgovara pritisak mirovanja po.

Slika 10.5 a) Funkcija gq(u) za aktivnu stranu, b) Racunski model, c) Funkcija q(u) za pasivnu stranu

Na slici 10.5 je data kvalitativna funkcija opterecenja u tacki i sa leve (a) i desne (c) strane
zida. Pri pomeranju tacke i zida na desno (+u), pritisak sa leve strane opada do p.s a sa desne
strane raste do pyq. Ako se zid pomera na levo (-u), pritisak sa leve strane raste do py a sa
desne opada do p.¢. Rezultujudi pritisak u tacki je razlika pritisaka sa leve i desne strane zida.
Proracun se vrsi po fazama izvodenja, iterativno, dok se ne zadovolje uslovi ravnoteze i
kompatibilnosti prema razlic¢itim funkcijama qg(u), sa obe strane zida u ¢vornim tackama.



FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCIJE | TLA 103

BROJNI PRIMER -10.1

Armirano betonska dijafragma (Slika 10.6), debljine d=0.45m i duZine L=8.0 m, razuprta je na
0.8m ispod povrsine terena, na svakih 4.0m, celi¢nim razupira¢em duzine 5.0m. Spoljni

precnik razupiraca je @100mm a debljina zida 5mm.

Iskop se vrsi do H=1.60 m, nakon fega se postavlja razupira¢ i nastavlja sa kopanjem do
H=5.60 m. Tlo je zbijen pesak (¢ '=32°, y =20.0kN/m3, 1,=9.0MN/m?3). Ugao trenja izmedu zida i
tla je 8=¢/2. Podzemna voda je na dubini od 9.0m od povrsine terena.

Potrebno je izraCunati i nacrtati pomeranje, transverzalnu silu, moment savijanja i reaktivni
pritisak duz dijafragme. Pesak aproksimirati Vinkler-ovim modelom. Proracun izvrsiti MKR
podelom nosaca na n=10 jednakih delova.

R | EA=313.4 MPa wj: T /'l ! : ; ,'/
H——- ° 5 £ . 5 ]
¥=20 kN/m® ! i ‘ o
=320 g :' \ RAZUPIRACI / / ‘,’
s=42 H g } !
2 T \ \
uj:’ \\ \\\
NN T m 7
1,=9.0 MN/m’® 5 i :
F15 4 ! /
NPV L 1 ! !
v / 7
‘ 4.0 ‘ 4.0 ‘
Slika 10.6 Presek i poduzni izgled zastitnog zida od AB dijafragme
Resenje:

Aktivni pritisak tla na dijafragmu je odreden prema Coulomb-u a pasivni pritisak prema
Sokolovski-om. Posto pritisci tla deluju na zid pod uglom trenja §, u proracunu se koristi
horizontalna komponenta. Preraspodela (redistribucija) aktivnog pritiska nije izvrSena. Na
osnovu tabele (vidi Mehanika tla), horizontalne komponente koeficijenta pritiska su:

$=320°,6=160" = K, =0307, K, =K, /F =5148/15=3432
Pamax =7 (H + D)K,, =20.0(5.6 + 2.4)0.307 = 49.17 kPa

H=16m(56Mm) = Py =7DK,,, =164.84kPa (439.30kPa)

Na osnovu prorac¢una prema metodi grani¢nog stanja tla (ULS), za aktivni i pasivni pritisak po
Rankine-u i za faktor sigurnosti pasivnog otpora od F.=1.5, potrebna rafunska dubina
dijafragme ispod dna iskopa iznosi Do= 2.4m.
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Krutost razupiraca K. se moZe odrediti na osnovu poprec¢nog preseka, modula elasti¢nosti i
duZine razupiraca. Razupiradi su na rastojanju B. =4.0m.

Povrsinska krutost razupiraca k. zavisi od rastojanja ¢vornih tac¢aka c i rastojanja razupiraca B..
Posto se proracun dijafragme vrsi na Sirinu B=1.0m, u proracunu povrsinske krutosti, krutost
razupiraca sa B, =4.0m treba svesti na B=1.0m.

¢ = ECA 273134 =62.68 MN/m ) kc = KC :ﬂ:1958 I\/”\I/m3
L, 5.0 cB., 0.8-4.0

C c

K

Vektor aktivnog pritiska tla {p.} i horizontalni moduli reakcije tla {kn} za dubinu iskopa od
H=1.6m i H=5.6m, u funkciji dubine (mereno od povrsine terena), iznose:

0.00 0 0
4.92 0 19.58
9.83 0 0
14.75 113 0
19.67 2.25 0
{P.j=1 2458} kPa, {k,} ., =1338kN/m*, {k} . = 0¢ kN/m’

29.50 4.50 0
34.42 5.63 0
39.33 6.75 3.00
44.25 7.88 6.00
49.168 9.00 9.00

Elementi matrice krutosti zidnog nosaca i tla i razupirac¢a u (MN/m) iznose:

7<0 =  K,=2lDp,=31152.D,
' C
4 k. .
220 =  K,=221D,+2C K, |=31152 D, + i
' El " 389.40

i#j = K, =3339-10°D,

Aktivni pritisak tla na konzolni deo zida (dubina H=1.6m) je uzet u obzir samo do dubine
iskopa, i prikazan je radi pracenja uticaja u dijafragmu kroz fazu iskopa.

Na osnovu prethodnih izraza, pregledan ispis elemenata matrice krutosti, za podelu AB
dijafragme na n=10 jednakih delova, za dubinu iskopa od H=1.60, glasi:
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[ 2-4 2 i
2 54 1
1-4 6 -4 1
1-460029 -4 1
1 -460058 -4 1
[K.]=31152 1 -460087 -4 1 MN/m
1 -4 6.0116 -4 1
1 -4 6.0144 -4 1
1 -4 6.0173 -4 1
1 -4 5.0202 -2
i 2 -4 20231
Elementi matrice krutosti, za uticaj razupiraca i dubinu iskopa od H=5.60m, glase:
2 42 ]
-2 50503 4 1
1 -4 6 -4 1
1-4 64 1
1-4 64 1
[K,]=311.52 1-4 6-4 1 MN/m
1-4 6 -4 1
1-4 6 -4 1
1 -4 6.0077 -4 1
1 -4 5.0154 -2
L 2 —4 2.0231 |

Vektor ¢vornih reakcija {R}, opterecenja {p} i sila {P}, za linearnu promenu opterecenja
odnosno aktivnog pritiska {pa.} izmedu ¢vornih tacaka, odredice se preko sledeceg izraza:

Rn = E( pa,n—l + 2 pa,n)

C
Ri:g(pa,i—1+4pa,i + pa,iﬂ)’ 6

pi:nzz&’ Pi:Cpi
C

R.
a 22&, _ - zil’
pl_O I p|,(0<|< ) c

U fazi-l, pritisak na konzolni zid se ra¢una za aktivni pritisak koji deluje do dubine H=1.6m,
nakon Cega se pritisak usvaja da je jednak nuli.
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Za fazu-Il iskopa, pritisak na dijafragmu je racunat po celoj visini (H+D=8.0m), prema slede¢im
podacima:

0.656 1.639 1.311
3.933 4.917 3.393
7.867 9.834 7.867
11.800 14.75 11.800
15.734 19.667 15.734

(R}=1{19.667 kN, {p}={24584} kN/m, {P}=119.667 kN
23.601 29.501 23.601
27534 34.418 27534
31.468 39.334 31.468
35.401 44.251 35.401
19.012 47.529 38.023

Resenjem jednacine (8.2) se dobijaju horizontalna pomeranja ¢vornih tacaka u; dok se na
osnovu jednacine (8.3) dobijaju kontaktni napon g; u ¢vornim tackama duz pasivne zone, kao i
sila u razupiracu. U jednacini (8.2), posto se radi o ravanskoj deformaciji, Sirina dijafragme
(upravno na poprecni presek) iznosi B=1.0m.

Rezultati proracuna za fazu-l i fazu-ll su prikazani graficki. Na dijagramima su prikazani zbirni
uticaji pomeranja, obrtanja preseka (nagib elasti¢ne linije) i reaktivnog optereéenja (Sl.a 8.6).
Za dimenzionisanje preseka (Slika 8.7) su date anvelope momenta savijanja i transverzalne
sile, koje pokrivaju merodavne uticaje tokom izvodenja.

U fazi-l se vrsi iskop do H=1.6m i zatim se na deformisanu dijafragmu postavlja razupirac.
Pomeranje na mestu razupiraca je u,. U fazi-ll se nastavlja iskop pod zastitom razuprte
dijafragme do H=5.6m. Zbog linearnog modela prorac¢una, ukupna pomeranja su zbir iz obe
faze. Sila u razupiracu zavisi od razlike pomeranja A, odnosno pomeranja iz faze-Il.

P, = K Au, = KU, =62.68-3.77-10° =0.236 MN

Alternativno, sila u razupiracu se moze dobiti integracijom reaktivnog opterecenja u tacki
razupiranja. Povrsina integracije je proizvod ¢vornog rastojanja i rastojanja razupiraca.

p_ g,2c

c

B, =73.84-107°0.8-4.0 =0.236 MN
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Slika 10.7

Rezultati proracuna: Pomeranje, obrtanje i anvelope presecnih sila
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Pritisci na zid (kPa) Pritisci na zid (kPa)
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Slika 10.8 Pritisci na dijafragmu: prema Vinkleru, aktivni i pasivni pritisak

Na osnovu Slike 10.7, kontaktni napon pasivne zone za fazu-ll je manje od mobilisanog
pasivnog otpora ppm. Racunski faktor sigurnosti za pasivni otpor je:

H+D
f gz dz:c[%—i—q8 + 0y +%]:138.4O kN
H

Epn = % KnyD? = %5.148 +20.0-2.4* =296.52 kN

H+D
296.6
rachp=Eph/fq z dzzm:21>l5
f .

Kontrola prorac¢una preko jednacine ravnoteze horizontalnih sila:

H+D

1 2 G, \ Gio
Ean — [ qz dZ—EKaW H+D —c ?+Z:Qi+7

=196.67 —196.67 =0
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PRORACUN $IPOVA U VINKLER-OVOJ SREDINI

U okviru predmeta Mehanika tla, prikazane su razlicite metode za proracun grani¢nog i
dozvoljenog opterecenja vertikalnog Sipa opterecenog vertikalnom silom kao i grani¢nog i
dozvoljenog optereéenja vertikalnog Sipa koji je optereéen horizontalnom silom i momentom
savijanja. Postoji vrlo velik broj razlicitih faktora koji uti¢u na nosivost tla oko Sipa, kao Sto je
nacin ugradnje (buseni, utisnuti ili pobijeni Sipovi), vrsta tla (sitnozrno tlo, krupnozrno tlo),
relativna brzina optere¢enja u odnosu na mogucu disipaciju pornog nadpritiska (drenirani ili
nedrenirani uslovi opterecenja) i slicno. Zbog velikog broja razlicitih faktora, racunska sila po
razli¢itim metodama se krece u vrlo Sirokim granicama.

Proracun sipova kao i svakog konstruktivnog elementa, obuhvata proracun prema granicnom
stanju nosivosti ili skraceno ULS (Ultimate Limit State) i proradun prema grani¢cnom stanju
upotrebljivosti ili skra¢eno SLS ( Serviceability Limit State). Mada su pomeranja temelja na
Sipovima po pravilu za jedan red veli¢ine manja nego kod plitkih temelja, tehni¢ka regulativa
zahteva i njihov proracun. Kada je u pitanju prora¢un deformacija Sipova, uglavnom je ona
manja od tacnosti proracuna nosivosti.

Da bi se dobili pouzdaniji podaci o nosivosti i sleganju Sipa, pravilo nalaze da se uvek vrsi i
probno opterecenje Sipova na predmetnoj lokaciji. Broj probnih opterecenja zavisi od broja
Sipova i heterogenosti geomehanickog profila, a zbog kontrole ne moze biti manji od dva. Na
osnovu podataka dobijenih probnim optere¢enjem pojedinacnog Sipa, moze se odrediti veza
izmedu sile i pomeranja glave Sipa odnosno sprega sila (momenta) i obrtnja glave Sipa.

Treba napomenuti da se jedan Sip retko pojavljuje kao noseca konstrukcija. Uglavhom Sip
prenosi opterecenje u manjoj ili veéoj grupi, koja je medusobno povezana tzv. naglavnicom
koja obezbeduje ravhomerno prenosenje opterecenja na Sipove. Ako se radi o manjoj grupi,
odnosno manjim dimenzijama temelja, naglavnice se mogu tretirati kao idealno krute.

Grupa Sipova je sloZeniji problem od pojedina¢nog Sipa, posto osim prethodno pomenutih
faktora, na nosivost utice medusobno rastojanje, broj i raspored Sipova, redosled ugradnje u
tlo i krutost naglavnice. Treba imati u vidu da i naglavnica prenosi odreden deo od ukupnog
opterecenja, srazmerno krutosti tla, Sipova i naglavnice.

Uvodenjem efekta interakcije Sipova, tla i naglavnice, prora¢un nosivosti i pomeranja postaje
vrlo sloZen. Zbog svega iznetog, moze reci da je problem proracuna temelja na Sipovima jedan
od najslozZenijih u geotehnici.

U okviru ovog predmeta prikazace se najjednostavniji model proracuna grupe Sipova, koji je
zasnovan na Vinkler-ovoj hipotezi.

Vinklerov model aproksimira tlo serijom nepovezanih linearno-elasti¢nih opruga, tako da
deformacija postoji samo tamo gde deluje opterecenje. Posto je realno tlo do odredene mere
kontinuum, postoji medusobni uticaj grupe Sipova na nosivost i pomeranje, koje se ne moze
obuhvatiti Vinklerovim modelom.
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Interakcija grupe Sipova, ostvaruje se preko naglavnice i kroz tlo kao kontinualnu sredinu.
Proradun interakcije grupe Sipova preko krute naglavnice je znatno laksi problem od
proracuna interakcije Sipova kroz tlo. U okviru ovog poglavlja, prikazace se interakcija Sipova
preko krute naglavnice, dok ¢e se u posebnom poglavlju obraditi interakcija grupe Sipova.

Prvo ¢e se prikazati analiticko reSenje za homogeno tlo, za vertikalan Sip koji je izloZen
aksijalnom pomeranju glave (s) bez popre¢nog pomeranja i obrtanja, za vertikalan Sip izloZen
poprecnom pomeranju glave (t) bez aksijalnog pomeranja i obrtanja i za vertikalan Sip izlozen
obrtanju glave (0 ) bez aksijalnog i popre¢nog pomeranja. Na osnovu prethodnih proracuna,
moze se formirati matrica krutosti "glave” Sipa. Razmatrace se samo dvodimenzionalni —
ravanski problemi.

U slede¢em koraku ce se prikazati postupak proracuna pomeranja grupe Sipova povezanih
idelano krutom (nedeformabilnom) naglavnicom. U praksi to odgovara fundiranju potpornog
zida na Sipovima, temelja samca na Sipovima, temelja ispod zidnog platna i slicno, odnosno
kada se radi o manjoj grupi Sipova (npr 5-10) ili vrlo krutoj naglavnici.

Prikazana analiticka reSenja se odnose na homogeno tlo, sa modulom reakcije koji je
konstantan sa dubinom. Za linearan porast modula reakcije sa dubinom, ne postoji analiticko
reSenje, ali se za krut i savitljiv Sip mogu dobiti priblizna analiticka i graficka resenja (Barber
1953, Broms 1964).

Ako je tlo uslojeno i modul reakcije tla promenljiv po dubini, reSenje se moZe dobiti samo u
numerickom obliku. Na kraju ovog poglavlja je prikazan numericki postupak za proracun Sipa
u nehomogenoj sredini, primenom metode konacnih razlika (MKR).
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11.1.1 Sip optereéen aksijalnom silom (kt = const)

Imajuci u vidu da Sipovi mogu biti i zakoSeni, jednacine pomeranja ¢e se odrediti u lokalnom
sistemu, sa koordinatnim pocetkom na glavi Sipa i koordinatnom osom koja se poklapa sa
osom Sipa. Lokalni koordinatni je definisan u odnosu na globalni, koji se obi¢no postavlja u
teziste naglavnice da se pojednostavio proracun. Konvencija o predznaku je sledeéa: Osa +z je
usmerena na dole a osa +x na desno. Pozitivno pomeranje je u smeru pozitivne ose. Pozitivan
normalni napon je napon pritiska, a pozitivni smi¢uc¢i napon na omotacu Sipa je usmeren u
smeru -z.

Na slici 11.1a je prikazan numericki model aksijalno optereéenog Sipa u Vinkler-ovoj sredini,
sa konstantnim smicuéim modulom reakcije k. duz omotaca. Modul reakcije tla ispod baze
Sipa iznosi ky. Zbog jednostavnosti, proracun je izvrsen za vertikalan Sip Cije se ose poklapaju
sa globalnim koordinatnim osama.

1 Q
a) b)

. G-do,
; zZw
L T=kw
kb% U= ko'W
vzw
Slika 11.1 a) Racunski model aksijalno optereé¢enog Sipa, b) Naponi na elementu Sipa

Zanemarujuci uticaj sopstvene teZine Sipa, uslov ravnoteze diferencijalnog elementa Sipa u
pravcu ose +z prema slici 11.1b, glasi :

2 =0,A-(0, +do,)A-8dz=0 = Addi+5r—0
z
2 _ 2
gzzd_w % d\;v:dazz do, jdﬂ:_Epd\;\/ rokow
dz Ep dz dz  Epdz dz dz

Smenom se dobija diferencijalna jednacina aksijalno optere¢enog Sipa:
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2 2
—EpAd—‘2’V+Sk,w=o = d—‘f—,ﬁw:o, 4, = | K (11.1a)
dz dz E,A
gde je: At = parametar krutosti Sipa i tla
S,A  =obimipovrsina poprec¢nog preseka Sipa
Ep = modul elasti¢nosti Sipa
K+ = smicuci modul reakcije tla uz omotac Sipa

Opste resenje diferencijalne jednacine (11.1a) glasi:
w(z)=Ce " +Ce™ (11.1b)

Aksijalna sila u popre¢nom preseku opada sa dubinom i moZe se prema prethodnim izrazima
prikazati slede¢om jednacinom:

dw -, A
F(2)=Ao, =-E)A L =E AL (Cle 2 _C,e ,z) (11.1c)

Integracione konstante se mogu odrediti iz grani¢nih uslova na glavi i u bazi Sipa:

F(0)=Q = Q=E,A% (C,-C,)

F(L)=Q, = Q=E,AL(Ce”t -Cett)
Sila u bazi Sipa se moze izraziti preko modula reakcije ks i sleganja baze Sipa wp:

AL AL

Q, =Akw, = Q, = Ak, (Cle +C,e )
Na osnovu gornjih grani¢nih uslova, integracione konstante C; i C; glase:
-1

LA EA/AK, o0
1- A E,A/Ak,

Q
N E,A

—1
C, = + 1_/\7EPA/'Abkb eZATLl C.— —Q

1+ )\ E A/AK, T NEA

Prema jednadini (9.2) i integracionim konstantama, sleganje glave Sipa s = w(0) je :

Q K :ATL EPA
K, @ flL

_1—|—Qtanh AL O— kbAb

= , Q= (11.1d)
Q+ tanh A L \E A

)

Veli¢ina Kqs pretstavlja aksijalnu krutost Sipa. Koeficijent f zavisi od duZine L, modula
elasti¢nosti Sipa Ep, karakteristichog broja A:L i modula reakcije tla kb (Slika 11.2a). Deo
ukupne sile koji preuzima baza Sipa, moZe se prikazati u funkciji parametra A:L i koeficijenta
Q, prema sledecoj jednacini:
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-1 -1

_ Q-1 _ Q+1
R NS b R0 IR VA P L b SR (11.1e)
Q Q+1 Q-1
10.0 100
0 Nwo
90
2N
80
Lebdeéi sip &0 5 \ \ Sip na kruoj podlozi

70 .
- ﬁ 2 N\
‘g \ g 60 I_l
= Q=1 \ g
Zio | 7_;? = 50
g P =
S, / s =0.1 \ \ ﬂ
8 ﬂ % 40
$ x
N 2 \ \ \L\$bdec'i sip

. o g0
Sip na kruc¢oj podlozi éio OR \\
20 \\
10
Q=0 k\_ §_
0.1 0 J
0.5 1.0 15 2.0 25 3.0 0.1 1.0 10.0
Parametar A, L Parametar AL
Slika 11.2  a) Koeficijent stisljivosti f b) % sile koju prenosi baza Sipa

Za uobicajene dimenzije Sipova (dugacki Sipovi) parametar AL (karakteristi¢an broj) je veéi od
2.5, a koeficijent krutosti je f 1.0, nezavisno od parametra A:L. Ako je A:L>2.5, aksijalna
krutost Sipa Kqs je praktiéno nezavisna od modula reakcije tla ky, u bazi Sipa. Znacajan podatak
u predmetnoj analizi je ucesée baze u prenosenju aksijalne sile koja deluje na glavi Sipa (Slika
11.2b).

Ako AL raste (raste k. i/ili L) i/ili opada k, opada sila udeo sile Q,. Kada je smic¢u¢i modul
reakcije tla k: oko omotaca Sipa mali, a modul reakcije tla ky, velik, jednacina sleganja glave
Sipa (11.1d) se svodi na jednadinu aksijalno optereéenog stuba:

ATEPA[&]E k, —0 ¢[&]HL o QL

e g f L’ k, — o0 f
Uporedujuéi prethodno resenje (Scott, 1981) sa rezultatima proraduna sleganja aksijalno
opterecenog vertikalnog Sipa u homogenoj elasti¢noj sredini (Poulos and Mates, 1981), moze
se uspostaviti priblizna veza izmedu parametara elasti¢nosti Es i vs i modula reakcije tla k- i kp.
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Za lebdedi Sip precnika d u homogenoj sredini, uz relativno malu gresku od 5-15%, moze se
usvojiti da je:

1 E 4E, 4 (1+v,)E,

E L
=kt E_ 5 LI &
PT o0 Ta(tev) d T d\(1+w)E, | K E

P S

Modul reakcije ky, baze Sipa precnika dy koji leZi na sloju modula elasti¢nosti E,y, odreduje se
prema izrazu za sleganje kruznog temelja. Posto sleganje baze nastaje i usled sile po omotacu
Sipa, umesto izraza za dubok temelj primerenije je zadrzati izraz za plitki, prema slede¢em:

1-v,° E
w=lVe Toag o K-kt 1 B 8 G (11.1f)
E, 4 w, zl-vgd, 7(l-vy)d,
Modul reakcije k- se za vitke Sipove, moZze prikazati izrazom (Mylonakis, 2001):
-1/40 -06
G E
K, =d—55 , 5:1.3(E—pJ 1+7G]
i s (11.1g)

U dosadasnjoj analizi, nije vodeno racuna o grani¢noj ¢vrstodi tla oko stabla Sipa i grani¢noj
¢vrstodi tla ispod baze Sipa.

O_l | . | | >

S(Q2) o«

plastifikacija
omotaca

Qr = Qur +Qst
Qa=CQx / Fs

d eanje glave §pa S

omota¢ dpa
Q(s)

Y

Slika 11.3 Razvoj komponenti nosivosti Sipa za konstantne module reakcije tla
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Ispitivanjima je dokazano da se nosivost tla oko omotaca iscrpljuje pri relativno malom
sleganju glave Sipa, izmedu 0.2-0.8% od precnika stabla (Reese and O’Neill, 1989). Nosivost
baze se iscrpljuje pri sleganjima glave Sipa reda veli¢ine izmedu 5-10% precnika baze Sipa, Sto
znadi da je pri radnom optereéenju kada je globalni faktor sigurnosti F=2.5-3.0, nosivost
omotaca uglavnom iscrpljena (Slika 11.3).

Krutost omotaca K. (kN/m) i baze Sipa K, (kN/m) se moZe odrediti na osnovu prethodnih
izraza za sleganje glave Sipa i sile u omotacu i bazi Sipa.

11.1.2 Sip optereéen aksijalnom silom (kz = linearno)

U prethodnoj analizi su prikazani rezultati proracuna aksijalne krutosti Sip—tlo za konstantnu
vrednost smi¢uceg modula reakcije tla k. duZz omotaca. Takav slucaj je u praksi vrlo redak i
priblizno odgovara Sipu u sloju tvrde (prekonsolidovane) gline. Ako je modul reakcije tla oko
omotaca Sipa promenljiv, za grubu aproksimaciju se moze usvojiti prosecna vrednost modula
reakcije tla.

Ako se radi o homogenom sloju peska ili normalno konsolidovanoj glini, smicuéi modul
reakcije tla duz omotacda nije konstantan ve¢ raste priblizno linearno sa dubinom, shodno
porastu efektivnog vertikalnog napona. Treba na kraju napomenuti, da izbor modula reakcije
tla ne zavisi samo od vrste tla i geometrije Sipa, ve¢ u velikoj meri od nacina ugradnje Sipa
(buseni, pobijeni, utisnuti Sipovi), medusobnog rastojanja i duZine Sipova.

Na osnovu proracuna Sipa metodom konacnih i grani¢nih elemenata, Frank (1974) i Randolph
(1977) su pokazali, da se opterecenje sa omotaca Sipa prenosi na tlo preko smic¢ucih napona
koji deluju u tlu na vertikalnim i horizontalnim ravnima, sa vrlo malim promenama vertkalnih
normalnih napona, izuzev u podrucju baze Sipa. Shodno tome, Sip se mozZe posmatrati kao
element koji je okruzen koncentri¢nim cilindrima tla, sa smicu¢im naponima na svakom
cilindru. Uslov vertikalne ravnoteZe, nalaze da veli¢ina smi¢u¢eg napona na svakom cilindru,
opada obrnuto srazmerno povrSini omotaca cilindra odnosno obrnuto srazmerno
poluprecniku cilindra. Ako je smicuc¢i napon na omotacu 1o a poluprecnik ro, smicuéi napon t
na odstojanju r, glasi:

32=0 = 15(207)Az=1(2r7) = T=713ly/F
Posto je dominantna vertikalna deformacija, smicuéa deformacija y i sleganje w su:

o aw
dr

G, a o &

rm rm rm
W:I 7.dr=j Ldr:@ ﬂ:ﬂm(r_mj (11.2a)
r r Gg G Jr r G, r

T OUu Ow ou
=—+ ~0 4
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Velicina rn, je efektivni radius ili odstojanje od Sipa gde je sleganje w zanemarljivo malo.
Empirijski, taj radijus je reda veli¢ine duZine Sipa i moZe selinearno promenljiv modul klizanja
po dubini prikazati jednac¢inom (Randolph and Wroth, 1978):

r Gz Gy +GL

m_ =025+ —L| 2512 025|| , G p=—2""L
d d{ Gsb[ G,_( ve)- H Lz 2

Go i G, su modul klizanja duZz omotaca Sipa u nivou glave i baze Sipa, a Gy, je modul klizanja tla
ispod baze Sipa. Za idealno krut Sip, sleganje omotaca Sipa je:

rm
w, = y~drzﬂln I | _ Zod In(2r j ;T"d , gzln(zﬁj
. G, ) 26, \d 2G, d

U gornjoj jednacini £ je izmedu 3 i 5, prosecno oko 4 (Baguelin and Frank, 1979). Za linearnu
promenu modula klizanja duz omotaca Sipa, sleganje omotaca Sipa je:

7,d 7L G :£ Qs p:GLIZ (11.2¢)
2G, ,\ 7L G, ) p2zLG_ ' G,

(11.2b)

W =¢ ——

Smatrajuci bazu Sipa krutim kruZnim temeljem, sleganje usled sile u bazi Q, se mozZe se
napisati sledeé¢im izrazom:

1- 1-
Qo) Qlve)s . G 4 (11.2d)
2d,G, 2dG, 7 Gy, d

o

L/2 L/2

a) Lebdeci Sip b) Stojeci Sip

Slika 11.4 Sip u sloju sa promenljivim modulom klizanja po dubini
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Za idealno krut Sip, moZe se napisati sledeca jednacina:
Q=Q,+Q, =w(Q,/W, +Q,/w,) , w=w, =W, (11.2e)

Na osnovu prethodnih jednacina, koeficijent nosivosti Sipa Q, kao zbir koeficijenata nosivosti
baze i omotaca Sipa, glasi:

Q 2 d

Y 2_”G|_/2
wGd 1-v, d

¢ G

2 n 2

+_
1_Vsb §G é/

G, L L
by — = = 11.2f
G - P (11.2f)

Za Sip konacne krutosti, kruznog preseka, diferencijalna jednacina (11.1a) glasi:

d’w _ 8G,
iz’ CE,d?

Resenje diferencijalne jednacine u bezdimenzionalnom obliku, glasi:

Q (2 n, 2w L)/, 2 n4 L (11.2g)
wG, d 1-vy & ¢ d 1-vy, & 74 d
Sleganje glave Sipa se moZze izraziti peko uticajnog koeficijenta sleganja Iy :
we 2|12 AL 2 n 2w ,L (11.2h)
G d 1-vy & 7d d I-vpy & ¢ d
gde je: n = dy/d faktor prosirenja baze Sipa
& = GU/Gg faktor krute podloge ispod baze Sipa
p = Gpn/G faktor nehomogenosti tla
A = E/GL odnos krutosti Sipa i tla
¢ = In(2rm/d) faktor radijusa dejstva
ul = 2,/(2/¢A)(d/L)  faktor kompresibilnosti 3ipa
o = (YuL)tanh(pL) -

Udeo nosivosti baze Sipa je:

Q_ (1 n 1 1 n = L (11.2k)
Q 1_Vsb SZG COSh (/'IL) 1_Vsb é:G 4 d .




118 FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCHE I TLA

11.1.3 Sip optereéen aksijalnom silom u uslojenom tlu

Prethodno resenje za Sip sa bazom krutoj podlozi, moZe se jednostavno prosiriti na Sip koji
prolazi kroz slojeve razli¢ite krutosti. U tu svrhu, delove Sipa u razli¢itom sloju treba
posmatrati nezavisno, zadrZzavajuéi uslov kompatibilnosti pomeranja na granici slojeva. Da bi
se to uradilo, potrebno je uvesti odredene smene u jednacinu (11.2g). Na osnovu jednacine
(11.2d), moze se izvesti sledede:

Q(1-vy) & - 2 n_K sz% (11.3a)

©T 26, 7 1-v, & dG, W,
Veli¢ina K, je krutost baze Sipa u sloju-1 (K;) odnosno krutost glave Sipa u sloju-2 (K;). Na

osnovu jednacine (11.3a) i (11.2g), moze se odrediti sleganje glave Sipa u sloju-1 za zadato
opterecenje Q prema sledecoj jednacini:

L L
9:KlzGle1 K, +@wl—l 14K ia)l—l (11.3b)
W TdG, 4 d, dG,, 74, d,

Veli¢ina K, u gornjoj jednacini je krutost glave Sipa u sloju (2), koja se moZe odrediti na osnovu
sledece jednacine (11.2g):

K,=Gd,| 2 M yopPe® /iy, 2 m Aol (11.3¢)
1-vy, S ¢ d, 1-vy, & 4 4,

!Q

Q
GL 1
: ; L
P Sloj 1 1
& L
Gl Sloj 1 !
' Kz
G, )
P SlOJ 2 L2 K2
Sz U N
Sloj 2 Lo
a) Uslojeno tlo b) Ekvivalentni Sipovi

Slika 11.4 Modeliranje Sipa u slojevitoj sredini
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Proracun se vrsi u 2 koraka. Korak-1: Na osnovu jednacine 11.3c, izrauna se krutost K; za
segment Sipa u sloju-2. Korak-2: Vrednost K, se uvrsti u jednacinu 11.3 i odredi krutost K;
glave segmenta Sipa u sloju-1, pri cemu treba uzeti da je za tekuci sloj (1) Gs,=G. bez obzira na
modul sloja-2. Na osnovu optereéenja Q i krutosti K; odredi se sleganje glave Sipa. Opisani
nacin se moZe primeniti za proizvoljan broj slojeva.

BROJNI PRIMER - 11.1
Za cilindri¢ni, armirano-betonski Sip precnika &@600mm, koji leZi u 3-slojnom sistemu, prema

slici 11.5, potebno je izracunati sleganje glave, za opterecenje od Q=1.5MN. Modul
elasti¢nosti Sipa je E;=22 GPa. Poissonov koeficijent tla iznosi 0.30.

Q l G (MPa)

(1) | |35 5.0

T T 2.5 |
(2

0.60
— = 12.0

e 6.5

(3) 5.0
- 15.0

Slika11.5  Sip u 3-slojnoj sredini

Resenje:
Korak-1: Proracun krutosti K; glave Sipa u sloju-3:

DuZina segmenta: L=5.0m
Modul klizanja: G =15.0MPa, G, =15.0 MPa, Gs, =15.0 MPa, v =0.30

Parametar n & p A ¢ pl ®
Vrednost 1.0 1.0 1.0 1466.7 3.37 0.34 0.96

K,=G.d| 2 M pppab)fly, 2 mdab o aynm
' 1-vgi i g g 1-vgi & 7 4 4,
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Nosivost baze Sipa iznosi:
%:( ton 1 j/[ L on, @, I‘]:o.152 | 15.2%
Q (1-v, & cosh(ul) 1-vy & ¢ d

Korak-2:  Proracun krutosti K; glave Sipa u sloju-2:

DuZina segmenta: L=12.0m
Modul klizanja: G,,=4.5 MPa, G_=6.5 MPa, Gy, =6.5 MPa, v =0.30

K .
= 157.3 =40.33
G, ,d, 65-06
Parametar n & p A ¢ pl )
Vrednost 1.0 1.0 0.69 3384.6 3.88 0.49 0.93

K, =G d| N o @bl /Iy, Kin 4L ye500n/m
d,G, g d 4G, 7 4 d,

Korak-3:  Proracun krutost K; glave Sipa u sloju-1:

DuZina segmenta: L=5.0m
Modul klizanja: G,,=3.5 MPa, G, =3.5 MPa, Gy, =3.5 MPa, v =0.30

K, _ 186.0 _g857

G, ,d, 35-06
Parametar n & p A ¢ pl Q)
Vrednost 1.0 1.0 1.0 6285.7 3.37 0.16 0.99

K, =G.d| f o2 b [l Ka 4o bl 190 10N /m
dG,, ¢ d, dG , 7 4 d,

I 1
Sleganje glave Sipa pod opterecenjem od Q=1.5 MN, iznosi:

w2 oS g9000m W13
K, 190.1 d
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11.2.1 Sip optereéen popreénim pomeranjem glave (kh = const)

Analiticko reSenje za popre¢no pomeranja t glave vertikalnog Sipa, bez obrtanja 6, ako je
modul reakcije ky duZ Sipa konstantan, moZe se indirektno odrediti na osnovu resenja grede
konacne duZine koja je u sredini raspona opterecena vertikalnom i koncentrisanom silom
(Slika 11.6a).

a) b)
lZT
E ~ Enl O
~~~~~~~~~~~ - kn i //———“““""_"
\ L e L \
[ x; [
[ 4 a
\
Slika 11.6a a) Greda na Vinkler-ovoj podlozi b) Popre¢no pomeranje bez obrtanja glave Sipa

Ako se temeljna greda duZine 2L, na Vinkler-ovoj podlozi, u sredini optereéena vertikalnom
koncentrisanom silom 2T presece na polovini, dobija se Sip koji je u nivou glave izlozen
boénom pomeranju t bez obrtanja (Slika 11.6a). U sredini grede odnosno na glavi Sipa, deluje
transverzalna sila T i moment savijanja M. Pozitivna horizontalna pomeranja i sile deluju u
smeru koordintne ose +x, a pozitivha obrtanja i momenti savijanja deluju u smeru koji je
suprotan od smera obrtanja kazaljke na satu. Metodom pocetnih parametara, moze se dobiti
analiti¢ko reSenje problema. Bez izvodenja, kona¢no resenja glasi:

k,d

T=Kyt , Ky="2A(4L) (11.5a)
A,
k.d
M=M,-t , K, :Z—ASB(th) (11.5b)
gde je: Mh = parametar krutosti Sipa i tla

| = moment inercije Sipa oko ose | na pravac pomeranja t
E,,d =modul elasti¢nosti i dimenzija Sipa L na pravac pomeranja t
ke = horizontalni modul reakcije tla uz omotac Sipa
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Veli¢ine Ky u (kN/m) i Km: u (kNm/m) zavise od geometrije Sipa i krutosti Sipa i tla. Koeficijenti
A'i B, C zavise od karakteristicnog broja AnlL i dati su graficki na slici 11.6b.

_sinh(24,L)+sin(24,L) _
A(ﬂhL)_cosh(2/ihL)+cos(21hL)+2 CAL>25 o AL~
B(AL)= cosh(24,L)—cos(24,L) AL>25 - B(AL)~1

~ cosh(24,L)+cos(24,L)+2

_ 1 sinh(24,L)-sin(24,L) _
C(ﬂhL)_Ecoshz(ZﬂhL)Jrcosz(Z/ihL) - AL>25 > C(AL)~1

1.0

AT
A/
§i
U

0.0

—

A,B,C

Koeficijenti

0 1 2 3 4

Parametar AL

Slika 11.6b Koeficijenti krutosti za proracun preseénih sila usled pomeranja/obrtanja glave Sipa

Uporedujudi rezultate za vertikalan Sip u homogenoj elasti¢cnoj sredini (Es, vs) Cija je glava
izlozena poprecnom pomeranju bez obrtanja (Poulos,1971), sa rezultatima dobijenim na
osnovu Vinkler-ovog modela, za ekvivalentan modul reakcije tla kn se dobija slededi izraz:

k, ~ E,/d

Velicine Kqs, Kt, Kme, Ko i Kue su izvedene za tlo koje ima konstantan modul reakcije po
dubini (duz omotaca).



FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCIJE | TLA 123

11.2.2 Sip optereéen obrtanjem glave (kh = const)

Analiticko reSenje za obrtanje glave Sipa 0, bez popre¢nog pomeranja t, ako je modul reakcije
tla kn duZ Sipa konstantan, moZe se na isti nacin kao i u prethodnom slucaju, indirektno
odrediti na osnovu resenja grede konacne duZine koja je u sredini raspona optereéena

spregom sila (Slika 11.6c).

a) b) T M t=0 X
N\,
=1
PV P— ]
A . k!
z El )Xo T __ n
- —— m |
~~~~~~~ K, %./ 1
- E,l /, L
| L L | II
x 1 x /
§
‘Z a

b) Obrtanje bez popre¢nog pomeranja glave Sipa

Slika 11.6¢ a) Greda na Vinkler-ovoj podlozi

Ako se temeljna greda duzine 2L, na Vinkler-ovoj podlozi, u sredini opterecena spregom sila
2M presece na polovini, dobija se Sip koji je u nivou glave izloZzen obrtanju 6 bez boc¢nog
pomeranja (Slika 11.6c). U sredini grede (na glavi Sipa), deluje transverzalna sila T i moment
savijanja M. Metodom pocetnih parametara, moze se dobiti analiticko resenje problema. Bez

izvodenja, konacno resenja glasi:

k,d
T=Kg-0, KTH:h_Z ~ .2
2)\; (cosh 2\ L +cos 2\L +2]  2)

k,d

cosh 2\, L —cos 2\ L
=——B )L (11.5c)

~ ' _ kyd lsinh(ZﬂhL)—sin(Z/th) _ kyd
M =Ko 0 Ko = 228 2 cosh? (4,L)+cos? (4,L) | 24 i)  1sd

Veli¢ine Ko u (kN/rad) i Kme u (kNm/rad) zavise od geometrije i krutosti Sipa i krutosti tla, dok
su B i C koeficijenti krutosti koji zavise od karakteristicnog broja AnL i prikazani su na slici
11.6b. Za vrednosti AnL > 2.5 Sto priblizno odgovara dugackom Sipu, koeficijenti krutosti su

~1, pa su elementi matrice krutosti Sipa:
k,d k,d
ML>25 = BmaCal, KpyymKrp ==, Ky, ~Kygp =
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11.2.3 Sip optereéen pomeranjem i obrtanjem glave (kh = const)

Jednacine (11.5a-d) mogu se napisati u slede¢em matri¢cnom obliku:

- krut Sip (AnL<2.5):
k,d

k,d
- A4, L B(A,L
R R S R
M| | Ky KuollO] | kd k.d 0 '
B(A,L C(A,L
- dugagak ip (AeL>2.5 —> A(LsL) =B(Asl) =C(AeL) =1) :
kd  kd
2
{T}z b 2 {t} (11:6b)
M kd kd [|0
202 24°

11.2.4 Sip optereéen popreénom silom i momentom (kh = const)

Na osnovu inverzije matrice krutosti u jednacini (11.6), moZe se odrediti pomeranje i obrtanje
slobodne glave Sipa, slede¢om matricnom jednacinom:

- krut Sip (AnL<2.5), slobodna glava:

Py 2
{t}_;{a FHTHT}_Z qd CUE) g BlAL) {T} e
0 “|Fy FullM[ 22,2 —43° M '
oo SR g AL
- 1
IAALC(hl) - B (L)
- krut $ip, uklje$tena glava: t:TL , M:Tw
k. dA(Z L) 2 AGLL)
- dugacak Sip (AnL>2.5), slobodna glava:
2k, 24
{t}_ k.d k.d {T} (11.64)
ol 2%2 _4%3 M .
kd kd

- dugadak 3ip, ukljedtena glava:  t=TA /kd , M=T/4
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11.3.1 Sip optereéen popreénom silom i momentom (kh = linearno)

Za linearno promenljiv modul reakcije tla, postoje priblizna analiticka resenja. Ako modul
reakcije ky raste linearno sa dubinom, popre¢no pomeranje t i obrtanje glave Sipa 6 u nivou
terena, usled poprecne sile T i momenta savijanja M=T-e, za krute (kratke) i savitljive
(dugacke) Sipove, sa slobodnom i ukljeStenom glavom, moze se odrediti prema jednadinama
koje je izveo Barber (1953).

- krut Sip (nL<2 ), slobodna glava:

18 24
t ’n Cn, |(T
= " " C =k o=n 2 (11.7a)
o 24 36 M E,l d
LCn, L'n,
2 2L
- krut Sip, ukljeStena glava: t= > T, M=—T
Ln, 3
- dugacak Sip (nL>4), slobodna glava:
2.40 -1.60
t] [O)PED™ @) (D™ [T
= (11.7b)
o -1.60 1.74 M

(M)“EN ()7 (N

0.92 0.92
= e, g wi!l » M=—+T
(ny )" (E,l) n

- dugadak Sip, ukljestena glava:  t

11.3.2 Sip optereéen pomeranjem i obrtanjem glave (kh = linearno)

Koristeci prethodne izraze, mogu se inverzijom odrediti izrazi za poprecnu silu T i moment
savijanja M usled jedini¢nog poprec¢nog pomeranja t i obrtanja glave Sipa 0.

- krutSip (nL<2), slobodna glava:

L’n, LUn,
T t
{ }: 2 3 {} (1179
M Cn, LU'n, |lO

3 4

- dugacak Sip (nL>4), slobodna glava:
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1.077(nh)°'6(EpI)°'4 O.99(nh)°'4(EpI)°‘6

al oo

0.99(n, ) (E,1)°°  1.485(n,)° (E, 1)**

Kada je koeficijent savitljivosti Sipa izmedu 2 < nL < 4, ne postoji priblizan analiticki izraz za
koeficijente K, ve¢ se vrednosti priblizno interpoluju stepenom funkcijom.

Broms (1964) je za horizontalno pomeranje t glave slobodnog ili ukljeStenog Sipa (u nivou
terena), sa linearnim porastom modula reakcije tla, dao sledeéi dijagram:

10 T t
—:—— —
L D
—» [
Q ¥ LJ
: L
Ll |k
v -
S 6
e
®5 1 Slobodna
s |- glava
o
SN N
= \\ e/L=2.0
\ \\ 15
2 &\ 10
] 0.8
UkDestena 0.6
glav 0.2
02
0
0 2 4 6 8 10

Karakteristi¢an broj mL

Slika 11.7 Pomeranje Sipa u tlu sa linearnim porastom modula kn usled horizontalne sile

Za proizvoljno promenljiv modul reakcije tla duz omotaca koriste numeri¢ki postupci, kao Sto
su metoda konacnih razlika (MKR) ili metoda konaénih elemenata (MKE).

11.4 Sip optereéen na uvijanje - torziju glave (kh = const)

Koeficijent fleksibilnosti Fesp se moze odrediti na osnovu redenja torziono opterecene glave
Sipa u elasti¢noj sredini (Poulos & Davis, 1980) za konstantan i linearni porast modula klizanja
tla Gs po dubini.

Za dugacak Sip (L/d >20), uobicajene krutosti, mogu se odrediti jednostavni analiti¢ki izrazi za
koeficijent krutosti i fleksibilnosti Sipa.
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U tlu sa konstantnim modulom smicanja:

G I 1

_ —~1 p 0 3 _ -~

G, =const , 10 < _G i <107 = Ky = _F ~ QdJGpGSIO
oM

U tlu sa lineanrim porastom modula smicanja:
G, 1 2
G, =ngz , 10" <2LL<10! = Ky, = — z%”/nG G Id
5 pro
TLGd ‘F;}DJI
11.5 Matrica krutosti Sipa u lokalnom koordinatnom sistemu

Pomeranje glave Sipa u ravni ima tri stepena slobode, dve translacije i rotaciju. U lokalnom
koordinatnom sistemu je pomeranje glave Sipa odredeno pomocu vektora {s,t,0 }. Na osnovu
izvedenih veli¢ina Kqs, K1, Kmi, Kro i Kmo moZe se odrediti matrica krutosti Sipa u lokalnom
sistemu, koja povezuje pomeranja glave Sipa sa silama na glavi Sipa.

Q KQS 0 0 S

Ti=| 0 Ky Ko |{ty ili (R} =[K_{u.} (11.8a)
M 0 Kw Kuollb
gde je: {R.} =vektor optereéenja glave Sipa u lokalnom sistemu
[K] = matrica krutosti Sipa i tla u lokalnom sistemu

{U.} =vektor pomeranja glave Sipa u lokalnom sistemu

Matrica krutosti glave Sipa, zavisi od geometrije i krutosti Sipa i krutosti tla. Ako su smicudi i
horizontalni modul reakcije tla oko omotaca Sipa vrlo male veli¢ine (k: << 1, kn << 1) a baza
Sipa lezi na vrlo krutoj podlozi (k, >> 1), matrica krutosti Sipa i tla se svodi na matricu krutosti
stuba — Stapa. U zavisnosti od grani¢nih uslova na krajevima stuba (glava i baza Sipa), mogu se
pojaviti slededi oblici matrice krutosti glave Sipa:

) )

EAL 0 0 E,A/L 0 0
3 2 3 2
0 12E,1/L° BE,I/L , 0 3EI/L° 3E,I/L (11.8b)
2 2
0 BE)I/L® 4EI/L| 0 3E,I/1® 3L,
[E,A/L 0 o 1% E A @)
p pA/L 0 0
0 3E,I/L 0 : 0 0 0 (11.8¢)
0 0 0
L ° ° ° @)
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Sipovi se uvek moraju upustiti u naglavnicu, kako bi se osigurala dobra konstruktivna veza,
zbog Cega se mozZe smatrati da je Sip ukljeSten u naglavnicu (U). Za punu mobilizaciju nosivosti
baze, Sip se mora upustiti u nosivi sloj za min 3-4 precnika Sipa.

Za linearni porast modula reakcije tla kn, matrica krutosti se moZe odrediti na osnovu izraza
11.6a-d. Matrica krutosti se moZe odrediti i indirektno na osnovu matrice fleksibilnosti
[KJ=[F.] . Elemetni matrice fleksibilnosti Fr;, Fre, Fm: i Fme Se mogu odrediti analiticki (Barden,
1953), graficki (Broms, 1964), numericki pomoéu MKR ili MKE ili na osnovu rezultata probnog

opterecenja Sipa.
11.6 Matrica krutosti Sipa u globalnom koordinatnom sistemu

U uvodnom delu je re¢eno da Sipovi retko prenose opterecenje samostalno, vec¢ se uglavhom
radi o grupi Sipova povezanih krutom naglavnicom. Neki Sipovi u grupi su zako3eni da se bolje
prime zakoSene sile. Za proracun grupe Sipova u deformabilnoj sredini, treba sve pojedinacne

matrice krutosti Sipa svesti u globalne koordinate.

a) P > > b) — U, =
4 Up X \ ‘9 ““““““““ Gy X
p ‘ P B s\
W r (2] CAGA
0 (P \\‘
) te |
Jv Wp G / ,
i
I
1
/
/ !
OL; / a/ |
/ ; I
/ I
/ I
I I
I I
I I
' .'
| —
=ro
¢=90-o+p W P I,
\ ¢=0-p '\
\ 1
Yz \ Yz \
Slika 11.8  a) Translacija teZiSta naglavnice b) Obrtanje oko teZista naglavnice

Mada rezultati proracuna ne zavise od poloZaja globalnog koordinatnog sistema, jedostavnost
nalaZe da se postavi u teziste naglavnice. Analiza koja sledi je ogranicena na 2—dimenzionalni
(ravanski) problem (fundiranje potpornog ili obalnog zida, trakastog temelja). Pomeranje
naglavnice u ravni, odreduju dve translacije u pravcima globalnih koordinatnih osa i rotacija
oko teZista naglavnice (koordinatnog pocetka). Pomeranja naglavnice je vektor {u,w,0 }.

Posto je grupa Sipova ukljestena u naglavnicu, pomeranja glave svakog Sipa je odredeno
pomeranjem naglavnice kao idealno krutog tela. Veza izmedu pomeranja glave Sipa u
lokalnom i naglavnice u globalnom sistemu, izvrsi¢e se prema oznakama na slici 11.8.

Usled pomeranja tezista naglavnice (Slika 11.8a) za vektor {p}, kruto vezana glava Sipa se

pomera u pravcu ose za Sp a U pravcu upravno na osu $ipa za t,.
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Usled obrtanja oko teZiSta naglavnice (Slika 11.8b) za vektor {0 }, kruto vezana glava Sipa se
pomera u pravcu 0se za Se , U pravcu upravno na osu Sipa za te i dodatno se obrée za ugao 0.
Komponente pomeranja glave Sipa usled translacije i rotacije oko koordinatnog pocetka ili
tezista naglavnice, odredice se pojedinacno. Posto su pomeranja mala, ukupno pomeranje se
moZe odrediti superpozicijom tj. prostim sabiranjem pomeranja usled translacije i rotacije.

Pomeranja glave Sipa usled translacije naglavnice iznose:
s, = psing = psin(90 —a + ) = pcos(a — ff) = p(cosacos S +sinasin )

S, =ucosa +wsina (11.9a)

t,=pcosgp=pcos(90—a+ f) = psin(a - )= p(sinacos f—cosasin g)
t, =usina—-wcosa (11.9b)

Pomeranja glave Sipa usled rotacije oko teZista naglavnice iznose:

Sy =—p, Sing =—r@sin(a — B)=—ré(sinacos B —cosasin B)

s, =—0xsina +0zcosa (11.9¢)
t, = p,cosp =rodcos(a — ) =ro(cosacos B +sinasinf)

t, =Oxcosa +Ozsina (11.9d)
9=0 (11.9¢)

Ukupno pomeranje glave Sipa usled pomeranja naglavnice kao krutog tela, moZe se dobiti
superpozicijom pomeranja prema (11.9a-b) i (11.9c-d). Ukupna pomeranja glave Sipa u
lokalnom sistemu {U.}, mogu se izraziti pomeranjem naglavnice u globalnom sistemu {U} i
matrice transformacije koordinatnog sistema [T] :

S cosa Sina  —xsina+zcosa |{u
tr=|sina —cosa xcosa+zsina |{w; ili {U }=[T|{U} (11.10)
0 0 0 1 0

Ako se jednacina (11.10) uvrsti u jednacinu (11.8a), dobiée se veza izmedu sila na glavi Sipa u
lokalnom sistemu i pomerana krute naglavnice u globalnom sistemu.

{Rp=[KJUd=[K]THU} = {R}=[K;{U} (11.11)
gde je: {U}  =vektor pomeranja naglavnice u globalnom sistemu
[T] =matrica transformacije lokalnog u globalni koordinatni sistem

[Ke] = matrica krutosti Sipa i tla u globalnom sistemu

Matrica krutosti Sipa i tla u globalnom sistemu [K®] je proizvod matrice krutosti Sipa u
lokalnom koordinatnom sistemu [K.] i matrice transformacije [T], prema slede¢em:
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Kgs COS

Kos Sina
[Ke]=[K. ][T]=| Ky sina

Kgs (—Xsina +zcosar)
Ky (xcosa +zsina)+Kq,
Ky sinag —Kycosa Ky (xcosa+zsina)+K,,

—K;, cosa

11.7 Uslovne jednacine ravnoteze naglavnice

Jednacina oblika (11.11) se moZe napisati za svaki Sip u grupi koja je povezana krutom

naglavnicom. Na taj nacin su sile na glavi svakog Sipa izraZzene sa tri nepoznate veli¢ine koje
pretstavljaju komponente pomeranja naglavnice {u, w, 6}.

|R
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Slika 11.9

a) Sile na glavi Sipa-i odnosno na naglavnici b) Komponente pomeranja naglavnice

Nepoznate komponente pomeranja se mogu odrediti iz uslovnih jednacina ravnoteZe u ravni
¥X=0, £Z=0 i ¥M=0. Kada se sve spoljnje (aktivne) sile i momenti redukuju u koordinatni
pocetak (ili teziste naglavnice) i zatim razloZe u smeru koordinatnih osa, dobice se sile Py, P, i
spreg sila Mo oko tacke 0 (Slika 11.9a). Sile koje deluju na Sipove, po zakonu akcije i reakcije su
istog intentiteta i suprotnog smera od sila koje deluju na naglavnicu (Slika 11.8a).

Komponente pomeranja naglavnice {u,w,0 } i poloZaj naglavnice nakon pomeranja i obrtanja,
prikazan je na slici 11.9b. Na osnovu oznaka na slici 11.9a, uslovne jednacine ravnoteze glase:
n
¥X=0 = Y Qcosa +T sing =P, (11.12a)
i=1
n -
>Z=0 =Y Qsing ~Tcose, =P, (11.12b)
i=1
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>M =0 :Z[M +(Qcosa; +Tsing )z, —(Q sing; T cose )X, |=M,  (11.12¢)

Kada se u jednacine ravnoteZe (11.12) uvrste jednacine (11.11) i koeficijenti sloZze uz
nepoznate komponente pomeranja, dobija se sistem uslovnih jednacina:

Kip Ko kgg | [u P
Kpy Ko QWp=1 P, ili [K]{U}={P} (11.13)
ks |1 O Mg
gde je: {U}  =vektor pomeranja naglavnice u globalnom sistemu
{P}=vektor opterecenja naglavnice
[ K] = matrica krutosti grupe Sipova i tla u globalnom sistemu

Krutosti ki u uslovnoj jednacini 11.13 u razvijenom obliku glase:

n
kip=Y AKcos” a+ Ky, AK =Kge—Kp
1
n
= AKcos a sina : Ky, =Ky,
T
n
3= AKcos a (-xsina + zcosa) + Kz + K, sina K1 =Ky
T

n
Kyy :Zl:AK sina + Ky

n
Kys = Y AKsina(-xsina + zcosa ) - K x— K, ,c0s Ky, = Kyg
1

n
kes = Y AK (xsina —zcosa)’ + Ky (X +2%)+(Kq, + Ky ) (xCOS @ + Z8inr) + Ky
T

Proracun koeficijenati u gornjim izrazima se lako i pregledno moZze izvrsiti u EXCEL-u. Nakon
Sto se odredi pomeranje naglavnice {U}, pomod¢u jednacina (11.10) i (11.11) se mogu
odrediti pomeranja i sile u Sipovima. Time je ravanski problem grupe Sipova koji je ukljesten u
krutu naglavnicu, pod proizvoljnim opterecenjem, jednoznacno resen. Ako Sip moZe da
prenesi samo uzduznu silu, bo¢ni modul reakcije tla je ki, =0, a ako uz to Sip nosi samo bazom
(stojedi sip) treba uzeti i da je k: =0

Umesto modula ny, ki, ke i kp koji nisu fundamentalne fizicke veli¢ine, direktno se mogu
koristiti vrednosti Kos, Krt, Ko i Kme na osnovu rezultata probnog opterecenja.
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Treba napomenuti da predmetna analiza zanemaruje medusobni uticaj Sipova, Sto je
konzistentno sa osnovnom karakteristikom Vinklerove sredine — diskontinuitet. Navedeni
nedostatak se moZe prevazi¢i uvodenjem sloZenijeg modela tla kao npr. model elasti¢ne
sredine, ili priblizno, odredenom redukcijom modula reakcije tla za pojedinacan Sip, s$to
povecava pomeranja. Koeficijenti redukcije modula reakcije imaju slican efekat kao i
koeficijenti redukcije nosivosti grupe Sipova. Koeficijenti redukcije zavise od rasporeda,
medusobnog rastojanja i broja Sipova.

Treba istadi da ne postoji egzaktan nacin odredivanja koeficijenta redukcije modula reakcije
tla kada se radi o grupi Sipova, tako da je svaki postupak samo konceptualan i vrlo priblizan.

U literaturi iz fundiranja se mogu nadi klasicne metode za proracun sila u Sipovima povezanih
krutom naglavnicom, pod proizvoljnim opterecenjem. Pretpostavka je da su Sipovi samo
aksijalno opterecéeni, odnosno da su zglobno vezani u glavi i u bazi Sipa (Sip je prost Stap).
Sipovi u grupi mogu imati razli¢ite pravce. Ako je broj razli¢itih pravaca do 3 ,ili ako se moze
svesti na 3, sile u Sipovima se mogu odrediti na osnovu uslova ravnoteze (graficki ili analiticki).
Treba imati u vidu da je ovakav proracun u odredenim sluc¢ajevima moZe dati relativno
pouzdane rezultate. Taj slu¢aj nastaje kod Sipova koji su po statickom sistemu stojedi,
obostrano zglobno vezani i kada je broj Sipova maniji ili jednak 3. Medutim u opsStem slucaju,
kada postoji znacajniji otpor tla duZz omotaca, i kada se ne zanemari ukljeStenje Sipa u
naglavnicu, primena uproséenih metoda nije opravdana. Prikazana metoda za ravanski
problem, mozZe se prosiriti i na prostorni. Kod prostorne grupe Sipova, postoji 6 (Sest) stepeni
slobode (3 pomeranja i 3 obrtanja oko koordinatnih osa), koji se za idealno krutu naglavnicu
odreduju iz 6 ravnoteZnih uslova.
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11.8 Odredivanje horizontalnog modula reakcije tla za Sipove

Sli¢no kao i kod elasti¢nih zidova, u zoni naglavnice se ve¢ pri malim optereéenjima javlja
plastifikacija tla. Ovo je posebno izrazeno kod peska i meke (NC) gline, gde je zbog malih
efektivnih napona pri povrsini terena, ¢vrstoca i krutost zanemarljiva.

Kod prekonsolidovanih (OC) glina se modul reakcije moZe aproksimirati kao

konstantan po dubini, u obliku koji je predloZio Terzaghi (1955):

ky = Ky (0.305/d)

priblizno

(11.14a)

gde je: kns = gradijent horizontalnog modula reakcije prekonsolidovane gline na
dubini od 0.305m od povrsine terena (MN/m?3)
d = dimenzija Sipa u pravcu L na pravac sile
Jednoakcijalna ¢vrstoca gline (kPa) 100-200 200-400 400-700
Konsistentno stanje Cvrsto Vrlo ¢vrsto Tvrdo
N iz SPT-a (gc u MPa iz CPT-a) 4-10(2.5-7.5) |11-30(7.5-15) | 31-50 (15-25)
Horizont.modul reakcije kn; (MN/m3) 16-32 32-63 63-126

Tabela 11.1a  Horizontalni modul reakcije tla kn: (MN/m?3) za OC-gline prema Terzaghi-u

Za razliku od OC-glina, kod peska i NC-glina, modul reakcije se poput deformabilnosti i
¢vrstoce menja priblizno linearno po dubini (Terzaghi, 1955):

K, =n, (z/d) (11.14b)
gde je: ny, = gradijent horizontalnog modula reakcije peska (MN/m3)
z = dubina merena od dna iskopa
Vrsta tla Preporucene vrednosti Reference
Meka NC glina 0.16 -0.35 Reese & Matlock (1956)
0.27-0.54 Davisson & Prakash (1963)
0.35-0.70 Tomlinson (1994)
NC organska glina 0.18-0.27 Peck & Davisson (1962)
0.18-0.81 Davisson (1970)
0.15 Tomlinson (1994)
Treset 0.05 Davisson (1970)
0.03-0.11 Wilson & Hilts (1967)
Les 7.8-10.8 Bowles (1968)
Tabela 11.1b  Gradijent horizontalnog modula reakcije nn (MN/m?3) za NC-gline

Osim tabele 11.1a-b, za sitnozrna tla (prasine i gline), za odredivanje horizontalnog modula
reakcije tla se koriste i slededi korelativni izrazi:



134 FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCHE I TLA

_5Ey
3d
kh=@0+32®%%

K, (Broms,1964)

(Skempton, 1951) (11.14¢)

Ile
q (Gudehus, 1996)

kp =(0.3+0.5)

gde je: Eso = sekantni modul elasti¢nosti za % jednoaksijalne ¢vrstoce tla
¢y = nedrenirana ¢vrstoca
M, = edometarski modul stisljivosti

Za peskove, Terzaghi predlaZze gradijent horizontalnog modula reakcije u funkciji zbijenosti i
vlaZnosti (tabela 11.2), za pritiske do nivoa % grani¢nog, uzimajuci u obzir i pomeranja pri
puzanju. Treba istaci, da je na osnovu probnog optereéenja velikog broja Sipova i modelskih
ispitivanja, utvrdeno da je modul reakcije tla uglavhom veci od onih prema Terzaghi-u. Zbog
toga se u praksi preporucuju i vece vrednosti (Scott, 1981; Reese, 1974; Robinson, 1979).

Stanje zbijenosti peska Rastresit Srednje zbijen Zbijen
Relativna zbijenost Dr (%) 15-35 35-65 65-85
N iz SPT-a (gc u MPa iz CPT-a) 4-10 (2.5-7.5) 10-30 (7.5-15) 30-50 (15-25)
Pesak, suv ili vlazan 2.5 (*5.0) 7.5 (*15.0) 20.0 (*40.0)
Pesak, potopljen 1.5(*3.0) 5.0 (*10.0) 12.5(*25.0)

Tabela 11.2 Vrednosti modula peska nn (MN/m?3) prema Terzaghi-u i udvostruéene vrednosti (*)
Odnos izmedu modula n, za potopljen i za vlazan pesak, pri istoj relativnoj zbijenosti, nije isti,
i kre¢e se izmedu 0.6-0.65, sto je priblizno odnos izmedu zapreminske teZine peska u
potopljenom i u vlaznom Yy’ stanju. Zapreminska teZina odreduje efektivni napon usled
sopstvene teZine tla (geostaticki napon), sto znaci da modul n, preko zapreminske teZine
zavisi od efektivnog napona (horizontalnog i vertikalnog).

Posto se relativna zbijenost peska odreduje in-situ na osnovu standardne (SPT) ili stati¢ke
penetracije (CPT), od prakticne je koristi direktno povezati gradijent n, sa brojem udaraca N u
standardnoj ili otporom konusa g u statickoj penetraciji.

Ako se pretpostave dvostruko veée vrednosti gradijenta n, od Terzaghi-evih, da bi se smanjila
konzervativna odstupanja u odnosu na eksperimentalne vrednosti, tada se moze u funkciji
zbijenosti D, odrediti interpolaciona funkcija sa n, (P. Santrac, 2014):

- pesak iznad nivoa podzemne vode:

n,=605-D*%
n, =39.8- D,

- pesak ispod nivoa podzemne vode:
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Polaze¢i od jednacine relativne zbijenosti (Gibbs i Holtz, 1979) u funkciji efektivnog
vertikalnog napona po' i broja udaraca N iz opita standardne penetracije (SPT) , moZe se dobiti
direktan izraz za gradijent modula ny, za suv (ili vlazan) i potopljen pesak:

0.935
" 16 +0.23p;

D, = N 5 (11.15)
16+0.23p;

0.963
n, =398 — N
" 16 +0.23p;

Na osnovu prethodnih jednadina su uradeni dijagrami u programu EXCEL, za procenu
gradijenta modula reakcije peska u funkciji rezultata standardnog penetracionog opita -SPT
(Slika 11.10a).

Broj udaraca SPT N Broj udaraca SPT N
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
0+t 0 frovebrorrbrrrrbrrr bbb bbb
PESAK IZNAD NPV PESAK ISPOD NPV
50 ——T 50 - I S S —
100 — 100 - | [ —
n,=60 MN/m3 | |3
h n,=40 MN/m?
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150
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Vertikalni efektivni napon pO' (kPa)
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250

3\
20
215 |
\ \ \ 250
300

Slika 11.10a Gradijent horizontalnog modula reakcije peska nn na osnovu SPT

300
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Polazec¢i od jednacine za relativnu zbijenost (Bellotti et al., 1989) u funk
vertikalnog napona po’ koeficijenta bocnog pritiska Ko i otpora konusa pene
opita stati¢ke penetracije (CPT) mozZe se dobiti izraz sli¢an prethodnom:

; Oc
n,=12.1.In*8° — "
169.4(py)*>
DI’ =42'|n q—COSS —>
248(K0 pé) q
1.926
nh = 75|n ﬁ
169.4(py)

ciji efektivnog
trometra qc iz

(11.16)

Na osnovu prethodnih jednacina su uradeni dijagrami u programu EXCEL, za procenu
gradijenta modula reakcije peska u funkciji rezultata statickog -CPT penetracionog opita (Slika

11.10b).
Otpor vrha CPT qc (MPa) Otpor vrha CPT qc (MPa)
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
0 0
PESAKIZNAD NPV PESAK ISPOD NPV
50

50

=
o
S

Vertikalni efektivni napon p0' (kPa)
Vertikalni efektivni napon p0' (kPa)

150 ——— 150 I —
\
] = 3
n,=60 MN/m : M 40{'“/ m
200 —— S 200 ) \
1S
' 20
|l 15
20 1 1
50 —1115 250 97— —
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5% ]
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]
P :
(L]
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Slika 11.10b  Gradijent horizontalnog modula reakcije peska nn na osnovu CPT
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BROJNI PRIMER - 11.1

Na lokaciji objekta predvidenog za fundiranje na grupi vertikalnih Sipova, izvedeno je probno
opterecenje tzv. test Sipova. Na jednom Sipu je izvedeno opterecenje vertikalnom silom, na
drugom horizontalnom silom a na tre¢em spregom sila (Slika 11.11). Na osnovu dijagrama
pomeranja (obrtanja) u funkciji sile (sprega sila), odredena su za podrucje radnog optereéenja
(dozvoljenog opterecenja), pomeranja i obrtanja. Koriste¢i podatke sa slike 9.11, potrebno je:

- Odrediti elemente matrice krutosti Sip-tlo,

- lzvrsiti kontrolni proracun sila na glavi Sipa usled istovremenog dejstva sva tri uticaja -
pomeranja

t,=25710°m t,=-8.53-103m

Q=800 kN V_,‘ "—v
y T=20kN > X mleso kNm

— A0.=-1.14-10"%rad

0,,=7.56-10rad

e

4.2810°m
<Y

S

| |
T T
\

z c)

e

i
v

-
N

a) z b)
Slika 11.11  Probno optereéenje Sipa: a) Aksijalnom silom, b) Horizontalnom silom c) Spregom sila

Resenje:

Na osnovu sila i pomeranje slobodne glave Sipa, mogu se odrediti elementi matrice
fleksibilnosti Sipa i tla, prema sledeéim izrazima:

-3
Foo =S = 428107 5451073 mymN
Qs 0.800
-3
Ht:%:%zl.zg-lo* m/MN

—_— . _3
Fy = :% ~-570-10"2 m/MNm

M
p— . _3
O _ZL18107  570.1072 rad/MN

Frp=
0~ 1 0.02
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-3
Fuo _Ow _756°10 75y 4072 rad/MNm
M 0.15

Matrica fleksibilnosti i matrica krutosti Sipa i tla glasi:

Fos 0 0 5.35-10°° 0 0
[F]=| 0 Fy Fpyl= 0 12910  -570.10 2
0 Tw Fue 0 ~5.70-1072 5.04-10 2

18692 0 0
[K.]=[F.]"=| o 1550 17.52
0 1752 3966

Kontrola proracuna ¢e se izvrsiti mnozenjem matrice krutosti tla [K.] sa vektorom pomeranja
{U.}. Za rezultat treba dobiti sile na glavi Sipa date na slici 11.11.

§=4.29-10%m
t=ty +ty =257-10 > -853-10 °=-596-10"° m
0=01 + 0y =—1.14-10"° +7.56-10 % =6.42-10° rad

{RL}=[KL]{UL}

Q 18692 O 0 4.29 0.80
Ty=| O 15.50 17.52 |1-5.96 }107% =40.02 zadovoljava !
M 0 1752 39.66 || 6.42 0.15

Na osnovu rezultata probnog opterecenja, koristeci prethodni postupak, odredena je realna
matrica krutosti Sipa i tla u podruéju radnih opterecenja. Ovakav postupak daje pouzdanije
rezultate od indirektnog odredivanja matrice krutosti na osnovu modula reakcije tla koji su
priblizne/korelativne veli¢ine. Probno opterecenje implicitno obuhvata specificnosti lokacije
(anizotropija, nelinearnost i nehomogenost tla, nacin ugradnje Sipa, krutost Sipa, raspored i
dimenzije Sipa i dr.) Sto se ne moZe obuhvatiti analitickim putem. U nedostatak probnog
opterecenja Sipa, spada kompleksnost, visoka cena (model u razmeri 1:1), sloZzena oprema za
merenje i stru¢na radna snaga.
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BROJNI PRIMER - 11.2

Na slici 11.12 je poprecni presek trakastog temelja obalnog zida. Temelj zida je kruta
naglavnica na Sipovima. Optereéenje potpornog zida je redukovano u teZiSte naglavnice.
PoduZno rastojanje Sipova (upravno na ravan crteza) iznosi B, =2.0m. U poprecnom preseku,
naglavnica je oslonjena na tri AB Sipa dimenzija 0.4/0.4/15.2m. Medusobno rastojanje Sipova
je takvo da se moze zanemariti njihovo medusobno dejstvo na nosivost i pomeranja. Sipovi su
ukljesteni u naglavnicu. Tlo oko naglavnice je homogeno po dubini. Prose¢an horizontalni i
smicuéi modul reakcije tla iznosi kn=17.25 MN/m3i k:=8.63 MN/m3, a modul reakcije tla u bazi

Sipa kp=460 MN/m3. Potrebno je izracunati:

1) Pomeranje krute naglavnice u,w,0.
2) Sile i pomeranja glave Sipa Q,T,M i s,t,0.
3) Izracunati priblizne sile u Sipovima zanemarujuéi uticaj tla uz omotac Sipa i
ukljestenje Sipa u naglavnicu. Komentarisati rezultate pod 2) i 3).
P, =1.1MN/m
E:O.lMN/rrr\ |\7|O:O.68V%Nm/m
\i “> Kkg=8.63MN/nf
; kp=17.25MN/nf
Ep=21.0GN/n?
@® L=15.2m
i B,=2.0m
0.6
f
kg=460.OMN/n? | L 6
Yz
Slika 11.12  Dispozicija opterecenja grupe Sipova preko krute naglavnice
Sip koordinate glave Sipa koordinate baze Sipa podaci o nagibu Sipova
x (m) z(m) X (m) z (m) coso sino
1 -3.10 0.00 -7.91 14.42 -0.3164 0.9487
2 0.60 0.00 0.60 15.20 0.0000 1.0000
3 3.00 0.00 5.98 14.91 0.1961 0.9806
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1) Resenje:

Opterecenje naglavnice u koju je uklju¢ena i sopstvena teZina, data je po m? u pravcu osey,
odnosno upravno na ravan crteza. Sipovi su u pravcu ose y na medusobnom rastojanju od
B,=2.0m. Da bi se dobilo optereéenje grupe Sipova u ravni crteza, potrebno je optereéenje po

m? naglavnice pomnofZiti sa rastojanjem Sipova B,.

- Proracun karakteristicnih parametara Sipova

4 2
£, =, ~210002%" -
12 12

E,A=21000-0.4> =3360.0 MN

44.8 MNm?

) S=4d=4-04=16m

k 6-1.
4, = [KS 2\/86 L8 _ooe41m™, 4L -00641-152=0974
VEpA V33600

k,d .
A= o nS = HT204 g pugmt 4L =0443-152=6733
4E, | 4-44.8

- Proracun elemenata matrice krutosti Sipa i tla u lokalnom koordinatnom sistemu:

Q,/Q=021

A E A E,A
f=115=> Kog = — :ﬁ d

e f T f

=0.847-221.05=187.25 MN/m

A(4L)=10 = Ky =K, =kd/4, =17.2-0.4/0.443=15.58 MN/m

B(4L)=10 = Ky =Ky, =k,d/247 = 17.2-04/(2-0443%)=17.58 MN/m
Kry = Kry, =kyd/247 = 17.2.0.4/(2-0.443%) =17.58 MNm/r

C(A4L)=10 = Ky, =Ky, =kd/24} =17.2.0.4/(2-0.443") =39.69 MNm/r

Ke O 0 [187.25 0 0
[K]=| 0 Ky Ky |= 0 1558 17.58
0 Ky Ky 0 1758 39.69

- Matrica [K] krutosti sistema naglavnica—Sipovi-tlo

AK =Ko — Ky
—187.25-15.58 =171.68 MN/m
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Ky = 4K cos® a + Ky,
=171.68(0.3162% +0.1961°) +3.0-15.58=70.502 MN/m

ki, = AKcosasina
= 171.68(—0.162 -0.9487+0.1961 - 0.9806) =-18.491 MN/m

kyg =D AKcosa(zcosa —xsina)+ K,z + K, sina
=171.680[ —0.3162 (3.10 - 0.9487 ) +0.1961(~3.0 - 0.9806 ) | +
+17.58 (0.9487 + 1.0 +0.9806 ) = — 207.213 MN/r

ky =Y AKsin?a + Ky,
=171.68 (0.9487% +1.02 +0.9806 %) + 3. 15.8 =537.989 MN /m

kys =D AK sing(zcosa — xsina) — Kyx — Ky cosar
=171.68[0.9489-3.10-0.9487 —1.0-0.6 - 1.0 —0.9806 - 3.0 - 0.9806 |
—15.58(-3.1+0.6 +3.0) —17.58(~0.3162+0.1961) = — 124.933 MN/r

kes =Y AK (xsina - zcosa)” + Ky, (X +2°)+ (Kpp + Ky )(z8ina + xcosa ) + Ky,
~171.68[ (-3.1:0.9487)" +(0.6-1.0)° +(3.0-0.9806 )" | +

=15.58(3.1° +0.6” +3.0°) + (17.58 +17.58)(3.1-0.3162 + 3.0 -0.1961) + 3-39.69
=3502.014 MNm/r

Ky Ky K 70502 -18.491 -207.213
[K]=|ky Ky Ky |=| 18491 537.989 -124.933
ky, ki, ky| |-207.213 -124.933 3502.014

Pomeranje naglavnice ¢e se odrediti za koordinatni pocetak 0, na osnovu matrice krutosti [K] i
optereéenja {P} na duZini koja odgovara rastojanju Sipova upravno na ravan crteza, odnosno
od duzini By=2.0m.

u 17545 0853 1.071]( 020] [ 3.94-10°] m
{Ul=1wi=[K]"{P}=10"| 0853 1.919 0119 |{ 220{={ 423-10°} m
0 1.071 0.119 0354 |(-136) |-525-10°] r
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2) Resenje:

- Pomeranja glave Sipa u lokalnom koordinatnom sistemu

s| [cosa sina —xsina+zcosa ||u

tr=|sina —cosa xcosa+zsina |{w : U t=[TH{u}
0 0 0 1 0

s -0.3162  0.9487 29409 3.94-10°° 2.75-10°°

tr =| 09487 03162 09803 ¢ 4.23-10° =4 507-10°} (m,rad)
0), 0 0 1||-5.25-10°| |-5.25-10"°

w

[0.0000 1.0000 -0.6000][ 3.94-10°° 423-10°
1.0000 0.0000  0.0000 |{ 4.23-10° =1 3.94-10°} (m,rad)
-5.25-10°| |-5.25-10"°

Q
Il

o

o

[y

s [0.1961 0.9806 -2.9417( 3.94-10° 4.94.107
tr ={0.9806 -0.1961 0.5883 |1 4.23-10°;=< 3.03-10°(m,rad)
6], 0 0 1]|-5.25-107 -5.25-10"°

- Sile na glavi Sipa u lokalnom koordinatnom sistemu

Q Kes O 0 S
Th=[ 0 Ko Ky [th o RIS[KJU
M 0 K Kuo 0

Q 187.25 0 0l( 2.75-107° 0.515
= 0 1558 1758 |4 5.07-10°:=40079;  (MN, MNm)
1

0 1758 39.69||-525-10°] [0.089
[187.25 0 0][ 423-10°] ([0.791
= 0 1558 1758 |4 3.94:10°:=40.061; (MN, MNm)

Q
T
M|, | 0 1758 39.69||-5.25-10°) [0.069

[187.25 0 ol[ 494-107°
= 0 1558 1758 |{ 3.03-107°}=
0 17.58 39.69||-5.25-107°

0.923
0.047} (MN, MNm)
0.053
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- Kontrola globalne ravnoteze prema jednacini (11.12)
> X =>(Qcosa+Tsina), —P, =0
0.515- (—0.3162) +0.079-0.949 +0.061+0.923-0.1961+0.047 -0.981-0.2 =0.0
>'Z=3%(Qcosa-Tsina) —P, =0
0.515-0.9487 +0.079-0.3162 +0.791+0.923-0.9806 +0.047 ~(—0.981) -2.2=00
> M= Z[M +(Qcosa +Tsina), z,—(Qcosar —Tsiner), X ] M, =0

0.089 +0.069 +0.053 —(0.515 -0.9487 +0.079 ~0.3162)(—3.1) —(0.791)0.6 -
—(0.923-0.9806 +0.047 -(-0.981))3.1+(~1.36) =0.0
3) Resenje:
U pribliznoj analizi se zanemaruje tlo duz omotaca Sipa i ukljestenje Sipova u naglavnicu.
Pretpostavlja se da su Sipovi zglobno vezani za naglavnicu i zglobno oslonjeni u bazi. Na taj
nacin se Sipovi svode na proste Stapove koji prenose samo aksijalne sile. Kontrola staticke
odredenosti sistema za n=6 stepeni slobode (n=broj ta¢aka), za broj Stapova Zs =5, broj krutih

uglova Z =1, broj oslonaca Z,=6 i broj ukljeStenja Z,=0, glasi:
Zs+Zy+Zo+Zy=2n = 5+1+6+0=2n 12=2-6
Posto je sistem staticki odreden, sile u Sipovima se mogu odrediti iz uslova ravnoteze:
ZQi cosg; =P, = Q,(-0.3162) +Q, -0 +Q,0.1961=0.20
> Qsing; =P, = Q09487 +Q,1+Q,0.9806 =2.20
ZQi singx, =M, = Q,0.9487(-3.1)+Q, 0.6 + Q;0.9806 - 3.0 = — (- 1.36)
-0.3162 0 0.1961|(Q, 0.20 Q, -8.49 0.515

0.9489 1 09806 |1Q,r =4 220} = Q,r=9 22.61;#40.791 (MN)
-2.9416 0.6 2.9418||Q, 1.36 Q, -12.64 0.923
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Ako se sile dobijene prema upros¢enom postupku, uporede sa silama dobijenim na osnovu
Vinkler-ove metode, mogu se konstatovati neprihvatljivo velike razlike, koje u konkretnom
slu¢aju ne opravdavaju primenu uproséene metode.

Na slici 11.13a je prikazana dispozicija Sipova za uproséen postupak proracuna. Zadato
opterecenje vertikalnom silo, horizontalnom silom i spregom sila, moZe se svesti na
ekscentri¢nu i kosu silu P (prikazano isprekidanom linijom).

a) b)

z
=
Te}

iE

1
N
-
o

Slika 11.13 a) Dispozicija Sipova za uproséenu metodu proracuna b) Poligon sila (Cullman)

Na slici 11.13b je prikazan poligon sila sa rezultatom grafickog postupka prema Cullman-u.
Zbog ogranicene veliCine crteza, postupak nije prikazan na planu polozaja sila (Slika 11.13a).

U udZbenicima iz fundiranja, moze se naci velik broj prakti¢nih primera fundiranja na manjoj
grupi Sipova povezanih krutom naglavnicom (vidi Osnovi Fundiranja), gde se sile odreduju na
osnovu uprosSéene metode.

Kada omotac Sipa prolazi kroz slabo nosive slojeve, odnosno kada je nosivosti omotaca Sipa
zanemarljiva, Sipovi su u statickom smislu stojeci jer prenose optereéenje iskljucivo bazom. U
tom slucaju, sile u Sipovima se mogu relativno tacno odrediti na osnovu upros¢ene metode.
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PRIBLIZAN PRORACUN SIPA U VINKLER-OVOJ SREDINI

U opstem slucaju, kada je horizontalni modul reakcije tla proizvoljno promenljiva veli¢ina po
dubini, moZe se primeniti neka od pribliznih numeri¢kih metoda, kao npr. metoda konacnih
razlika (MKR) ili metoda konacnih elemenata (MKE). Osim promenljivog modula reakcije tla
po dubini, numericke metode omoguéavaju uvodenje nelinearne zavisnost izmedu
kontaktnog napona i pomeranja.

Kod vertikalno opterecenog Sipa, nelinearna zavisnost se uvodi preko tzv. t-z a kod
horizontalno opterecenog Sipa p-y funkcije. Nelinearnost ima prvenstveno velik uticaj na
ponasanje horizontalno opterecenih Sipova, jer se na maloj dubini, ve¢ pri vrlo niskim
opterecenjima pojavljaju plasti¢ne deformacije tla usled iscrpljenja njegove nosivosti. Pomocu
p-y funkcije, koje se odreduju teorijski i eksperimentalno, mogu se aproksimirati
deformacijske karakteristike tla kako pri statickom tako i dinami¢kom ili ciklickom
opterecenju. To je vrlo korisno kod projektovanja Sipova za objekte izloZzene povremenom ili
ciklicnom opterecenju, kao npr. dejstvu talasa, vetra, udarnom dejstvu leda i sl. (offshore
platforme, pristanista, vetrogeneratori). Posto je jednostavnija za primenu, prikazace se samo
MKR. Na slici 12.1 je prikazana diskretizacija Sipa za vertikalno i bocno opterecenje
(horizontalnom silom i momentom), sa oznakama ¢vorova za primenu MKR.

2 _ . _
a) ; iQ B b) 2 < c) -2 i of
;7977;,77,,_.9_;( Hlgy 120 2
i 14
2 B 2+
o K B
ffr Epl ]
% T‘?T = K, ©
I Pl
n-1 e n-1 n-1
JLUNSL I g n & € n & 1
n+1 ﬁ 2 n+1 + oﬁ n+1 + -
;z n+2 # U—— n+2 + -
Yz Yz

Slika 12.1 a) Vertikalno opterecen Sip
b) Bo¢no optereéen Sip — slobodna glava, c) Bocno opterecen $ip — Ukljestena glava
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12.1 Sip optereéen aksijalnom silom

Ako se diferencijalna jednacina aksijalno optere¢nog Sipa (11.1a) napiSe u diferencnom obliku
za proizvoljnu tacku "i” dobija se sledeci izraz:

d?w Sc’k
E,A— =Sk () w=0 = E,AW_; —2w +W ; —— W |=0 (12.1)
dz EpA
gde je: S, EtA = obim i aksijalna krutost Sipa
k«(z) =smicuci modul reakcije tla duz omotaca Sipa u MN/m?3

Grani¢ni uslovi za glavu i bazu Sipa su odredeni na osnovu ukupne sile Q koja deluje na glavi
Sipa (Slika 12.1a) i komponente ukupne sile Qy,=ApksW, koja deluje u bazi Sipa (A je povrsina
baze Sipa, a ky, je modul reakcije tla ispod baze Sipa).

dw —Wi_g + W,
F(z)=-E,A— = F=-E A—=t i+l 12.2a
(2) L [ p 2 ( )
Fo= Qo B, AT Ly oy 2 (12.2b)
E,A
Fo =Qp = AckyW, :_EpAM = Wnyg =Wpg 2cko Wh (12.2¢)
2¢ E A

Diferencna jednacina za tacku i=0, nakon uvodenja grani¢nog uslova 12.2b, glasi:

Sc?k
E —2W, + 2w, — LWy |=—2
pA{ b 1T E A oj Q

p

Diferencna jednacina za tacku i=n, nakon uvodenja grani¢nog uslova 12.2c, glasi:

2
E, 2anl—2wn—sc—kf 1—2—A‘“k—b w, |=0
E,A Sc k,

Ako se diferencna jednacina (12.1) napiSe za sve cvorne tacke i=0,1..n, grupisanjem
koeficijenata uz nepoznata pomeranja, dobija se slede¢a matri¢na jednacina:

Ep‘{[D]+ :C; [ffkr]}{w}= P K, Jw}=1{P} (12.3)

2 1 i=0,..n-1
[Kp]=EpA[[D]+ se [:k,]} fl Ak

EpA Sck.
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U jednacini 12.3, dijagonalna matrica [k:] moZe imati proizvoljne vrednosti u zavisnosti od
deformacijskih karakteristika tla koje se menjaju duz omotaca Sipa. Matrica diferencnog
operatora i vektor opterecenja za vertikalno optereéen Sip su:

-2 2 2Q
1 -2 1 0
1 -2 1 0

1 -2 1 0

1 -2 1 0

[D]= 1 -2 1 {P}=1 0
1 -2 1 0

1 -2 1 0

1 -2 1 0

1 -2 1 0

i 2 -2| 0

12.2 Sip optereéen horizontalnom silom i momentom

Kod bocno opterecenih Sipova, po pravilu se mogu javiti dva karakteristicna slucaja, u
zavisnosti od granic¢nih uslova (Slika 12.1b i 12.1c).

Ako je glava Sipa slobodna, tada su granic¢ni uslovi po silama, odnosno transverzalna sila i
moment savijanja na glavi Sipa moraju biti jednaki horizontalnoj sili i momentu koji deluje na
glavi Sipa. Ako je obrtanje glave Sipa spreceno (ukljestenje), tada su granicni uslovi meSoviti,
po silama i pomeranjima, odnosno transverzalna sila je jednaka horizontalnoj sili koja deluje
na glavi ipa a obrtanje glave $ipa je nula. Sto se ti¢e baze %ipa, na njoj su grani¢ni uslovi
identi¢ni kao kod grede sa slobodnim krajevima, odnosno homogeni po silama.

Diferencijalna jednacina Sipa u Vinklerovoj sredini, koji je na glavi opterecen horizontalnom
silom i momentom, glasi:

4
E,l ‘;Zf =—q(2). a(z)=d -k, (2)-u (12.4)
gde je: q = kontaktni napon duZ Sipa u kN/m
E,l = krutost Sipa na savijanje L na pravac pomeranja u
d = dimenzija Sipa u pravcu L na pravac pomeranja u
kn(z) = horizontalni modul reakcije tla duz omotaca Sipa
u = horizontalno pomeranje Sipa

Jednadina (12.4) je sli¢na jednacini (3.1) grede na Vinklerovoj podlozi, s tom razlikom sto je
aktivno optereéenje p(z) duz ose Sipa jednako nuli. U diferencnom obliku, za proizvoljnu tacku
i jednacina glasi:



148 FUNDIRANJE — INTERAKCIJA KONSTRUKCHE I TLA

E | Ui_p —4Uj_3 +6U; —4Uj,q + Uiy,

p C4

+d‘kh‘ui =0 (125)

Diferencna jednacina se moZe napisati za sve tacke Sipa i=0,..n stim $to se fiktivna pomeranja
u tackama i= -2 i i= -1 moraju odrediti na osnovu grani¢nih uslova na glavi Sipa. Glava Sipa
moZe biti slobodna — slobodno pomerljiva ili ukljestena.

Bez obzira na grani¢ne uslove na glavi Sipa, granicni uslovi u bazi su identi¢ni kao kod
temeljnog nosaca sa slobodnim krajevima, odnosno:

u,, —2u, +Uu,,,

M, =-E,l % =0=u,,=2u,-u,, (12.6)
—U, ,+2U,;, —2U,,; +U,,,

T, =—-E 11— L e =0=u,,=U,,—2U,,+2U,,,

" P 2¢? (12.7)
Uy = 4un _4un—1 +U,

12.2.1 Slobodna glava Sipa

Na slici 12.1b je prikazana diskretizacija Sipa i optereéenje na glavi Sipa koja je slobodno
pomerljiva. Prema usvojenoj konvenciji, pozitivha horizontalna sila deluje u pravcu pozitivhe
ose x (na desnu stranu), dok pozitivan moment (spreg sila) deluje suprotno od smera obrtanja
kazaljke na satu. Pozitivho pomeranje je u smeru +x a pozitivan nagib 0 elasti¢ne linije je u
pravcu I-lll kvadrant (mereno od ose z suprotno od smera kretanja kazaljke na satu). Moment
savijanja i granicni uslov na glavi Sipa glasi:

d?u
M(Z):_EPIF’ M(O):Mo
u, —2u, +u, c® M,
i e R S (12.8)

Transverzalna sila i grani¢ni uslov na glavi Sipa glasi:

d3u
T(D)=-Epl—, T(0)=H
P e
- 2u, -2 s
“E,l u,+ u_13 u1+u2=_H:> u_2=2u_1—2u1+u2—20 H
2c ol
3 M 3
u,=22u,-u, - ¢ Yo -2u, +u, 2 |
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8 M
u, =4u, —4u, +u, — 2 H+—2 (12.9)
E,l c

Diferencna jednacine savijanja Sipa (12.5) za ¢vorne tacke i=0 i i=1, nakon smene fiktivnih
pomeranja u.; i U (prema izrazima 12.8 i 12.9)i sredivanja, glasi:

. E,l 4 M

i=0 == 2u0—4u1+2uz+dikhu0 =2H-—2 (12.10)
c = c
E, I 4

i=1 £ —2u0+5u1—4u2+u3+dehu1 _M, (12.11)
c? E,l c

Diferencna jednacdine savijanja Sipa (12.5) za ¢vorne tacke i=n-1 i i=n, nakon smene fiktivnih
pomeranja Un i Uns (prema izrazima 10.6 i 10.7) i sredivanja, glasi:

. E,l dc’
i=n-1 —5| Uy s —4U, , +5U, , —2u, +——Kk.u,, =0 (12.12)
c E,l
. E,l dc’
I=n C_S 2Un72 —4Un71 + 2Un +Ekhun =0 (1213)
p

Konstantni koeficijenti uz nepoznata horizontalna (bocna) pomeranja Sipa, formiraju
elemente matrice diferencnog operatora [D], koja je identi¢na matrici diferencnog operatora
za temeljnu gredu na deformabilnoj podlozi. U matricnom obliku, jednacina savijanja Sipa
glasi:

SohEwll-pl ol w210

p

Mnotzitelj vektora pomeranja na levoj strani jednacine 12.14 je matrica krutosti Sipa i tla [Kp]
a desna strana jednacine je vektor opterecenja {P}.

U jednacini 12.14, dijagonalna matrica [ks] moZe imati proizvoljne vrednosti u zavisnosti od
deformacijskih karakteristika tla koje se menjaju duz omotaca Sipa.

Matrica diferencnog operatora i vektor opterecenja za poprecno opterecen Sip sa slobodnom
glavom, glase:
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12.2.2 Ukljestena glava Sipa

Na slici 12.1c je prikazana diskretizacija Sipa i opterecenje na glavi Sipa Cije je obrtanje
spreceno (ukljestenje). Prema usvojenoj konvenciji, pozitivna horizontalna sila deluje u pravcu
pozitivne ose x (na desnu stranu), dok spoljni-aktivni moment My jednak nuli. Pozitivno
pomeranje je u smeru +x a pozitivan nagib 6 elasticne linije je u pravcu I-lll kvadrant (mereno
od ose z suprotno od smera kretanja kazaljke na satu). Nagib elasti¢ne linije i grani¢ni uslov na
glavi Sipa glasi:

0(z) = ﬂ , 6(0)=0
dz
—-u_, +u
#:0 = u,=u, (12.15)
Transverzalna sila i grani¢ni uslov na glavi Sipa glasi:
d3u
T(2)=-Epl—, T(0)=H
p dZ3
_ _ 3
e N VI AT I TRy
2c E,l
3
u_, :—ZLH +U, (12.16)
p

Diferencna jednacine savijanja Sipa (12.5) za ¢vorne tacke i=0 i i=1, nakon smene fiktivnih
pomeranja u. i U, (prema izrazima 12.15i 12.16) i sredivanja, glasi:
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Epl dc4

i=0 —5—| 6Ug —8Uy +2u, + ——KkUy |=2H (12.17)
c Epl
Epl dc*

i=1 —| —4uy +7u; —4uy +uz + ——Kkpuy =0 (12.18)
3 E,l

Konstantni koeficijenti uz nepoznata horizontalna (bo¢na) pomeranja Sipa, formiraju
elemente matrice diferencnog operatora [D].U matricnom obliku, jednacina savijanja Sipa
glasi:

(12.19)

E,|

E,l dc?
_ P
ol 2 ol 5k
Jednacina Sipa sa ukljestenom glavom je sli¢na jednadi 12.14 za Sip sa slobodnom glavom.
Razlika je u matrici diferencnog operatora [D] i vektoru opterecenja {P}. Matrica diferencnog
operatora i vektor opterecenja za poprecno opterecen Sip sa ukljeStenom glavom, glase:

6 -8 2 2H
-4 7 -4 1 0
1 -4 6 -4 1 0
1 -4 6 -4 1 0

1 -4 6 -4 1 0

[D]= 1 -4 6 -4 1 APl=10
1 -4 6 -4 1 0

1 -4 6 -4 1 0

1 -4 6 -4 1 0

1 -4 5 -2 0

2 -4 2| 0
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BROJNI PRIMER - 12.1

Celi¢ni Sip @610mm, duzine L=16.0m, pobijen je u re¢no dno. Poprecni presek Sipa je
A=188cm?, moment inercije 1=84680cm*, otporni moment W=2778cm3 a dozvoljeni napon
savijanja os40p=16kN/cm?. Re¢no dno je srednje zbijen pesak (n,=9.0 MN/m3). DuZina Sipa u
re¢nom dnu je 10.0m. Horizontalna sila na glavi Sipa iznosi T=100 kN. Koriste¢i MKR, za
podelu Sipa na n=10 delova, za varijantu da je glava Sipa slobodna ili ukljestena, odrediti: a)
pomeranja po MKR i po Barber-u i presecne sile duz Sipa po MKR, b) Maksimalni ra¢unski
napon savijanja u Sipu, c) Matricu krutosti Sipa.

Resenje:
a) Duz gornjeg dela Sipa od 0.0-6.0m koji prolazi kroz vodu, elementi matrice krutosti [kn]
su jednaki nuli. Na donjem delu Sipa od D=6.0-16.0m, elementi matrice krutosti [kn]
su odredeni prema izrazu kn=nn(z/d).

Elementi transponovane matrice [kn]" u MN/m?3 i opterecenja {P} u kN glase:

[kn]"= | 0 0 0 0 5.91 29.53 53.15 76.77 100.39 124.02 147.64|

{P}7= | 200.00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 of

Na osnovu jednacine (10.14), matrica krutosti za slobodnu glavu Sipa [K;] glasi:

86.83 -173.66 86.83
-86.83 217.08 -173.66 43.42
43.42 -173.66 260.49 -173.66 43.42
43.42 -173.66 260.49 -173.66 43.42
43.42 -173.66 266.25 -173.66 43.42
[Kp]= 43.42 -173.66 289.29 -173.66 43.42
43.42 -173.66 312.33 -173.66 43.42
43.42 -173.66 335.37 -173.66 43.42
43.42 -173.66 358.41 -173.66 43.42
43.42 -173.66 338.04 -86.83
86.83 -173.66 230.83

Na osnovu jednacine (10.19), matrica krutosti za ukljestenu glavu Sipa [K;] glasi:

260.49 -347.32 86.83
-173.66 303.91 -173.66 43.42
43.42 -173.66 260.49 -173.66 43.42
43.42 -173.66 260.49 -173.66 43.42
43.42 -173.66 266.25 -173.66 43.42
[Kp]= 43.42 -173.66 289.29 -173.66 43.42
43.42 -173.66 312.33 -173.66 43.42
43.42 -173.66 335.37 -173.66 43.42
43.42 -173.66 315.00 -86.83 43.42
43.42 -173.66 338.04 -86.83
86.83 -173.66 230.83
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Pomeranje (103m) Nagib (103 rad)
50 0 50 100 150 200 25 20 -15 -10 5 0 5
0.0 A 0.0 4
39.75 147.57 -23)53 0.00
36.45 109.92 -22.81 -3.40
2.0 2.0 /
28.85 74.58 -20.65 f -5.37
4.0 4.0
/
19.26 43.84 -17.05 -5.90
6.0 6.0 N
9.9 20.02 \12.01 -4.98
8.0 332 5.40 8.0 36
0.25 1 -0.35 -1.18
10.0 10.0
-0.45 l -1.18 -0.18
12.0 12.0
032 1 -0.60 033 1§ 011
14.0 14.0
-0.09 11 -0.13 MKR-SG o MKRSG 0.23 0.11
005 | 013 e MKR-UG e MKR-UG 0.16 | 0.09
16.0 16.0
Moment savijanja (kNm) Transverzalna sila (kN)
800 -600 -400 -200 O 200 400 600 150 -100  -50 0 50 100 150 200
0.0 1A 0.0
.00 45841 -100.00
160.00 298.41 -100.00
2.0 4 2.0
-320.0 / 138.41 + -100.00
4.0 7/ 4.0
-480.00 / -21.59 -100.00
6.0
7124 \ 42585
8.0 > 93.13
-341.99\ \ -164.40 59.78 x i 161,94
10.0 10.0
N / /
-97.30 -58.28 49.45 / 108.87
12.0 12.0
/
6.41 /Y -6.16 20.0 35.20
14.0 14.0
— MKRSG 1534 14 575 1.93 . -2.00 & MKR-SG
=#=MKR-UG | 000 || 0.0 000 | 000| T MKRUG
16.0 16.0 ! !

Slika 12.2 a) Pomeranja duZ Sipa {u}i {6} b) Presecéne sile duz Sipa {M}i{T}
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b) Maksimalni racunski napon u Sipu na savijanje

Maksimalni moment savijanja u Sipu sa slobodnom glavom iznosi oko Mpx=650kNm a sa
ukljestenom glavom oko Mpax=250kNm. Maksimalni napon na savijanje za Sip sa slobodnom i
ukljestenom glavom iznosi:

Mmax :MZZ:SAKN/CmZ > 0

(o3 =
MW 2778

=16.0 kN/cm?

s,dop

o, =M 250-100 g 41N /em? < &
’ W 2778

=16.0 kN/cm?

s,dop
Pomeranje i obrtanje Sipa u nivou terena (re¢nog dna) prema Barber-u:

E,l =210.0-10%-8.468 10 * =177.828 MNm®

L=s|-M 25l 20 100-5506>4
E,| 177.828

__ 24T 16T-e _ 24010  16-010-6
© 0, 1Pt (B, 1P 9°°177.83  9°4177.83°°

t, =259-10° m

0. - 1.6T 1.74T -e 1.6-0.10 1.74.0.10-6
) = — —

(nh)o.A (Epl)o.e - (nh )o.z (Epl)o.s = 9°4177.83%¢ 9%6177.83%

6, =—13.6-10"° rad

Na pomeranje i obrtanje Sipa u nivou terena, treba dodati uticaje konzolnog dela Sipa iznad
re¢nog dna, visine h=6.0m, usled sile T=0.1 MN, prema slede¢em izrazu:

3 3
t=t, _90h+;L=25.9.10—3 +136-107° .6 + 0.10-6

— —  =1480-102%m
E,l 3.177.83

2
0=0,+ " _136.10° -
2E |

p

0.10-67

———=-237-10"° rad
2-177.828

Dobijene vrednosti su prose¢no veée za oko 0.5% u odnosu na vrednosti po MKR.
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c) Matrica krutosti Sipa:

Za proracun grupe Sipova povezanih krutom naglavnicom, neophodno je odrediti matricu
krutosti Sipa [K.] u lokalnom koordinatnom sistemu. Za Sip u homogenom tlu sa konstatnim
modulom reakcije k- i kn duZ Sipa, matrica krutosti se moZe odrediti direktno, prema izrazima
11.4, 11.6, 11.7, dok se za Sip sa proizvoljnom promenom modula reakcije duz Sipa, matrica
krutosti moze odrediti preko matrice fleksibilnosti.

Usled jedini¢ne horizontalne sile T=1MN u nivou glave Sipa, koja deluje u pozitivnom smeru
ose X, horizontalno pomeranje i obrtanje glave Sipa iznosi st =1.4757 m/MN i 0 = -0.2353
rad/MN.

Usled jedinicnog momenta M=1MNm u nivou glave Sipa, koji deluje suprotno od smera
obrtanja kazaljke na satu, horizontalno pomeranje i obrtanje glave Sipa iznosi sy =-0.2353
m/MNm i Oy = 0.0513 rad/MNm.

Dobijena pomeranja i obrtanja, mogu se prikazati matricom fleksibilnosti [F.]

Fos 0 0
[F.]= 0 14757 -0.2353

0 -0.2353 0.0513
Matrica krutosti Sipa pretstavlja inverznu matricu fleksibilnosti, i iznosi:
l/FQS 0 0
K ]=[F.]" = 0 25170 115362
0 115362 72.3529

Posto su vandijagonalni elementi u 1 redu i koloni matrice fleksibilnosti jednaki nuli, elementi
matrice krutosti se mogu odrediti inverzijom submatrice, ciji se elementi nalaze u presecima 2
i 3 reda sa 2 i 3 kolonom, dok se element matrice krutosti Kqs moZe dobiti direktno kao
reciprocna vrednost elementa matrice Fqs.
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12.3 Sip u nelinearnoj Vinkler-ovoj sredini

Kao Sto je ved prethodno istaknuto, granicni otpor tla uz omotac Sipa se dostize pri relativno
malim pomeranjima. Kod Sipa opterecenog aksijalnom silom, otpor tla uz omotac se iscrpljuje
pri smicanju Sip-tlo reda veli¢ine 0.5% od precnika Sipa, pocev od povrsine terena prema
dubini. Kod baze Sipa, lom je drugaciji jer se nosivost iscrpljuje pri znatno veéim pomeranjima,
reda 10-20% precnika Sipa. Kod bocno opterecenog Sipa, relativha pomeranja pri iscrpljenju
nosivosti su slicnog reda kao kod smicanja kontakta Sip-tlo pri aksijalnom opterecenju Sipa.

Da bi se uzele u obzir nelinearne naponsko deformacije u tlu i plastifikacija tla oko omotaca
pri nivoima radnog optereéenja Sipa, u praksi je razvijen koncept nelinearnih Vinkler-ovih
opruga. Kod aksijalno opterecenih Sipova je razvijen t-z i Q-z model, a kod bo¢no optereéenih
Sipova p-y model. Ovi modeli odgovora su razvijeni za razli¢ite tipove tla u uslovima statickog i
ciklickog optereéenja i ugradeni su u velik broj komercijalnih softvera. U narednim poglavljima
e se zbog Siroke primene ovih modela, ukazati na njihove osnovne karakteristike.

12.3.1 Aksijalno opterecen Sip ( t-z i Q-z krive )

Krive t-z i Q-z su numericki modeli, koji su prvi put razvijeneni za potrebe fundiranja naftnih
ofSor platformi, koje moraju biti osposobljene za prijem velikih statickih i ciklickih aksijalnih
opterecenja. Aksijalna nosivost Sipa, kao Sto je poznato, pretstavlja zbir otpornosti na trenje
duZ omotaca i otpora u bazi Sipa. Odnos izmedu mobilisanog otpora na trenje duz omotaca
Sipa i lokalnog aksijalnog pomeranja Sipa na bilo kojoj dubini, opisuje se pomocu t-z krive.
Veli¢ina t ima dimenziju [kN/m] i pretstavlja angaZovano trenje po obimu Sipa, dok veli¢ina z
u [m] pretstavlja relativno vertikalno pomeranje kontakta Sip-tlo. Sli¢no tome, odnos izmedu
mobilisanog otpora u bazi Sipa i sleganja baze Sipa, opisan je pomoc¢u Q-z krive. Q ima
dimenziju sile [kN] i pretstavlja angaZovan otpor tla u bazi Sipa, a z je vertikalno pomeranje
baze Sipa. Postoji velik broj preporuka za t-z krive, a jedan od karakteristi¢nih oblika prema
API RP2A, prikuje slika (12.3a) za gline i (12.3b) za pesak.

a) b) A
tmax tmax
O e G — - 1.0
tres_ 09 tmax
0.8 Podrugéje t,.s za gline 0.8
x tres= 0.7 1, x
] L res max ] L
gos gos6
- +
-~ ~
At -
0.4 0.4t
0.2H 02}
0.0 L L L L > 0.0 1 1 |
0.0 001 002 003 004 0.5 0.0 2.5 5.0
z/d z (mm)

Slika 12.3  a) Skica t-z krive za gline  b) Skica t-z krive za peskove
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Aksijalna nosivost Sipa usled trenja okolnog tla i aksijalna deformacija baze Sipa, sastoji se od
4 komponente: elasticne deformacije Sipa, elasticne deformacije tla, plasti¢ne deformacije tla
i plasticnog smicanja Sip-tlo. Svrha t-z krive je modelovanje poslednje tri komponente. Q-z
kriva modeluje elasto-plasti¢ne deformacije tla oko baze Sipa. Elasti¢na deformacija Sipa nije
direktno vezana za karakteristike tla ve¢ se modeluje kao aksijalno napregnut stapni element.

U proslosti, t-z krive su bile zasnovane direktno na eksperimentalnim dokazima koje su dali
Coyle and Reese (1966). To je dovelo do usvojenog standarda, da se vrSna ¢vrstoéa omotaca u
pesku mobilise pri relativnom pomeranju Sip-tlo (Zc) od 2.54 mm (0.1 in€). Za gline, vrednost
je 1% precnika Sipa. Pokazano je teorijski i eksperimentalno, da ¢e oblik t-z krive biti funkcija
duZine i precnika Sipa, krutosti tla i otpornosti omotaca (Kraft et al., 1981).

Kod peskova se koristi elasto-plasti¢ni model otpornosti omotaca, koji se moze adaptirati na
vrsno-rezidualni oblik prema Wiltsie et al. (1982). Kod glina se koristi vrSno-rezidualni oblik
otpora omotaca, pri ¢emu je rezidualni otpor 70-90% vrsnog. Vijayvergiya (1977) ukazuje na
to da se odnos smanjuje sa porastom stepena prekonsolidacije. Odnos t,/tmax zavisi od vise
faktora: naponsko-deformacijske karakteristike i naponska istorija tla, nacin ugradnje Sipa i dr.
Za pouzdanije odredivanje ovog odnosa, vrlo su korisna terenska i laboratorijska ispitivanja.

Za odredivanje Q-z krive, neophodno je probno optereéenje Sipa sa merenjem sile i sleganja
baze Sipa. Medutim, opSte je poznato da se nosivost baze iscrpljuje pri relativno velikom
vertikalnom pomeranju, reda veli¢ine 10-20% od precnika baze Sipa, kako u pesku tako i u
glini. U nedostatku drugih podataka, preporucuje se kriva na slici (4.6) i za pesak i za glinu.

A
1.0 —
0.8 /
x
[
£ /
S 06
O 4
Q
fe)
o
0.4 /
0.2 [
0.0 >
0.0 0.02 0.04 0.06 0.08 01

z/d

Slika 12.4 Prikaz Q-z krive za gline i peskove

U analizi, Sip se deli na male vertikalne segmente, a za svaki segment se kao ulaz daju t-zi Q-z
krive. U zavisnosti od veli¢ine vertikalnog pomeranja Sipa, otpor tla na omotacu iz t-z krive i
otpora u bazi iz Q-z krive se moZe odrediti iterativno. Razvojem numeri¢kih metoda (MKE,
MKR), racunara i komercijalnih softvera, analiza aksijalno optereéenih Sipova zasnovanih na
ovom konceptu je danas najviSe u upotrebi za prakti¢ne proracune.
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Slika 12.5 Mehanicka interpretacija za: a) t-z krive, Q-z krive  b) p-y krive
12.3.2 Bocno opterecen Sip ( p-y krive )

Kao i prethodno opisane krive za aksijalna optereéenja, p-y krive su numeric¢ki modeli koji se
koriste za simuliranje otpornosti tla pri statickom i ciklichom boc¢nom optereéenju. Veli¢ina p
je bocéni otpor tla [kN/m] duz omotaca pri boénom pomeranju Sipa y. U ovoj aproksimaciji, tlo
je predstavljeno nizom nelinearnih opruga, cije se karakteristike menjaju po dubini i vrsti tla.

Ovaj koncept je prvi put razvijen tokom 1940-50 godine, za potrebe izgradnje naftnih ofsSor
platformi, koje su trebale izdrzati velika horizontalna opterecenja od talasa. Najranije
preporuke za p-y krive se mogu pratiti od '50-tih godina proslog veka u radovima Skempton
and Terzaghi. U meduvremenu, predloZene krive su viSe puta izmenjene, a i danas se nalaze u
stalnom procesu usavrsavanja.

Idealno bi bilo da se p-y krive generisu iz terenskih opita bo¢nog opterecenja, na merno
opremljenim Sipovima. U nedostatku eksperimentalno izvedenih p-y kriva, moguce je koristiti
empirijske formulacije koje su predloZene u literaturi za razliCite vrste tla.

0Od '70-tih god. proslog veka, vrsene su dalje modifikacije i poboljSanja p-y koncepta. Umesto
da se krutosti opruge unosi u proracun kao ulazni podatak, prihvaéena je ideja ulazni podatak
za proracun bude kompletna p-y kriva. Tokom proteklog perioda, razvijene su razlicite p-y
krive za razliCite tipove tla, za razlicite tipove optereéenja, koje daju veli¢inu bo¢nog otpora tla
u funkciji bo¢nog pomeranja Sipa.
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Danas postoji velik broj razli¢itih formulacija p-y krive, uglavhom kao empirijski zasnovane
nelinearne veze izmedu parametara Cvrstoce i krutosti tla duz Sipa, koje se mogu meriti u
laboratoriji i na terenu. Generalna podela p-y krivih je prema tipu tla (meka glina, ¢vrsta glina,
pesak, likvifabilan pesak i dr.) i optereéenja (staticka, cikli¢na).

a) b)
1.0~
za X Z Xer
U3 0.72 | _______
p=0.5p.(y/Yc)
1= I~
— 05~ — 05
H i 1/3
; - p=0.5p,(y/y.)
0.72 x/xCT
0.0l w w w w - 0.0} w w w Ly
01 8 0 1 3 15
ylye ylye

Slika 12.6  Tipi¢na p-y kriva:  a) staticko opterecenje  b) Ciklicko opterecenje

U numerickoj analizi, Sip se deli na male vertikalne segmente, a za svaki segment se kao ulaz
daje p-y kriva. U zavisnosti od veli¢ine bo¢nog pomeranja Sipa, bocni otpor tla iz p-y krive se
moZe odrediti iterativnim postupkom. Razvojem numerickih metoda (MKE, MKR) i racunara,
analiza bo¢no optereéenih Sipova zasnovanih na p-y konceptu, danas je najvise u upotrebi.
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PRIBLIZNA ANALIZA INTERAKCIJE GRUPE SIPOVA

Sipovi retko prenose opterecenje pojedinacno, veé¢ u grupi, u kojoj pojedini Sipovi ili grupe
mogu imati razli¢ite pravce, kako bi se bolje prilagodili rezultanti optereéenja. Da bi se
obezbedio zajednicki rad, glave Sipova su medusobno povezane krutom armirano betonskom
konstrukcijom koja se naziva naglavnica. Broj Sipova u grupi moZe biti razlic¢it, od svega
nekoliko Sipova pa do vie desetina. Kada je broj Sipova u grupi mali, kao npr. ispod stuba,
naglavnica se moze smatrati apsolutno krutom. U slucaju veéeg broja Sipova ispod ploce
velikog gabarita, debljina naglavnice je znatno manja od njene duZine ili Sirine, zbog Cega se
naglavnica mora racunati kao savitljiva.

Ranije je pomenuto, da se metode proracuna grupe Sipova mogu podeliti na metode koje
analiziraju samo interakciju Sipova kroz naglavnicu, i metode koje analiziraju interakciju
Sipova i kroz naglavnicu i kroz tlo.

U ovom poglavlju ée se prikazati priblizna metoda za jednostavniji slucaj opterecenja, koja
analizira interakciju Sip-naglavnica-tlo. Analizirace se idealno kruta naglavnica koje povezuje
malu grupu Sipova, na malom medusobnom rastojanju, opterecenih vertikalnim silom ili
horizontalnom silom.

Zbog malog rastojanja, postoji medusoban uticaj Sipova na pomeranje cele grupe, koji se
naziva efekat grupe. Zbog efekta grupe, sleganje grupe Sipova je vece od sleganja
pojedinacnog Sipa pod prosecnim optereéenjem grupe. Efekat grupe se smanjuje sa
poveéanjem medusobnog rastojanja Sipova.

Medusobni uticaj grupe Sipova na pomeranje, odnosno sleganje grupe Sipova, ne moze se
sracunati na osnovu Vinklerovog modela, jer se radi o sistemu nepovezanih elasti¢nih opruga,
odnosno o sredini koja nema svojstvo kontinualnosti. Kroz takvu sredinu se ne moZe prenositi
uticaj opterecenja koje deluje u jednoj tacki na okolne tacke. Najednostavniji model koji ima
kontinualnost je linearno elasticna sredina (poluprostor, polubeskonacna masa), ali je
relativno sloZena i obimna u primeni na grupu Sipova. Sipove u linearno elasti¢noj sredini,
detaljno je obradio Poulos (1980).

Znatno jednostavnije, priblizno resenje problema interakcije, moze se dobiti preko uticajnih
funkcija sleganja izmedu Sipova, zasnovanih na modelu deformacije sloja tankih cilindricnih
diskova oko Sipa (Randolph, 1978). Posebno se moraju odrediti uticajne funkcije za grupu
Sipova pod vertikalnim optereéenjem a posebno za grupu Sipova pod horizontalnim
opterecenjem.

U narednom poglavlju ée se analizirati samo jednostavni problemi, u kojem su Sipovi
vertikalni, zglobno vezani sa naglavnicom, a optereéenje naglavnice je vertikalno i centricno ili
vertikalno i ekscentri¢no.
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13.1 Interakcija izmedu vertikalno opterec¢enih Sipova

Uprosceno redenje interakcije sleganja za vertikalno opterecene Sipove, prikazali su Randolph
& Wroth (1978), polazedi od idealizovane promene smicuéeg napona u radijalnom pravcu, u
tankom kruznom disku oko Sipa. Prikazace se resenje pri konstantnoj krutosti tla duz
omotacda, za sleganje pojedina¢nog Sipa i za uticajnu funkciju sleganja susednog (pasivnog)
Sipa usled opterecenja aktivnog Sipa.

B L
$i w] I §
i 3 Jo=ewz
aktivni Sip pasivni Sip
S

Slika 13.1  a) Smicuca deformacija tankog kruznog b) Interakcija sleganja izmedu dva
diska oko omotaca Sipa vertikalno opterecena Sipa

Autori su pretpostavili da se smicCu¢i napon t oko Sipa, smanjuje obrnuto srazmerno
rastojanju r od Sipa (slika 13.1a). Na rastojanju r,, (radius dejstva), smi¢uci naponi su
zanemarljivi. Radijus dejstva je:

In
d

:E 0.25+ Gat (2 SGS al (1 )—0.25] (13.1)
d s,b s,L

U gornjoj jednacini, Gs; , Gsav i Gsp su modul klizanja tla u nivou baze Sipa, na polovini duzine

Sipa i ispod baze Sipa. Promena modula klizanja po dubini je linearna. Za Sip u homognom tlu,

vitkosti L/d=15-30, radijus dejstva je r,, =25d-50d. Sleganje w i smic¢uci napon T, na osnom

rastojanju r od vertikalno opterecenog Sipa, prema slici 13.1a, moZe se odrediti prema

slede¢em izrazu:

p= el a5 we j dw= I”Orodr ’Orol[ j (13.2)
dr Gs s r

Sleganje aktivnog wo i pasivnog Sipa ws na osovinskom rastojanju rastojanju s od aktivnog
Sipa, kao i faktor interakcije o, mogu se odrediti prema slede¢im izrazima:

_ %ol [ T T[T _w _ In(ry/s)
wo_GS In{roj , ws_ngsln(sj , a_wo_gln(rm/ro) (13.3)
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Imajuci u vidu gornje jednacine, smic¢uc¢i modul reakcije k. po Vinkleru, koji povezuje smicudi
napon duZ omotaca Sipa 1oi sleganje duz omotaca Sipa wo iznosi:

k. =T—°:%|n(r—°] (13.42)
Wo o fm

Smicuci modul reakcije tla se mozZe izraziti (Mylonakis i Gazetas, 1998) kao:

1

40 L

—0.6
1+ 7[3] (13.4b)

G. E.
Eo=6—=2 | &~ 1.3 =
E

P

Koeficijent & je kod lebdecih Sipova vitkosti L/d=100 oko 1.5, i raste sa povecanjem udela
nosivosti baze. Za vitkost: L/d =50, 25, 10, koeficijent 6~ 1.8, 2.2, 3.0. Faktor interakcije o,
sadrzi logaritamsko prigusenje sleganja i faktor difrakcije & kojim se uvodi efekat kruce
podloge u bazi Sipa i ojacanja tla susednim Sipovima. Faktor difrakcije se moZe odrediti prema
slede¢em izrazu (Mylonakis i Gazetas, 1998):

+ sinh + 2 sinh —n +2Q cosh -1
¢=" il i il . n=2L\ (115
2sinh n 1+ Q* + 4Qcosh n

1.0
=0
0.9 A = k.S , Q:M
Qﬁ% ’ EA \E,A
0.8 /_\0 \
= Lebdedi §ip A "
07 k. smicuc¢i modul reakcije tla
' du? omotaca Sipa (kN/m?3)
I aN N
.2,0.6 /K}_f\ L
£ / \ ky vertikalni modul reakcije
£ 05 tla u bazi Sipa (kN/m?3)
o
‘T 04 S obim omotaca Sipa (m)
g / {}
N . -
03 Q/gl Sip na kruco podiozi A poprecni presek Sipa (m?)
0.2
/ A, popreéni presek baze (m?)
0.1 ‘ ‘ ‘ |
Q=100 & faktor difrakcije
0.0
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
Parametar A L

Slika 13.2  Faktor difrakcije Sipa &
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Za dugacke Sipove, faktor difrakcije & bez obzira na krutost tla u bazi Sipa konvergira ka 0.5.
Kod kratkih Sipova na kruéoj podlozi faktor difrakcije je manji od 0.5, dok je za veéinu lebdecih
Sipova izmedu 0.5 i 1. Jednacina 13.3, se moze prikazati kao:

In(rn/s) _In(/s; ‘d/d)_é In(rm/d) _, In(s; /d)

(2, ) © In(26,/d)  CIn(2r,/d) ©in(25,/d)

(13.6)

Faktor interakcije uvek mora biti pozitivan (o =0), zbog ¢ega negativne vrednosti uvek treba
zameniti nulom. U praksi se Cesto koristi faktor interakcije prema izrazu koji su predlozili
Mandolini i Viggiani (1997), u jednom od sledeca dva oblika:

=1, i#] = aij:A(sij/d)B . @ =C+Dln(s; /d)

§ In( m /d) D= _5 1
In(2r,/d) In(2r,/d)

Za tipi¢ne uslove, koeficijenti u prvoj jednacini su izmedu A=0.57 i 0.98, B=-0.6 i -1.2, dok su
koeficijenti u drugoj jednacini C~ 1.0 i D= -026. Pretpostavlja se takode, da je za rastojanja
veca od rn , faktor interakcije nula. Za konkretnu lokaciju, koeficijenti A, B, C i D, mogu se
pouzdano odrediti terenskim ispitivanjima i probnim opterecenjem.

Faktori interakcije za grupu Sipova, mogu se pregledno prikazati u matricnom obliku preko
matrice faktora interakcije [a], nakon Cega se ceo postupak proracuna sila i pomeranja Sipova
moze uraditi matricno.

Ulazni podaci za matricu faktora interakcije su medusobna rastojanja Sipova s; koja se mogu

odrediti na osnovu koordinata Sipova x, y. Koordinatni sistem se po pravilu postavlja u teziste
naglavnice, da se iskoristi njena simetrija ako postoji i na taj nacin pojednostavi proracun.

s =4d/2, P+ j= Sij:\/(Xi_XJ')ZWL(Yi_yj)2 (13.7)

Sleganje Sipa i u grupi od n Sipova iste krutosti Kqs koji su optereéeni vertikalnim silama Qq,...,
Q., moze se napisati u slede¢em obliku:

W =D Wia Z—' @i (13.8)

j=1 =1 N Qs

Sleganje grupe aksijalno opterecéenih Sipova u matricnom obliku glasi:

wj=——la]-{Q}=Fqs[e]- Q) (13.9)

KQS
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Jednacina (13.9) povezuje sleganje glave Sipa i aksijalnu silu na glavi Sipa, pri ¢emu je broj
nepoznatih dvostruko veci od broja jednacina. Problem je staticki neodreden. Za Proracun su
osim jednacina ravnoteze, potrebni i uslovi kompatibilnosti pomeranja glave Sipa i idealno
krute naglavnice. U narednom poglavlju ¢e se prikazati primeri reSavanja jednostavnijih
slu¢ajeve optereéenja.

13.2 Grupa Sipova opterec¢ena vertikalnom silom

U n uslovnih jednacina (13.9), nepoznato je n sleganja i n sila na glavi aksijalno optereéenih
Sipova. Za reSenje problema, pored jednacina ravnoteZe, potrebno je uvesti i dopunske
uslovne jednacine. Kada se radi o grupi Sipova zglobno povezanih sa krutom naglavnicom,
dopunske jednacine se odreduju na osnovu kompatibilnosti pomeranja naglavnice i glave
Sipa, odnosno iz geometrijskog poloZaja Sipova. Sile i pomeranja Sipova se mogu jednostavno
odrediti za dva uproséena slucaja:

1) Poznata je sila u svakom Sipu, pri ¢emu se pomeranje svakog Sipa moZe odrediti
direktno na osnovu jednadine (13.9). U ovom slucaju se pojavljuje diferencijalno
sleganje izmedu Sipova.

2) Naglavnica koja povezuje Sipove je apsolutno kruta i nema rotaciju. U ovom slucaju je
sleganje svih Sipova jednako, a razlicite sile u Sipovima se mogu odrediti direktno na
osnovu jednacine (13.9), za dato pomeranje naglavnice.

Za slucaj 2), usvajajuci da su Sipovi istog precnika, duZine i relativne krutosti, sleganje grupe
Sipova i sile u Sipovima se mozZe odrediti na dva nacina. Prvi, opstiji postupak, vrsi se preko
matri¢nog racuna. U tom smislu, prvo se mora odrediti sleganje Sipa w(Qs) usled prosecnog
opterecenja Sipova u grupi Qs a zatim faktor sleganja grupe Sipova R prema sledec¢em:

W(er)—&—lﬁ=EL (13.10)
Kos N Ko N Ky
gde je: Qs = prosecno opterecéenje grupe Sipova
w(Qs) = sleganje Sipa usled prosecnog opterecenja grupe Sipova
% = ukupno vertikalno opterecéenje grupe Sipova
n = ukupan broj Sipova u grupi

Posto Sipovi imaju istu krutosti, a sleganje grupe Sipova wg mora biti jednako sa sleganjem
naglavnice, na osnovu jednacine (13.9) se moZe izvesti sledece:

woili=lalFo[IfQl=Folalle} = {Q=wKq[al™{1]

1 fol- w1 Tl 1} £Q-woKo X T
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W. = ZQ 1 — er n
g KQS Zzaal KQS ZZaal
i i

(13.11)

Wy :W( sr)

_n
Ty

Faktor sleganja grupe Sipova R je definisan kao odnos sleganje w;g grupe Sipova prema
sleganju Sipa usled prose¢nog opterecenja grupe w(Qs), ili matematicki:

n N R —_ "N (13.12)

% 1 )
Rs W(er) m’(er)W(er}ZZaﬁl S Zzaﬁl

i i

Nakon sto se odredi faktor sleganja grupe, sleganje naglavnice i sile u Sipovima se mogu
odrediti na slededi nacin:

w =R, 2 —r YN b o w Kol 1= R [ 1) (13.13)
Qs Qs

Krutost grupe Sipova iznosi: Kp =V/Wg

Krutost Sipa Kqs,; usled uticaja—interakcije svih susednih Sipova u grupi j=1,..,n, moZe se
odrediti na slededi nacin:

1 _ oo
Kos = W—{Q}= Kol 1} = Kosi = Kos JZlai,-l (13.14)
9 -

Drugi nacin je pogodan za rucni proracun, za malu grupu simetri¢no rasporedenih Sipova koji
su optereéeni vertikalnom i centricnom silom, zbog Cega je broj jednacina mali, uglavhom 2
do 3. Koristedi uslove simetrije, prvo se rednim brojevima oznace podgrupe simetri¢nih Sipova
u kojima su iste sile. Zatim se ispiSu jednacine sleganja (13.8) za svaku podgrupu. Posto je
sleganje svih Sipova isto, zajedno sa jednacinom ravnoteZze sila u vertikalnom pravcu, mogu se
izvesti jednacine po nepoznatim silama za svaku podgrupu. Nakon $to se odrede sile u
Sipovima, mozZe se odrediti i sleganje grupe Sipova odnosno naglavnice.

Faktor sleganja grupe Sipova R se moze proceniti i pribliznim izrazima. Vesi¢ (1969), predlaze
slededi priblizan izraz:

Ry =y/1+B"/d

gde je: B* = minimalno osovinsko rastojanje izmedu krajnjih Sipova
d = precnik Sipa
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BROJNI PRIMER -13.1

Data je armirano betonska, kruta naglavnica, prema slici, koja prenosi vertikalno i centri¢no
opterecenje na grupu od 6 Sipova. Potrebno je odrediti faktor sleganja grupe Sipova R,
sleganje pojedinacnog Sipa usled prosecne sile u Sipovima w(Qs), sleganje naglavnice wg, sile
u Sipovima Qi krutost grupe Sipova Kp. Proracun izvrsiti a) matri¢no pomoc¢u programa EXCEL
i b) uprosc¢eno koristeci 2-osnu simetriju osnove Sipova. lzraCunati i prikazati graficki faktor
grupe Sipova R u funkciji relativnog rastojanja s/d=0.5, 1, 2, 3, 5 i 10, faktora difrakcije Sipa
£=0.6510.30, i dati komentar. Potrebni podaci za proracun, dati su na priloZenom crtezu.

py L g E ~
s 4 A2
L/d=20
X o
0
- d=0.50m
! py
~ \\T' J/ \\777/' 0
! S £=0.65
Y
| 075 1.50 | 1.50 | 075
| | | | |
Slika 13.3  Grupa Sipova zglobno povezana krutom naglavnicom

Resenje:

a) Za matricni proracun grupe od n Sipova, prvo treba odrediti matricu rastojanja [s] pomocu
koordinata Sipova {x},{y}, a zatim matricu faktora interakcije [o.].

Prema slici 11.2, koordinate glava Sipova {x} i {y} i matrica rastojanja Sipova [s] su :

15 0.75 0.250 1500 2.121 3.354 3.000 1.500

15 -0.75 0.250 1.500 3.000 3.3%4 2.121

0 -0.75 0.250 1.500 2.121 1.500
X=1_cp W [s]=

-15 -0.75 0.250 1.500 2.121

-15 0.75 0.250 1.500

0 0.75 0.250

Matrica rastojanja Sipova [s] i matrica faktora interakcije [a] su simetri¢ne matrice.

Za faktor difrakcije Sipa £=0.65 i rn=25d, elementi matrice [a.] glase:
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[1.000 0.352 0.295 0.219 0.237 0.352]
1.000 0..352 0.237 0.219 0.295
[a]— 1.000 0.625 0.295 0.352
- 1.000 0.352 0.295
1.000 0.352
L 1.000]
Inverzna matrica faktora interakcije [a]™? je simetri¢na, sa sledeéim ¢lanovima:
[1.268 -0.289 -0.133 —-0.052 -0.085 —0.269]
1.268 -0.269 -0.085 -0.052 -0.133
[],1 1.268 -0.269 -0.133 -0.222
104 =
1268 -0.289 -0.133
1.268 -0.269
| 1.268 |
Faktor sleganja grupe Sipova R i sleganje Sipa usled prosecne sile u Sipovima iznose:
R, " 8 o506 W(er)zv/n _546 _60.10%m
ZZaﬁl 2.394 Kos 1500
i
Priblizna vrednost Rs (Vesi¢, 1969), iznosi: R, = 1+ B*/d =,1+15/05=2.0
Sleganje grupe Sipova wg i sile u Sipovima {Q} u MN iznose:
w, =RWQ, )=2506-6.0-10° =1504-10°m,  {Q}=RV/n[a]*{I}
[1.268 -0.289 -0.133 -0.052 —0.085 -0.269] (1 0.989
1.268 -0.269 -0.085 -0.052 -0.133| |1 0.989
{Q}_2.506-5.4 1268 -0.269 -0.133 -0.222| |1| |0.721
B 6 1.268 -0.289 -0.133| |1[ 0.989
1268 -0.269| |1 0.989
i 1268 (1 0.721

Kontrola uslova ravnoteZe sila: > Q, =4-:0.989+2-.0.721=5.400 MN =V

b) Za rucni proracun, mogu se izdvojiti dve podgrupe Sipova u kojima su iste sila (na crtezu su
podgrupe oznacene sa | i Il). Sleganje obe podgrupe je isto. Iz podgrupe I, bira se, npr. Sip

1, Cije je sleganje w; a u podgrupi ll, Sip 3, Cije je sleganje ws.
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W, =W, w, =Q, /Kos(an ta, tay, +6’15)+Q||/KQs(0‘13 +a16)
wy =Q, /KQs(a31 Tyt +0‘35)+Q||/Kos(aaz +0‘36)
Q (‘7‘11 Ty Ty, + Qs — Ay — Az — Uy _0‘35)+Qu (al3 + Qg — Qg3 — Uy ):0

Nakon smene faktora interakcije o, dobija se uslovna jednacina :

0.514Q, —0.705Q,, =0

Na osnovu uslova ravnoteze sila u vertikalnom pravcu, dobija se:

4Q,+2Q, =V = 4Q, +2Q,, =5.40
Redenje jednadine:  Q, =0.989MN, Q, =0.721MN

Rezultati proracuna faktora sleganja grupe Sipova Rs u funkciji relativnog rastojanja Sipova s/d
i faktora difrakcije &, prikazani su na donjoj slici.

A Faktor difrakcije = 0.65
@ Faktor difrakcije = 0.30

Rs =-0.826|In(s/d) + 3.413
R2=1

2.84

V4

)
N
]
N
1
N
s
%
o
oo

Faktor sleganja grupe Sipova Rs

1.85 o~
1.70 \
1.50 1.51
Rs =-0.383 In(s/d) + 2.120 \’\\ 1.24
R?=1
1
0 2 4 6 8 10

Relativno rastojanje Sipova (s/d)

Slika 13.4  Faktor sleganja grupe u funkciji relativnog rastojanja i faktora difrakcije Sipova

Sa povedanjem rastojanja, opada medusobni uticaj Sipova i faktor sleganja grupe. Za s/d >25,
faktor sleganja grupe je Rs=1 a sile u Sipovima su iste i izhose 5.4/6=0.9MN. Manji faktor
difrakcije Sipa &, znaci vedi udeo nosivosti baze a manji omotacda. Faktor difrakcije £=0.65,
odgovara Sipu koji pretezno nosi omotacem, a £=0.30 Sipu koji preteZzno nosi bazom. Faktor
sleganja grupe Sipova, vedi je kod lebdecih nego stojecih Sipova (sl. 13.1). Krutost grupe je
Kp=2Q/wg=5.4/0.01504=359.0 MN/m.
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13.3 Grupa Sipova opterec¢ena vertikalnom silom i momentom

Kod prostorne grupe vertikalnih Sipova, zglobno povezanih idealno krutom naglavnicom,
opterecenom vertikalnom silom i momentom, postoje samo vertikalna pomeranja glave
Sipova. Za malu grupu, naglavnica se moZe smatrati idealno krutom, i moZe se postaviti
kinematicka veza izmedu pomeranja naglavnice i sleganja glave Sipova. Problem je definisan
sa n jednacina (13.9), n veza izmedu pomeranja naglavnice i pomeranja Sipova, i 3 uslova
ravnoteze ili ukupno 2n+3 jednacina. Kao nepoznate pojavljuju se 3 komponete pomeranja
naglavnice i 2n sleganja i sila glave Sipova.

Za Sipove iste aksijalne krutosti Kqs jednacina (13.9) glasi:
W)= YK [Q) S Q- Kel ) 1319

Veza izmedu sleganja {w} glave vertikalnih Sipova sa koordinatama {x} i {y}, usled sleganja
W, i obrtanja {0} i {6,} krute naglavnice, glasi:

{W}zwg {I }+¢9X {y}—9y {x} (13.16)
Smenom jednacine (13.15) u jednacinu (13.16), dobija se:

Q)= Kool wy 1} 0, v} + 0, () 1317)
ili kondenzovano, u matricnom obliku:

Qi=Kola* It iyh - x0} [Tl=[) kXl = Qf=Ko[a]*[TIU}

Vektor pomeranja teZista naglavnice {U} i matrica subvektora [T] glase:

W, izl :j:l
o} [t
Hy 1 Yn —Xp

Nepoznata pomeranja naglavnice se mogu odrediti iz jednacina ravnoteze:
Y>z2=0 = {1 {Q}-v =0 (13.18)
M, =0 = y'{Q}-m, =0 (13.19)

>M, =0 = =xTR}-m, =0 (13.20)
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Smenom jednacine (13.17) u jednacine ravnoteZe, dobijaju se tri uslovne jednacine po
nepoznatim pomeranjima naglavnice. Uslov ravnotezZe sila u vertikalnom pravcu:

Kos {1} [a] (g {11+ 6, {y}+ 60, {=x})-V =0

Kos {1} [a] 1wy + Ko {1} [a] M {y}y + Kos {1} o] - X}, =V (13.21)

(KQSZZ“ijleQ +(KQSZZaijlyjj9X —[quzzaijlxj]ey =V
i i i
ili u matricnom obliku:

Kos{l} [ *[TIU}=V

Uslov ravnoteZze momenata sila oko x-ose:
Kos (V)7 ] (wg {11+ 6, {y}+ 6, - x})-M, =0

Kooy} [a] g + Kooy} [e] Mo, + Kooy} [a] - Xjo, =M, (13.22)

(KQSZ yizai}l}wg +[KQSZ yizaﬁlijgx _[KQSZ Yizaﬁlxjjgy =M,
1 J 1 ] 1 ]
ili u matricnom obliku:

Kostyl [a] *[TU} =M,

Uslov ravnoteZze momenata sila oko y-ose:
Kas X" [l (wy (1}+ 6y} + 0, - X)) - M, =0

Kos =X} [a] H{tiwy + Ko =X [a] Hylo, + Kos =X} [o] - xjo, =M, (13.23)

_(KQSinZailewg —{KQSinZaijlijGX +[KQSinZaij1ij0y =M,
i j I ] 1 J
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ili u matricnom obliku:

KQS {_ X}T [0‘]71 [T]{U } =M y

Jednacdine ravnoteZe (13.21-13.23), mogu se pregledno prikazati pomocu sledeéeg izraza:

T i XXayyy XX
ij ij i j
1 1 1 Wg v
Kos Zinai} Zinai} Yj —Zinai} Xillgt=IMm, (13.24)
i j i j 1 J
o, My
DR DIHEED N D W TR I PW-
L i i i i
ili u matriénom obliku:
Kos[TT le] [T iU} = {P} (13.25)

Vektor opterecenja naglavnice {P} i matrica subvektora [T]" glase:

\% 1 1 .1
{P}=1M, , Tlr=lvs v2 - v
M, X, =Xy . =X,

Ako je aksijalna krutost Sipova medusobno razlicita, jednacina (13.25) glasi:

T [Kos o] T U} = P} (13.26)

gde je [Kqs] dijagonalna matrica aksijalne krutosti Sipa.

Elementi matrice uslovnih jednacina i reSenje jednacina, moZe se vrlo jednostavno odrediti
pomocu programa Excell. Ako su Sipovi simetri¢ni u odnosu na osu x i y, koje prolaze kroz
teZiste naglavnice i napadne tacke vertikalne sile, vandijagonalni ¢lanovi matrice u jednacini
(13.24) i (13.25) su jednaki nuli, pa se pomeranje naglavnice moZe odrediti direktno :

woe Ve My My
LS 2 S S 1 1) Y4 R R 1 ) Y
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BROJNI PRIMER - 13.2

Data je armirano betonska, kruta naglavnica, prema slici, koja prenosi vertikalno i
ekscentri¢no opterecenje na grupu od 6 Sipova. Faktor difrakcije Sipa iznosi £=0.65, a efektivni
radijus dejstva r,, =25d. Potrebno je odrediti faktor sleganja grupe Sipova Rs, pomeranje krute
naglavnice wg, 0y i 6,, sleganje glava Sipova {w} i sile na glavama Sipova {Q}. Proracun izvrsiti
matricno pomocu programa EXCEL, a) sa uticajem, i b) bez uticaja interakcije Sipova. Potrebni
podaci za proracun su dati na prilozenom crtezu.

I o I R°
0 D I ° V= 5.4 MN
A < & ) Mx= 1.0 MNm
| My= 3.0 MNm
x o
777777777777777777777777777777777777777777777 » O
- L/d=20
gy i [
( 5 6 | 1 d=0.50m
4 A 4 o
s Ko,=150 MN/m
; £=0.65
Y
| 075 1.50 | 1.50 | 075
| | | | |
Slika 13.5  Grupa Sipova zglobno povezana krutom naglavnicom

Resenje:

a) Za matricni proracun grupe od n Sipova, prvo treba odrediti matricu rastojanja [s] pomoc¢u
koordinata Sipova {x},{y}, a zatim matricu faktora interakcije [o.].

Prema slici 11.4, koordinate glava Sipova {x} i {y} i matrica rastojanja Sipova [s] su :

15 0.75 [0.250 1.500 2.121 3.354 3.000 1.500

15 -0.75 0.250 1.500 3.000 3.354 2.121

(x= 0 R -0.75 . [s]= 0.250 1500 2.121 1.500
-15 -0.75 0.250 1500 2.121

-15 0.75 0.250 1.500

0 0.75 0.250 |

Posto su koordinate glava Sipova, faktor difrakcije i efektivni radijus identi¢ni kao u brojnom

primeru-1, elemente inverzne matrice ]! ne treba ponovo racunati.
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Medurezultati proracuna:

1 075 -150]

1 -075 -150

1 -075 0
[rl=

1 075 15

1 075 15

1 075 0

[65.804  156.245 —250.952]
65.804 —156.245 —250.952
47.956 -145.907 0
65.804 —156.245 250952
65.804 156.245 250952

Kosla[T]=

47.956 145907 0

359.126 0 0

Kos[TT' [a]*[T]= 0 687597 0
0 0 1505712

Uslovne jednacine po nepoznatim komponentama pomeranja naglavnice i reSenje:

359.126 0 0](wg| (5.4 wy | [15.04 o
0 687597 0[{6,t=110 =16,r=1 145/107 ad
0 0 1505712)|6,| [3.0 0, 1.99

Sleganje glave Sipa, aksijalna sila na Sipu i povratno odredena ekvivalentna aksijalna krutost
Sipa, sa uticajem interakcije iznosi:

13.14 0.717 0.36
10.96 0.262 0.16
13.95 0.509 0.24
w) = 10%m, {Q}= MN,  {Kos}=1500 MN/m
16.93 1262 050
19.12 1.717 0.60
16.13 0.933 0.39

Zbog dvoosne simetrije Sipova, pomeranje naglavnice se moZe odrediti direktno:

Vv 54

W, = —= =15.04-10"°m
Kos> X eyt 1500-2.394
]
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M 1.0 )
0, = X = =1-45'103rad
* Kosly)T[a] ty} 1500-4.584
M,
30 =1.99-10"% rad

O = KQS{X}T[ [*{x} 150.010.038

Faktor sleganja grupe Sipova, izrazeno kao sleganje naglavnice sa i bez interakcije Sipova,
identi¢no je kao kod grupe Sipova opterecenih samo vertikalnom silom:

R o 1504 ;506 o, )= YN 546 g6 10%m
wQ,) 60 Kos 1500

b) Ako se zanemari medusobni uticaj odnosno interakcija izmedu Sipova (& =0), matrica
faktora interakcije se svodi na jedini¢nu matricu, odnosno [a]=[I].

Uslovna jednacina i reSenje za taj slucaj glasi:

900.00 0 07w 5.4 wy| (6.0 -
0 50625 0f6,={1.0y =16, +=11.98/10 ad
0 0 1350001|| 6 3.0 0, (222

Faktor sleganja grupe Sipova, izraZzen kao sleganje naglavnice bez interakcije Sipova, mora biti
Rs =1, odnosno:

6.0 V/n _54/6 5
Ro=—2 =210 =6.0-10
* wQ,) 6.0 ’ wQsr)= Kgs 1500 m

Sleganje glave Sipa {w}, aksijalna sila na Sipu {Q} i aksijalna krutost Sipa {Kaqs}, bez uticaja
interakcije iznosi:

4.15 0.622 1.00
118 0.178 1.00
)= 3:; 10%m, Q)= (1):(13;: MN,  {Kos}=150.0 1:88 MN/m
10.81 1622 1.00
7.48 1122 1.00

Obrtanja naglavnice 6y i 6,, uzimajuéi u obzir interakciju Sipova, neznatno je manje od
obrtanja naglavnice bez interakcije Sipova. Odnos je 0.73 za osu-x i 0.87 za osu-y.
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INTERAKCIJA NAGLAVNICE SIPOVA | TLA

Tradicionalna projektantska praksa, temeljenje na Sipovima zasniva na pretpostavci da
celokupno opterecenje nose Sipovi, pri ¢emu se svaki doprinos kontakta temeljne ploce
(naglavnice) zanemaruje. Ovaj je pristup preterano konzervativan, jer je plo¢a u direktnom
kontaktu s tlom, i nosi znacajan deo tereta. Filozofija projektovanja je u poslednje vreme
postepeno promenjena. Sipovana ploca ili koncept kombinovanog temeljenja na plodi i
Sipovima (engl. Piled Raft Foundation) je kombinacija dubokog i plitkog fundiranja. Skrac¢ena
oznaka za ovakav tip temeljenja (od engl. naziva) je PRF. Raspodela komponenti nosivosti pri
kombinovanom fundiranju na Sipovima i ploci, moZe se prikazati pomocu koeficijenta oicpr Na
donjoj slici.

00 02 04 06 08 10 G%cer Fundiranie fia Sinovima
0 R Sila na Sipovima ina ploti (PRF)
P L CPR .

X8 | -7 @2 é)?L %1 ! Ukupna sila 1 Messe-Torhaus,

5 _""Xu4ie 5 Frankfurt
‘ X5 ®3 L . x2 Messeturm,

10 %3 , Kon}ven‘clonalnow Frankfurt
fundiranje na plodi %3 DG Bank

=
N
=

x4 Japan Center
x5 Kastor/Pollux
x6 Congres Center

Commerz bank
Dresdner bank
SGZ bank

Sleganje (cm)
N =
o (¢

oo o o
NI

2 ot hotel x7 Main Tower
- *4  Marriot hotel %8 Eurotheum
4 . .. ®1 PetronasTower,
30 Konvencionalno fundiranje
- P Kuala Lumpur
3 [Fundiranje na Sipovima i plod] Dna sipovima ®2 QV1, Perth
— | Sipovana ploca [ — i
35 { Bip p ) ! +1 Commertzbank new ®3 Treptover, Berlin
§ — A _ ®4 Commertzbank
‘ Konvenuonal@ f.undll"anje Konvenmonva_lno fundlranje Frankfurt
na temeljnoj plodi na Sipovima ®5 Skyper, Frankfurt

Slika14.1  Komponente nosivosti u funkciji koeficijenta oucer

Danas je opste prihvaéeno, da kod PRF sistema, opterecenje od objekta delimi¢no preuzimaju
Sipovi, a ostatak preuzima temeljna ploca. Sipovi su projektovani samo da smanje sleganje
(reduktori sleganja), a ne da preuzmu ukupno optereéenje. Ova ideja koristenja Sipova kao
reduktora sleganja, nastala je 70-ih godina (Hansbo i dr., 1973; Burland i dr., 1977). U slucaju
PRF na glini, ova filozofija je u Svedskoj razvijena u profinjenu projektantsku praksu. Prema
njoj, opterecenje od objekta, koje je vece od pritiska prekonsolidacije, prenose Sipovi (stanje
puzanja), dok preostali deo tereta prenosi temeljna ploca pritiskom u temeljnoj spojnici
(Hansbo, 1984; Jendeby, 1986; Hansbo & Jendeby, 1998). Sli¢an pristup je u Velikoj Britaniji
uveo Burland (1986). Ogroman doprinos razvoju PRF koncepta ucinjen je u Nemackoj tokom
80-ih i 90-ih godina proslog veka. U Frankfurtskoj glini su uradeni mnogi PRF sistemi za visoke
i teSke objekte (Sommer i dr., 1985; Katzenbach i dr., 2003). Postoje i metode za krupnozrno
tlo, poput Berlinskog peska (El-Mossallamy i dr., 2006). U novije vreme, za visoke zgrade u
persijskom zalivu, uglavhom projektuju PRF sistemi. Opterecenje se deli izmedu lebdecih
Sipova (trenje) i temeljne ploce, pri cemu grupa Sipova nosi oko 80% ukupnog tereta, direktno
u dublje slojeve (Davids i dr., 2008). Phung (1993), je za PRF u krupnozrnom tlu izveo
sistematska eksperimentalna istraZivanja.
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Studija je pokazala, da osim pomenutih efekata postoji znacajan doprinos kontaktnih napona

na nosivost Sipova. Mehanizam prenosa i raspodele opterecenja izmedu Sipova, temeljne

ploce (naglavnice) i okolnog tla, je izuzetno sloZen i komplikovan. Poslednjih decenija je

razvijen znatan broj metoda proracuna sleganja slobodno-stojece grupe Sipova i temeljnih

ploca sa Sipovima kao reduktorima sleganja. Metode zasnovane na linearnoj elasti¢nosti

imaju ogranicenu vaznost, jer se nosivost Sipa iscrpljuje pri relativno malim sleganjima, veé pri

radnom radnom optereéenju PRF sistema. Kada je nosivost Sipa iscrpljena, isti se moze

zameniti siloma, a naglavnica je i dalje u elasti¢noj zoni. Postoje¢e metode proracuna, mogu

se svrstati u tri grupe:

— Uproscene i poluempirijske metode proracuna

—  Priblizne numericke metode

— SloZzene metode zasnovane na diskretizaciji zapremine angaZovanog tla metodom
konacnih razlika ili konacnih elemenata i nelinearnim modelima tla

Pri projektovanju PRF sistema, prvo treba primeniti uproséene i/ili priblizne metode, koje
zahtevaju manje vremena, a tek nakon toga na stroge numericke metode. Detaljna analiza
temeljenja vrlo visokih objekata na PRF sistemu, mora se vrsiti pomocu softvera zasnovanim
na numeri¢kim metodama (FEM ili FDM). Danas je na raspolaganju velik broj softvera u 2D i
3D verziji, medu kojima su: PLAXIS, FLAC, ABAQUS, SOFiSTiC, DIANNA & Midas i dr. Postoji
nekoliko pristupa kojima se mogu izvesti numericke analize: potpuna 3D analiza, ekvivalentni
2D i ekvivalentni aksi-simetricni model. Potpune 3D numeri¢ke analize za komplikovane
konfiguracije temelja, postale su moguce tek u poslednjih nekoliko godina, zahvaljuci brzim
racunarima za koje je razvijen odgovarajudi softver.

14.1 Priblizna analize interakcije Sip-naglavnica-tlo

Ovde Ce se prikazati upros¢ena metoda zasnovana na metodi Poulos & Davis (1980), koja je
poboljsana metodom koju je predloZio Radolph (1984). Metoda omogucava vrlo jednostavnu
konstrukciju 3-linearnog dijagrama komponenti nosivosti (Sipovi, naglavnica i kombinacija u
funkciji sleganja. Sleganje grupe Sipova w; i krute naglavnice w; u linearno elasti¢noj sredini,
usled vertikalne centricne sile V, moZe se prikazati slede¢om matricnom jednacinom:

{Wp}= YK, /K, {VP} V=V 4V (14.1)
Wr arp/Kp 1/Kr Vr P '

U gornjoj jednacini, Kp je krutost grupe Sipova a Kr krutost naglavnice na sleganje, a,r je
uticajni koeficijenti sleganja grupe Sipova usled sile V, na naglavnici a ax, je uticajni koeficijent
sleganja naglavnice usled sile V, na Sipovima. Na osnovu teoreme o uzajamnosti pomeranja
kod linearno elasti¢nog sistema, vazi jednacina:

a, /K =a, /K = a,=a,K /K, (14.2)

Krutost grupe Sipova je, prema ranijem K,=V/wq. Krutost naglavnice K; na sloju debljine H, koji
ima modul elasti¢nosti Es, za vs=0.5, moZe se odrediti na osnovu jednacine (Janbu, Bjerrum
and Kjaernsli, 1956):
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wenn VB Ve _EL (DL _(uj
r :uO:ulBLES r Wr /uOlul’/uO IUO B,B 'lul lLll B'B

U gornjoj jednadini, o i p1 su faktori oblika. Jednadina daje prose¢no sleganja sloja u
nedreniranim uslovima. K; se moZe se odrediti i drugim izrazima teorije elasti¢nosti ili na
osnovu metoda geomehanike (metoda jednodimenzionalne deformacije). Uticaj Sipova na
povecanje nosivosti i krutosti tla obuhvaéenog Sipovima se zanemaruje! Na osnovu
superpozicije pomeranja prouzrokovanog dejstvom jednog Sipa i kruZzne naglavnice (Randoph,
1983), faktor interakcije o, je priblizno:

o, =In(2r /D, )/In(2r,/d) (14.3)

gde je: D, = srednji precnik povrsine naglavnice koji otpada na jedan Sip
d, rm = precnik Sipa, radius dejstva Sipa

Smenom (14.2) u polaznu jednacinu (14.1), dobija se:

(142) > (1.1) = {wp}{ YK, arp/KpHVp} (14.4)
w,

a, /K, YK |V,

r

Zbog uslova kompatibilnosti pomeranja, sleganje grupe Sipova i sleganje naglavnice mora biti
jednako ili wy=w;,. Ako se sleganje w, i w, u (14.4) zameni sleganjem w,, sistema Sipovi-
naglavnica, dobija se izraz za sile V, i V, u funkciji sleganja wy ili:

{Vp}_ KerWpr |: 1/Kr _arp/KP:| (14.5)
=—— " P .
v 1-ag Kr/Kp _aFP/KP 1/Kp

r
Sabiranjem sile V, i V, u ukupnu silu Vi deljenjem sa sleganjem wy, dobija se izraz:

K oV K,+K,(1-2a,) 14.6)
"Tw, 1-a) K /K,

pr

Koli¢nik ukupne sile V i sleganja wy na levoj strani jednacine je ukupna krutost Sipova i
naglavnice K, Slika 14.2 prikazuje razvoj komponenti nosivosti sistema Sipovi-naglavnica u
funkciji sleganja. Grupa Sipova uvek ima vecéu krutost na sleganje K, od naglavnice K;, dok je
ukupna nosivost Sipova V; koji deluju kao reduktori sleganja, manja od nosivosti naglavnice V..
Pri porastu optereéenja V do iscrpljenja nosivosti Sipova (tacka A), sistem Sipovi-naglavnica je
linearno elastican, pri ¢emu je ukupna krutost sistema K, odredena jednacinom (14.6). Od
tacke A do tacke B, krutost sistema je jednaka krutosti naglavnice K, a proracun sleganja se
vrii tako, Sto se na naglavnicu nanese samo razlika optereéenja V-V, gde je V. grani¢na
nosivost Sipova. Ustvari, od tacke A do tacke B, na naglavnicu deluje optereéenje V i reaktivno
optereéenje od Sipova V,, koje je usmereno prema gore.
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_10 VpU VrU Vu

| | |
e | I
Sipovi + naglavnica i
“elastiéno” opterecenje

”

Cho

Sipovi

s “plasti
naglavnica ‘elasticnd’

lavnica

“plasticno”

naglavnica
naglavnica

Sipovi + nag

Slika 14.2 Razvoj komponenti nosivosti sistema Sipovi-naglavnica

Sila Va koja deluje na sistem Sipovi-naglavnica i sleganje wa pri kojem je nastupilo iscrpljenje
nosivosti Sipova Vp, moZe se odrediti na osnovu sledeéih jednacina:

r

Vo 4 VaVy LV

V,+8, V=V, - V,= _—
pu ﬂ\/ A A 1_@ VA V

(14.7)
VA VPU

WA:—:—

Kpr Kpr (l—,&,)

U gornjoj jednacini By je udeo nosivosti naglavnice V. u odnosu na ukupnu silu V, i za V<V, je
konstantan i moZe se odrediti prema sledecoj jednacini:

\Vj 1—0:rp

A/ :—r:
VoK, /K, +1-2a,

, V<V, (14.8)

Za V>V, udeo nosivosti naglavnice By koji raste od By do 1, i sleganje naglavnice wyr moze se
odrediti na osnovu sledecih jednacina:

goo1 Vo VA VA VI LBy Ko
" v ="K K K 1- 4, K

pr r r

(14.9)
pr
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Koeficijent redukcije sleganja naglavnice (odnosno temeljne ploce), usled dodavanja Sipova,
za opterecenje V>V, raste od By do 1, prema izrazu:

W, 1-4, K

w 1- K
gt g Al Ky Ly (14.10)
pr
BROJNI PRIMER - 14.1

Koristeci rezultate iz prethodnog prorac¢una za naglavnicu, koja prenosi vertikalno i centri¢no
opterecenje na grupu od 6 Sipova, potrebno je odrediti deo opterecenja koji prenosi
naglavnica i sleganje naglavnice za opterecenje od V=18.0 MN. Grani¢na nosivost grupe
Sipova iznosi Vp, =10.8 MN, a krutost naglavnice je K, =120.0 MN/m.

Resenje:

Krutost grupe Sipova na sleganje: Kp =V/Wg =5.4/0.01504 =359.04 MN/m

Prosecna povrsina naglavnice koja otpada na jedan Sip iznosi:

Dr:i &:i M:lglm
p\l n p\l 6
In(1.91/0.5) 3

Faktor interakcije Sipa i naglavnice @ iznosi: o =1—-———"~2=0.71

® In(100)

Udeo nosivosti naglavnice pri sili V<V, je konstantan i iznosi:

v,  l-a, 1-071

VK, /K, +2a, 359.04/120.0-2-0.71

A =

Ukupna krutost Sipova i naglavnice K iznosi:

Ko, + K (1-2a,) 359.04+120.0(1-2-0.71
o= 2( ”)= - ( )=371.18 MN/m
1-a2 K, /K, 1-0.71?-120.0/359.04

Ukupna sila V4 i sleganje wa pri kojoj se iscrpljuje nosivost Sipova (tacka A), iznosi:

v
Voo Ve 108 oy g o Ve 1324
(1-4,) (1-0.8) K, 37118

=35.6mm

Sleganje za V=18.0 MN (V>V,), nakon iscrpljenja grani¢ne nosivosti Sipova, iznosi:
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\Y Vo [ 1 1 | 180 10.8 ( 1 1

W - | —— | = — —
" K 1-B (K K 1200 1-0.18\120.0 371.18

j =75.3mm

r pr

Na donjoj slici je prikazan razvoj komponenti nosivosti (V) za Sipove sa naglavnicom, zatim za
Sipove posebno i za naglavnicu posebno. Linija 0-a je sila koju primaju Sipovi, linija 0-b je sila
koju prima naglavnivce, a linija 0-c je ukupna sila koju prenose Sipovi i naglavnica. Nakon Sto
iscrpljenja nosivost Sipova kao kruéeg elementa, opada krutost sistema Sipovi+naglavnica sa
Kpr=371.18 MN/m na Kp=K:=120.0 MN/m, $to je krutost tla ispod naglavnice (K:). Posto sila u
Sipovima ostaje konstantna, proracunski model se svodi na sleganje naglavnice, na koju osim
zadatog opterecenja, deluje rezultanta sila u Sipovima intenziteta V,,=10.8MN, usmerena na
vise.

0 5 10 15 V(WN)
le' } ! ! ! =

________________ A(13.2, 35.6)

Kr=120.0 MN/m

(18.0, 75.3)

w(mm)

Slika 14.3 Sile u sistemu Sipovi i naglavnica u funkciji sleganja

Udeo nosivosti naglavnice pri sili V>V, raste, i za silu V=18.0 MN iznosi:

Y
P =1--2 212986405018
Y 18.0

Koeficijent redukcije sleganja PBw temeljne ploce (odnosno naglavnice), pri sili V<V, je
konstantan i iznosi:

B, =K, /K, =120.0/371.18 =0.32
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Koeficijent redukcije sleganja Bw. temeljne ploce (odnosno naglavnice), pri sili V>V, raste, i za
silu V=18.0 MN iznosi:

pooq 1Bufy K|y 1-040() 1200) .,
1-4 |7 K 1-0.18\" 37118

pr

Udeo nosivosti Sipova u odnosu na ukupnu silu, odnosno koeficijent acpr pri sili V<Va je
konstantan i iznosi:

Olopn =1— 3, =1-0.32=0.68

Udeo nosivosti Sipova u odnosu na ukupnu silu, odnosno koeficijent owcpr pri sili V>Va opada, i
za silu V=18.0 MN iznosi:

Vp V =1-4,=1-050=0.50
Aopr = = —-0.50=0.
CPR V V +V wu
Na slici 14.4 je prikazana promena sile koju nose Sipovi u odnosu na ukupnu silu na naglavnici,
tzv. acre koeficijent. Dok je sleganje Sipova u linearnoj oblasti, koeficijent nosivosti Sipova je
konstantan. Nakon iscrpljenja nosivosti, koeficijent acre pocinje linearno da opada uz ubrzani
porast sleganja.
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Slika 14.4 Udeo sile (Vp) koju prenosi grupa Sipova prema ukupnoj sili (V)
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GRUPA SIPOVA OPTERECENA HORIZONTALNOM SILOM

Proracun interakcije izmedu grupe Sipova koja je optereé¢ena horizontalnom silom, znatno je
sloZenije od proracuna interakcije vertikalno opterecene grupe Sipova. Pri dejstvu
horizontalne sile na grupu Sipova, najveci deo opterecenja primaju Ceoni Sipovi, a svaka
sledeca kolona, zbog efekta senke preuzima manji deo opterecenja. Takode, zbog ivicnog
efekta, centralni Sipovi u koloni primaju veée opterecenje od ivicnih Sipova (Slika 15.1).

|:| Iviéni efekat
- Odvajanje od Sipa

Slika 15.1 Efekat senke i ivi¢ni efekat kod horizontalno opt. grupe Sipova (Walsh, 2005)

Vedina autora smatra, da osovinsko rastojanje Sipova u pravcu sile ima najvazniji uticaj na
rezultuju¢e horizontalno pomeranje i momente savijanja grupe Sipova. Kada je osovinsko
rastojanje Sipova u pravcu sile >8d (d=precnik Sipa), uticaj grupe je zanemarljiv uz uslov da je
osovinsko rastojanje upravno na pravac dejstva sile >3d.

Postoji velik broj razli¢itih metoda za reSavanje ovog problema, od kojih se u praksi koriste
empirijske metode, metode zasnovana na redukciji horizontalnog modula reakcije tla za
pojedinacni Sip (Brown, 1988), i metode zasnovane na aproksimaciji tla elasti¢nim
kontinuumom (Poulos i Davis, 1980) i dr.

Na osnovu modelskih ispitivanja, Prakash (1962) predlaZe vrlo uproséen postupak smanjenja
horizontalnog modula reakcije tla: za 2 Sipa na rastojanju od 3d u pravcu sile na 0.5ky, za 3-4
Sipa na 0.33ky a za 25 Sipova na 0.25kn. Malo detaljniji pristup redukciji modula reakcije tla za
grupu Sipova, daje tabela 15.1, koja sadrzi empirijske preporuke prema ”"Canadian Foundation
Engineering Manual” (1992, 3™ edition), kanadskog geotehnitkog drustva (Canadian
Geotechnical Society).

Osno rastojanje Sipova L Osno rastojanje Sipova u Faktor redukcije u pravcu
na pravac dejstva sile pravcu dejstva sile dejstva sile
> 3d 3d 0.25
> 3d 4d 0.40
> 3d 6d 0.70
>3d 8d 1.00

Tabela 15.1 Faktori redukcije horizontalnog modula reakcije tla u pravcu dejstva sile (CGS,1992)
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Osim rastojanja, na smanjenje horizontalnog modula reakcije tla, znacajan uticaj ima
naizmeni¢no opterecenje (uticaj vetra, talasa i sl.). Za 50 i viSe ciklusa, utvrdeno je da se
horizontalni modul reakcije moZe smanjiti na svega 30% pocetne vrednosti za staticko
opterecenje. Pri kombinaciji efekta grupe i ciklicnosti optere¢enja, modul reakcije se moze
smanjiti ispod 10% od inicijalne. Odredivanje horizontalnog modula reakcije tla duz Sipa i
uticaj opterecenja (staticko, dinamicko, ciklicno) na smanjenje horizontalnog modula reakcije
tla, detaljno je opisao Reese (1975).

Efekti konsolidacije i puzanja tla za horizontalno optereéen Sip su po pravilu ukljuéeni u
vrednost modula reakcije tla. U nedostatku drugih podataka, mozZe se usvojiti, da dugotrajna
vrednost horizontalnog modula reakcije, za srednje do jako prekonsolido-vane gline opadne
do 0.5-0.25, a za meke i vrlo meke gline do 0.3-0.15 od inicijalne vrednosti. Za peskove, posto
ne postoje efekti konsolidacije, odnos ostaje 1.0.

15.1 Metoda p-multiplikatora za horizontalno optereéenu grupu Sipova

Sip u grupi reaguju na bo¢no optereéenje drugacije od pojedinaénog izolovanog Sipa.
Interakcija Sip-tlo-Sip ili "zasenjivanje" nastaje kada su redovi Sipova dovoljno blizu da prenesu
opterecenje u istu zonu unutar tla oko Sipa. Kao rezultat toga, tlo je vise optereceno, a
pomeranja i momenti Sipova su veci. Taj se fenomen moZe objasniti smanjenjem otpora tla u
p-y analizama (p je otpor tla na jedinicu duZine Sipa, a y je pomeranje Sipa). MnoZenjem p-
vrednosti faktorom f,<1, smanjuje se otpor-krutost tla, tako da se koriséenjem odgovarajuce
vrednosti f,, moZe objasniti "zasenjivanje" unutar grupe Sipova (Slika 15.2).

. P
E |-
= 1
5 1
e i
s i
S I
g i
° fm xp ! —— _
E e =
E Rd !
8 NG !
5 7/ 1
= = . 1
7 ' Pojedinaéni §ip
/ i
n === Sip u grupi
[ |
:

Horizontalno pomeranje y (mm)
Slika 15.2 Definicija p-multiplikatora (fm)

Postoje razli¢ite formulacije p-y krive, uglavhom kao empirijski zasnovane nelinearne veze
izmedu parametara ¢vrstoce i krutosti tla duz Sipa, koje se mogu meriti u laboratoriji i na
terenu. U analizi interakcije pomodéu p-multiplikatora, Mokwa et all (1977), funkciju izmedu
horizontalnog pomeranja y (mm) i otpora tla p (kN/m), aproksimiraju kubnom parabolom:
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13
p=0.5p, (ylj A A‘gsod

c

U gornjem izrazu, p je otpor tla (kN/m), p, je maksimalni otpor pri velikim pomera-njima, y je
horizontalno pomeranje (mm), d je precnik Sipa (mm), €s0 je deformacija potrebna za
mobilizaciju 50% cvrstoce tla i A je empirijski parametar. Maksimalni otpor tla p, se odreduje
analiti¢ki prema Brinch Hansena (1961).

Mokwa i Duncan (2001) su uradili studiju 37 eksperimentalnih rezultata ispitivanja u kojima su
mereni ucinci interakcije. Studija je obuhvatila terenske, laboratorijske i centrifugalne opite,
kao i podatke testova na terenskom poligonu Virginia Tech za potrebe razvoja i prakti¢nu
primenu p-y koncepta u projektovanju grupe Sipova. Njihove preporucene vrednosti su na
slici 15.3. Slika prikazuje vrednosti p-mnoZitelja f,, koji se smanjuju sa povecanjem razmaka
izmedu redova Sipova i odstojanjem od ¢eonog reda. Smer optereéenja je upravan na red.
Vrednost ., je proporcionalan optereéenju koji nosi svaki red Sipova, jer je pomeranje Sipova
u grupi isto. Grafikon pokazuje da vodedi red, odnosno red na prednjoj strani grupe, preuzima
najvise opterecenja. Opterecenje opada u 1. 2. i 3. redu i dalje ostaje konstantno. Vrednosti f.,
opadaju sa smanjujem razmaka izmedu redova. Za grupe medusobno udaljene viSe od 6d,
vrednost f,=1, $to ukazuje da je interakcija grupe zanemarljiva.

Osno rastojanje Sipova e/d

1 2 3 4 5 6 7 8
1'0 1 1 1 1 ) 1
0.8 1 Prateéi redovi Vodedi
£ P
§ 0.6 le) o) O
g o O O
;%‘ o o o
= 0.4
[o%
L - Vodeéi red: fm=0.70+0.050(e/d)
0.2 1 - Prvi prate€i red:  f;=0.44+0.090(e/d)
2 - Drugi prateci red: f;3=0.30+0.116(e/d)
3 - Treti prateci red: f;;=0.20+0.133(e/d)
0.0

Slika 15.3 Projektne linije p-multiplikatora, prema Mokwa i Duncan (2001)

Eksperimenti na osnovu kojih su utvrdene vrednosti f,, pokazuju, da su maksimalni momenti
savijanja u Sipovima u grupi priblizno isti ako je rastojanje unutar reda 23d. Za rastojanje
Sipove <3d, maksimalni momenti i transverzalne sile u ugaonom Sipu vodeceg reda je veci
nego u ostalim Sipovima u grupi. Zbog toga, momente savijanja i transverzalne sile izraCunate
prema slici 15.2, za ugaoni Sip u vodeéem redu, treba pomnoziti faktorom f,,. prema donjoj
tabeli.
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Osno rastojanje Sipova u redu MnotZitelj fmc za ugaone Sipove
(upravno na pravac dejstva sile) u vodecem redu
3d 1.0
2d 1.2
1d 1.6

Tabela 15.2 Mitiplikator fmc za korekciju presecnih sila ugaonog Sipa u vode¢em redu

15.2 Metoda prema DIN1045 za horizontalno optere¢enu grupu Sipova

U nastavku ce se prikazati alternativnha metoda kojom se vrsi redukcija horizontalnog modula
reakcije tla za horizontalno opereéenu grupu Sipova, prema standardu DIN1054 (Smoltczik,
2006). Za i-ti Sp u tlu sa konstantnim ili linearno promenljivim modulom reakcije tla po dubini,
redukcija se vrsi prema jednac¢inama (15.1) ili (15.2). Meduvrednosti u intervalu 2<ipL<4 ili
2<nnL<4 se linearno interpoliraju.

4/3

AL=4 — kh,izkh(axay) , AlL<2 — kh,izkh(axay) (15.1)

5/3

nL=4 — n;=n (axay )i , mL<2 — n;=n (axay) (15.2)

1

Koeficijent redukcije a zavisi od poloZaja Sipa u odnosu na pravac sile i medusobno rastojanje
Sipova. Postoje dva tipa koeficijenta redukcije; ox koji zavisi od udaljenosti ex Sipa u pravcu
paralelno sa silom, i aya i oz koji zavise od udaljenosti Sipa ey u pravcu upravno na silu. Prema
konvenciji, pravci Sipova koji su upravni na silu formiraju redove, a pravci Sipova koji su
paralelni sa silom formiraju kolone. Koordinatne ose x,y se poklapaju sa osama simetrije
grupe Sipova.Za vodedi red Sipova koeficijent ox=1, a za sve sledeCe redove je ax<1.
Koeficijent ava vaZi za sve ivicne Sipove, odnosno Sipove u krajnim kolonama, koeficijent oz
vazi za sve Sipove u unutrasnjim kolonama (slika 15.4).
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Slika 15.4 Raspored koeficijenata redukcije modula reakcije tla (Smoltczik, 2006)
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Za rastojanje Sipova u pravcu upravno na silu od ey/d >3, koeficijent oya = ovz = 1, a za rastojanje
Sipova u pravcu paralelno sa silom od ex/d >6, koeficijent ax = 1. Ako postoji horizontalne sile u
pravcu obe koordinatne ose, redukcija se vrsi u pravcu svake ose ponaosob. Koeficijenti
redukcije su prikazani graficki na slici (15.5).

1.00
0.90

0.75

0.50

0.25 I I I |y
2 3 4 5 6

Slika 15.5 Koeficijenti redukcije modula reakcije tla (Smoltczik, 2006)

Koeficijenti redukcije se mogu prikazati u slede¢em analitickom obliku:

2<(e,/d)<6 — «,=0.50+0.125(e, /d -2) (15.3)
2<(e,/d)<3 > @, =090+0.100(e,/d -2) (15.4)
2<(e,/d)<3 — @, =0.75+0.250(e,/d-2) (15.5)

Horizontalna sila na i-tom Sipu se moze priblizno odrediti prema slede¢em izrazu:

H=H-a/>a ., o=0aq (15.6)
Tacniji proracun, pri kojem se mogu odrediti i pomeranja i obrtanja naglavnice u Vinklerovoj
sredini, moZe se izvrsiti prema jednacini (11.13), koristeéi redukovane module reakcije tla, za

aksijalno (k- i k) i bo¢no opterecenje (kn). Redukovana aksijalna krutost Sipa Kqs se moZe odrediti
na jednacine (13.14).

Posto horizontalna sila uglavnom nije paralelna sa koordinathom osom, ve¢ deluje pod nekim
uglom (npr. ¢ sa x-osom), treba izraCunati ekvivalentni modul kpe ili nhp. Ako se moduli u
pravcima koordinatnih osa shvate kao glavni radijusi elipse, ekvivalentni modul je radius elipse u
pravcu dejstva sile H, odnosno pod uglom ¢ u odnosu na x-osu.
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Ekvivalentni moduli reakcije tla u odredenom pravcu, za Sip u tlu sa konstantnim ili linearno

promenljivim modulom, moZe se prikazati slede¢im analitickim izrazima:

1+tan’ (o)

k :k , t =
AR, ke, tan® () an(e)
1+ tan® (o
nh(o :nhxnhy ( ) ! tan((p):

ne, + N5, tan® (o)

BROJNI PRIMER - 15.1

Potrebno je izracunati raspodelu horizontalne sile Hx=40.0kN/m, na vertikalnu grupu Sipova
ispod zida, prema slici 15.6. Pasivni otpor tla i trenje na kontaktu naglavnice i tla zanemariti.
Horizontalni modul reakcije tla je kn=15.0 MN/m? a smicuéi k:=5.0 MN/m3. Sip je lebdedi,
odnosno ky, = k.. Sipovi su od armiranog betona, (Eb=21.0 GPa), pre¢nika d=0.60m i duZine
L=15.0m. Osno rastojanje Sipova iznosi ex=ey=1.5m. Grupu Sipova ispod zida analizirati kao

H

(

(

ravanski problem. Horizontalnu interakciju Sipova obuhvatiti prema metodi DIN1045.

1.50

—HX>_@4____ : o
¢ &6 & "

15.7)

15.8)

karakteristéne pozicije za H,

Slika 15.6 Grupa Sipova opterecena horizontalnom silom u smeru x-ose

Resenje:

e/d=¢,/d=15/06=25 , E,J=E, d*r/64 =133.53MNm’

ko d
b

Proradun koeficijenata redukcije o, za ex/d = ey/d = 2.5 :

4/3
)\hL:4mL:511>4 - kh,i:kh Qylry i/
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a, =050+0.125(e, /d —2)=0.5625

a,, =0.75+0.250(e, /d —2) =0.8750

Nakon sto se odrede koeficijenti redukcije o, mogu se odrediti redukovani horizontalni moduli
reakcije tla kn; za karakteristicne pozicije | - (1) i Il - (2,3,4) prema slici 15.6 na desnoj strani.
Redukovani horizontalni moduli reakcije tla za Sipove glase:

kny =Ky 10+ ¥° =120 1.0-0.875 ¥* =12.0.0.837 =10.03MN /m?
kit = Kn -z “° =120 05625-0.875 ¥° =12.0-0.389 =466 MN / m?

Na osnovu redukovanih horizontalnih modula reakcije tla, elementi matrice krutosti Sipa se
mogu odrediti prema sledecim izrazima:

ML>25 — Ky =kd/N , Krg=kid/2¥
ML>25 — Ky =kid/2¥ | Kyp =ked/2)

Rezultati proracuna su prikazani tabelarno.

; Kn,i Ah,i AL Krt,i Kro,i Kwm,i Kme,i
MN/m?3 1/m - MN/m MN/rad MNm/m | MNm/rad

1 10.03 0.326 4.88 18.49 28.38 28.38 87.17

2,3,4 4.66 0.269 4.03 10.39 19.34 19.34 71.95

Pri dejstvu horizontalne sile na grupu vertikalnih Sipova koji su kruto vezani za naglavnicu, u
Sipovima se pojavljuju i vertikalne sile. Zbog interakcije, smicu¢i modul reakcije tla za ivi¢ni Sip
je manji oko 20%, a za unutrasnji oko 35% od vrednosti za pojedinacni Sip (5.0MN/m3).
Aksijalna krutost Sipa se moZe odrediti na osnovu jednacine (11.1d). Rezultati su prikazani u
donjoj tabeli.

K AL EpA _1+Qtanh AL - kp A
ST f L) Q+tanh AL N E A
i k-c,i 7\.1,1 7\.r,i|. Qi fl KQs,i
MN/m?3 1/m - - - MN/m
1,2 4.00 0.356 0.0535 5.35x103 2.029 104.23
3,4 3.75 0.345 0.0345 5.18x103 2.084 98.25

Na osnovu proracuna grupe Sipova, prema jednacini (11.13), pomeranja i presecne sile na
glavama Sipova koji su kruto vezani za naglavnicu, prikazan je u donjoj tabeli.
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i u (mm) w (mm) Oy (rad) Q (kN) Tx (kN) My (kNm)
1 1.8 185.4 225.9 312.3
2 0.6 " 58.3 124.4 202.8
3 134 -0.6 -7:9x10 -58.3 124.4 202.8
4 -1.8 -185.4 125.3 203.8

Za zglobnu vezu Sip-naglavnica, postoji samo horizontalno pomeranje i transverzalne sile, koje
su prikazane u donjoj tabeli. Razlika u rezultatima je (za pomeranje u i silu Tx) je zanemarljiva.

u (mm) w (mm) Oy (rad) Q (kN) Tx (kN) My (kNm)
1 222.9
2,3 12.1 0.0 0.0 0.0 1254 0.0
4 126.2

Priblizne vrednosti horizontalne sile H; ili transverzalne sile Ty koje deluju na pojedinaéne
Sipove, mogu se odrediti prema jednadini (15.6).

a,

> o, =1-0.837 +3-0.492 =2.313

H, =H, -, /Y =600.0-0.837/2.313 = 217.1kN

H, =H,-a, /> =600.0-0.492/2.313=127.6 kN

Rezultati proracuna su prikazani tabelarno

aa,=10-0875=0837 , a, =a,a, =0.5625-0.875=0.492

u (mm) w (mm) Oy (rad) Q (kN) Tx (kN) My (kNm)
1 i i i i 222.9 )
2,3,4 1254
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