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Rezime: U ovom radu je predstavijen linijski numericki model za hidraulicki proracun
mrezZe otvorenih tokova. Za diskretizaciju de St. Venant — ovik jednacina je koriséena
Preissmann — ova Sema. Ovako dobijen sistem linearnih algebarskih jednacina se u
ovom slucaju ne moZe resiti primenom Thomas — 0vog algoritma, pa je u radu prikazan
modifikovani algoritam za resavanje ovog problema. Na kraju je dat jedan primer
numericke simulacije za mrezu otvorenih tokova sa dodatnom analizom uticaja
koeficijenta ponderacije po vremenu na rezultate.

Kljuéne reci: Linijski numericki model, mreza otvorenih tokova, koeficijent ponderacije
PO vremenu.

1. UvOD

Neustaljeno linijsko strujanje u otvorenim tokovima opisuju de St. Venant — ove
jednacdine, koje su izvedene uz sledece pretpostavke [1], [2]:

1. Nivo slobodne povrSine se ne menja previSe naglo, tj. vazi pretpostavka o
hidrostatickom rasporedu pritisaka.

2. Promena nivoa slobodne povrsine popre¢no na struju nema znacajnog uticaja na
propagaciju talasa.

3. Neuniformnost brzina po popre¢nom preseku struje ne uti¢e znacajno na
propagaciju talasa.

4. Gubici na trenje u neustaljenom teCenju ne razlikuju se znacajno od onih u
ustaljenom tecenju.

5. Prosetni pad dna u poduznom pravcu je mali (tj. coSa =1, odnosno
sina = tana , gde je a ugao koji dno zaklapa sa horizontalom).

6. Kod vecine prakti¢nih problema moze se smatrati da je gustina konstantna po
poprecnom preseku, tj. p = const.
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gde je Q protok, A povr§ina popre¢nog preseka, Z kota slobodne povrsine vode, S; nagib
trenja, o koeficijent neravnomernosti brzina u popreénom preseku, g gravitaciono
ubrzanje, a x i t nezavisne promenljive (prostor i vreme).
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2. DISKRETIZACIJA I LINEARIZACIJA JEDNACINA

Za diskretizaciju jednacdina (1) se koristi Preissmann — ova Sema, koja predlaze sledece
aproksimacije izvoda funkcije f(x,t) po prostoru i vremenu, kao i aproksimaciju same
funkcije f(x,t) [1], [2]
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Funkcija f(x,t) moze biti bilo koja funkcija koja se javlja u jednac¢inama (Q, Z, A,...).
Tezinski faktor (koeficijent ponderacije) po vremenu ima vrednost 8 > 0.5, dok tezinski
faktor po prostoru po originalnoj Semi ima vrednost y = 0.5. Pogodnije je, medutim, pri
konstruisanju matematickog modela da se koeficijenti w i € na zamenjuju konkretnim
vrednostima, ve¢ da se ostane pri ops§tim oznakama, jer to omogucava fleksibilnost pri
kasnijem koris¢enju Seme.

Primenom Preissmann — ove Seme za diskretizaciju, kao i Newton — Raphson — ove
iterativne metode za linerizaciju, jednacine (1) se svode na sledece dve linearizovane
algebarske jednacine [2].

-C,-AZ —-D,-AQ +A-AZ  +B -AQ

—C VAR D AQ+A “AZ,, +B -AQ.

i1 (3)
[FE (4)

U jednacinama (3) i (4) indeks | oznaava radunsku tadku u prostoru, C;, D;, A, B;, Gj,
Ci’, Di’, Ai’, Bi” i G’ su konstante, a AZ, i AQ, su nepoznati prirastaji kote slobodne

povrsine vode i proticaja izmedu dve iteracije.

Preuredivanjem jednacina (3) i (4) dobijaju se jednacina deonice i jednacina tacke
AZ =L -AZ +M -AQ +N, (5)

i+l

AQ,=E, -AZ +F., (6)
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gde su L;, M;, i N; funkcije koeficijenata C;, D;, A, Bi, Gi, C;’, Di’, Ai’, Bi" i G;’, dok su
EilF

Ei+1 i Fis1 funkcije koeficijenata C;, Dy, A, Bi, Gj, Li, Mi, N;, e
Za modifikovani algoritam koji se koristi pri reSavanju mreze vodotoka potrebne su
jednacine koje daju vezu prirastaja protoka u proizvoljnoj racunskoj tacki sa prirastajima
kote slobodne povrsine vode u toj istoj tacki i u prvoj tacki posmatrane deonice.

Takode su potrebne jednacdine koje daju vezu prirastaja protoka u prvoj racunskoj tacki
sa prirastajima kote slobodne povrSine vode u proizvoljnoj tacki i u prvoj tacki
posmatrane deonice.

Navedene jednacine se dobijaju koris¢enjem veza (3), (4) i (5).

AQi+1 = Ei+1 : AZHl + Fi+1 + Hi+1 'AZ1 ! )
AQ = Ei'+l AL+ Flil + Hi'+1 AL, (8)
gde su Ejxq, Fiza 1 Hixq fUnkCije kOEfiCijenata Ci, Dy, Ai, B;, G;, L, M;, N;, E;, F; i H;, dok
SU E’ja1, Flisr i H'ix fUnkCije koefiCijenata L;, M;, Ni, E’5, F'i, H'i, Eisa, Fieq 1 Higg.

3. ALGORITAM RESAVANJA JEDNACINA

Algoritam reSavanja se obja$njava na primeru petlje vodotoka, koji je prikazan na slici 1.

deonica 2
ny -(/’—\ n2 ny
. ,'-' 4 ' "-\, .
deonica 1 7 deonica3 =’ deonica 4
uzvodni Kraj nizvodni kraj

Slika 1 — Petlja vodotoka

Uvodi se dvoindeksno obelezavanje. Prvi indeks oznadava broj deonice, a drugi indeks
broj racunske tacke. Indeks m oznacava vrednost u prethodnoj iteraciji.

Proracun unapred (forward sweep) za petlju vodotoka

Cvor ny
o Jednacina kontinuiteta za ¢vor n;. Uliva se deonica 1 (ra¢unska tacka 1,11), a iz
¢vora izlaze deonice 2 (ra¢unska tacka 2,1)1 3 (raunska tacka 3,1)

( lenrll + AQ1.|1 ) - ( szn.Il + AQz,1) _( mQ::f + AQs,1) =0 (9)
o Dinamicka jednacina

AZ1,I1 = AZZ,I = AZB,l = AZ

nl




Primenjujuéi jednacine (6), (7) i (8) moZe se napisati
AQ,,=E , -AZ  +F

1,11 1,117

AQM:E' 'Azz,|2+F' +H! -AZ

2,12 2,12 2,12 2117

(11)
AQ,, =E.,-AZ, +F/ +H.,  AZ

3,13 3,13 3,13 31"

Cvor n,
o Jednacina kontinuiteta za ¢vor n,. Ulivaju se deonice 2 i 3 (racunske tacke
2,12 i 3,13), aiz ¢vora izlazi deonica 4 (raCunska tacka 4,1).

(" +aQ,, )+("Q +aQ, ) -("Ql +AQ,, ) =0 (12)

o Dinamicka jednaina
AZ, ,=AZ =AZ, =AZ (13)

4,1 n2

Primenjujuéi jednacine (7) i (8) moze se napisati
AQZ,IZ = EZ,IZ .AZZ,IZ + FZ,IZ + H2,|2 .AZ

21!

(14)

3,13 3,13 31’

AQ,,=E,,-AZ, ,+F ,+H, -AZ
AQM=E' .AZA,I4+F4',I4+H’ -AZ

4,14 4,14 41"

Kad se jednacine (11) uvrste u (9), jednacine (14) u (12), i ako se uzmu veze (10) i (13)
uz dodatnu napomenu da je AZ, ,=AZ  dobijaju se dve jednaCine (jednaline
kontinuiteta) sa tri nepoznate AZ , AZ , i AZ_,. Da bi se sistem linearnih jednacina

,,zatvorio® koristi se nizvodni granicni uslov u ¢voru ns.

Uopsteni oblik nizvodnog grani¢nog uslova je

a,, - AZI + ﬂniz : AQ| =7 (15)

niz

Nacelno, mogu se koristiti tri vrste grani¢nog uslova: nivogram, hidrogram i zavisnost
protok — kota slobodne povrsine vode (tj. kriva proticaja).
a) Zadato Z(t) (nivogram).

sznJr1 + AZI = Z (tn+1)

Uporedivanjem prethodne jednaCine sa uopStenim oblikom grani¢nog uslova
(15) zakljucuje se da je

aﬂil :l ﬂniz =O’ yniz =Z (tn+1)_ mzlnﬂ’j]i

AZ, =Z(t)-"Z" (16)
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b) Zadato Q(t) (hidrogram)
QT +AQ =Q(t,,)

Uporedivanjem prethodne jednacine sa uopstenim oblikom grani¢nog uslova
(15) zakljucuje se da je

aniz = O’ ﬂniz = 1’ }/niz = Q(tn+l) - mQIn+1'

c) Zadato Q(Z) (veza protok — kota slobodne povrsine vode)

mQIn+1 +AQ, —f (m+1zln+1)

1 m n+1 af
"Q +AQ, = f( Z, )+6_Z . AZ,

Uporedivanjem prethodne jednacine sa uopStenim oblikom grani¢nog uslova
(15) zakljucuje se da je

oz

niz

)
i
ZI

Za slucaj nizvodnog grani¢nog uslova pod b) i ¢) za poslednju ra¢unsku tacku se moze
napisati jednacina (7) i (15) iz koje se eliminiSe AQ, .

a V.
Az.'[Eﬁ&J*H.-AZl:&—E a7
ﬂniz

niz

Jednacine (16) odnosno (17) zatvaraju sistem linearnih jednadina koji se moze reSiti
Gauss-ovim algoritmom ili Cramer-ovim pravilom.

Proracun unazad (backward sweep) za petlju vodotoka

Deonica 4
Posto je nakon reSavanja sistema linearnih jednacina poznato AZ, , moZe se sracunati i

AQ,,, pomocu jednacine tipa (7). Za ostale tacke i=1-1..,2 backward sweep se
racuna koriste¢i jednacine (5) i (7) uz napomenu da je AZ, =AZ , poznato. Pomocu

jednacine (8) moZe se sraunati AQ, .

Deonica 3i2
Proracun za deonicu 3 i 2 je potpuno analogan prora¢unu za deonicu 4.
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Deonica 1
Posto je poznato AZ | = AZ  moZe se sracunatii AQ,,, pomocu jednacine tipa (6). Za

ostale tacke i =1 —-1,...,1 backward sweep se rauna koriste¢i jednacine (5) i (6).

Problem se moze dodatno komplikovati ako se na petlju vodotoka prikljucuje granata
deonica kao na slici 2 (deonica 5).

deonica 2
uzvodni nizvodni
kraJ deonica 1 deonica 3 deonica 4 kraj
Ny ] n3
deonica 5
uzvodni kraj

Slika 2 — Granata deonica koja se prikljucuje na petlju vodotoka

Proracun unapred (forward sweep) za slucaj kada se granata deonica prikljucuje na
petlju vodotoka.

E F H
od ny iH i j+1 ka nz
k1 k2
E F \ E F
sa uzvodne sa uzvodne
granice granice

Slika 3 — Cvor na deonici petlje u koju se prikljucuje jedna ili vise granatih deonica

Na slici 2 deonice 2, 3 i 4 su deonice petlje, a deonice 1 i 5 su granate deonice. Razmatra
se uopsteni ¢vor na deonici petlje u koji se prikljucuju jedna ili viSe granatih deonica
(kao $to se u ovom slucaju u deonicu 3 ukljucuje deonica 5).

Smatra se da je uraden proracun unapred (forward sweep) za deonicu petlje sve do
racunske tatke | $to je dalo koeficijente E, F, Hi E’, F’, H’. Takode je uraden proracun
unapred za granate deonice sve do njihovih krajeva (do racunskih tacaka k; i ky) §to je
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dalo koeficijente E i F. Da bi se proracun nastavio potrebno je odrediti koeficijente
E,F,H i E',F,’ H' zaracunsku tacku i+1 na deonici petlje. Za ovo se koristi

1. jednacina kontinuiteta,
2. dinamicka jednacina (jednakost priraStaja nivoa u ¢voru).

Jednacina kontinuiteta

QU AQ + X ("Q +AQ, )= "Ql +4Q, a8)

Navode se jednacine ve¢ sraCunate tokom prora¢una unapred za deonicu petlje do
raCunske tacke i i za granate deonice do poslednjih tadaka k (prva jednadina je za
deonicu petlje a druga za granatu deonicu).

AQ =E, -AZ +F +H -AZ,
(19)
AQ =E, -AZ, +F

Da bi se prora¢un unapred nastavio potrebna je jednaé¢ina oblika
AQ,=E,-AZ +F +H  -AZ.

i+l

Kada se jednacine (19) uvrste u jednaéinu kontinuiteta za ¢vor (18), dobija se
K

"QHE AZ +F +H AZ + Y ("QHE, (AZ +F )=
— (20)

= in:l +E, A +F +H  -AZ

Dinamicka jednacina

Za dinamicku jednacinu se uzima jednakost prirastaja nivoa u ¢voru.

AZ =AZ,,=AZ,, k=1..,K (21)

Kada se jednacine (21) uvrste u jednacinu kontinuiteta (20), dobija se jednacina iz koje
se vide vrednosti trazenih koeficijenata.

Ei+1 'AZM +F,+ Hi+1 : AZI =

i+l

= (Ei +ZK:Ekj.AZi+1 -"QM+"QM +F +ZK:(””Q|:+l + Fk)+ H -AZ,
k=1

k=1
Poredenjem desne i leve strane poslednje jednacine dobijaju se traZeni koeficijenti.

K K
E|+l = EI + Z Ek’ Fi+1 = _ler:l + leml + l:I + Z( mQ:H + Fk )’ Hi+1 = HI (22)
k=1 k=1
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Za nastavak proracuna unapred takode je potrebno odrediti koeficijente E’, F’, H’ iz

jednaéine tipa (8), koja ne sadrzi AQ u &voru gde se granata deonica uliva u deonicu
petlje, pa ne ulazi u jedna¢inu kontinuiteta. Dakle, zakljucuje se da je
E|’+l = Ei" F, = |:|,’ Hi’+1 = Hl" (23)

i+1

Proracun unazad (backward sweep) za slucaj kada se granata deonica prikljucuje na
petlju vodotoka.

Kada se proraGunom unazad stigne do racunske tacke i+1 na deonici petlje (pa je
poznato AZ i AQ, ) uracunskutacku i, te iste deonice, se prelazi pomocu

AZ =AZ, , AQ =E -AZ +F +H, -AZ. (24)
Analogno prethodnom razmatranju, kada se proratunom unazad stigne do racunske
tacke i+1 na deonici petlje (pa je poznato AZ i AQ, ) uracunsku tacku Kk granate
deonice se prelazi pomocu

AZ, =NZ AQ, =E -AZ +F. (25)

i+1?

4. REZULTATI NUMERICKE SIMULACIJE

U programskom jeziku FORTRAN napisan je program za re$avanje mreze otvorenih
tokova prikazanog na slici 2.

Ulazni podaci
Na slici 2 prikazana je $ema mreze vodotoka, koja se sastoji od pet prizmati¢nih deonica

pravougaonih popreénih preseka sa karakteristikama datim u tabelama 1 i 2.

Tabela 1 — Karakteristike deonica 1,2, 3i4

Deonica 1 2 3 4

Duzina L (km) 9.0 7.2 6.0 9.0
Korak po prostoru Ax (km) 1.0 1.2 1.0 1.0
Sirina kanala b (m) 20.0 6.0 14.0 20.0
Nagib dna S, (%) 0.05 | 0.04167 | 0.05 0.05
Manning-ov koef. hrapavosti n (s . m’m) 1/15 1/15 1/15 1/15

Deonica 5 se priklju¢uje na deonicu 3 na rastojanju 4 km od ¢vora ny, tj. 2km od ¢vora
n,. Deonica 5 je prizmatiCan betonski kanal pravougaonog poprecnog preseka, Sirine
b =20.0m iduzine L =10km . Mannin — ov koeficijent hrapavosti je n=0.02s-m™*.
Ostale karakteristike deonice 5 su date u tabeli 2.
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Tabela 2 — Karakteristike deonice 5

Stacionaza (km) Kota dna (m)
0.0 (uzvodni kraj) 10.5
2.0 8.5
35 8.0
55 75
8.0 6.5
10.0 (usce) 55

Uzvodni grani¢ni uslov na deonici 1 je hidrogram dat u tabeli 3.

Tabela 3 — Uzvodni granicni uslov na deonici 1

t (min) 0 15 | 30 | 45 | 60 | 75 | 90 | 105 | 120 | 135 | t>135

Q(mals) 100 | 100 | 100 | 250 | 350 | 300 | 250 | 200 | 150 | 100 100

Uzvodni grani¢ni uslov na deonici 5 je hidrogram dat u tabeli 4.

Tabela 4 — Uzvodni granicni uslov na deonici 5

t (min) —0<t<3 35<t<5.0 55<t<w

Q(m*/s) 50 450 50

Nizvodni grani¢ni uslov na deonici 4 je funkcija Q:Q(Z) dobijena iz Chézy —
Manning — ove formule za jednoliko ustaljeno tecenje.

Stacionaza pocinje od uzvodnog kraja svake deonice, tj. svaka deonica ima svoju
(lokalnu) stacionazu. Kota dna Z_ = 0.0 se nalazi na nizvodnom Kraju deonice 4.

Vremenski korak za sve simulacije je At =15.0min, a koeficijent ponderacije po
prostoru je w = 0.5. Koeficijent neravnomernosti brzine je o =1.0 za sve popreéne
preseke. Koeficijent ponderacije za nagib trenja je A =0.5 izmedu svih popre¢nih
preseka.

Analiza koeficijenta ponderacije po vremenu 6
IzvrSena je numeric¢ka simulacija sa zadatim ulaznim podacima. Prikazuju se rezultati
hidrograma za poslednju racunsku ta¢ku deonice 1 (slika 4) i deonice 5 (slika 5).

Na obe slike se vidi da se za vrednost koeficijenta poderacije po vremenu & = 0.55
javlja numericka oscilacija rezultata. Povecavanje vrednosti 6 prouzrokuje intenzivniju
numericku difuziju koja ,rasplinjava® pomenute oscilacije. Ovo je u skalu sa
zakljuécima Von Neumann — ove analize de St. Venant — ovih jednacina [3].
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Nije beskorisno napomenuti da se rezultati simulacija za razliCite vrednosti 6 ne
razlikuju zna¢ajno. Medutim, radi izbegavanja pojave numeri¢kih oscilacija svi
proracuni su radeni sa 6 =1.0.

00

150

1]

t [
Slika 4 — Hidrogram za poslednju racunsku tacku deonice 1

400 F——m—— 71—

300

100

t [k
Slika 5 — Hidrogram za poslednju racunsku tacku deonice 5

Prikaz rezultata

Prikazuju se hidrogrami u ¢voru n; (slika 6). U ovaj ¢vor se uliva deonica 1, a iz ¢vora
izlaze deonice 2 i 3. Hidrogram deonice 1 pokazuje pik u 2h, $to predstavlja prolaz
talasa koji je krenuo sa uzvodnog kraja te deonice. Posle toga dolazi do znacajnog
smanjenja protoka (u vremenu oko 4.5+5.0h) usled pojave povratnog strujanja u
deonici 3 (negativne vrednosti za proticaj). Razlog za ovo je poplavni talas koji je

krenuo sa uzvodnog kraja deonice 5 i stigao u deonicu 3 (slika 2). Nakon ulaska tog
talasa u deonicu 3 jedan deo vode nastavlja nizvodno a drugi deo prouzrokuje povratno
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strujanje u gornjem delu deonice 3, Sto se ,,oseca” i u ¢voru n;. Takode je zanimljivo
napomenuti da deo vode koji povratnim strujanjem stize u ¢vor n; nastavlja svoj put
nizvodno u deonici 2 (drugi pik u deonici 2 na slici 6).

Na slici 7 je prikazan nivogram za ¢vor ny. Takode je bitno primetiti da se na nivogramu
vidi uticaj oba poplavna talasa (dva pika na slici 7).

200
150 F

100 |

=

E [
= sl
ol

_jl:l -I 1 1 1 1

1] 5 10 15 20

t [k
Slika 6 — Hidrogrami za ¢vor nl

BT

14 1 L 1 1 1 1 1 L 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

t [k
Slika 7 — Nivogram za ¢vor nl

Posmatra se mesto ulivanja deonice 5 u deonicu 3 (slika 2). Prikazuju se hidrogrami za
ovaj ¢vor (slika 8). Vidi se da u deonici 5 proticaj prvo opada usled nailaska poplavnog
talasa u deonici 3, koji je krenuo sa uzvodnog kraja deonice 1. Nakon ovoga proticaj
intenzivno raste usled talasa koji stize sa uzvodnog kraja deonice 5. Kad ova voda dospe
u deonicu 3 delom nastavlja nizvodno, a delom uzrokuje povratno strujenje u gornjim
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delovima deonice 3 (negativne vrednosti proticaja). Ovo povratno strujanje je toliko
intenzivno da se ,,0se¢a® i u ¢voru Ny, kao Sto je to prethodno pokazano.

Na slici 9 je prikazan nivogram za ¢vor gde se deonica 5 uliva u deonicu 3.

4':":' T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
i 0 Deonica 3 amodno
O Dweowica 5

300 F
F & Deonica 3 nimeodno

— amf
= I
o) L
100 F :
3
u}
|I |
o ql I:II- E
—100 [ N 1 L PR L 1 L PR
0 3 10 15 20

th
Slika 8 — Hidrogrami za ¢évor gde se deonica 5 uliva u deonicu 3

Z [m)

a 5 10 15 L]

t [k
Slika 9 — Nivogram za ¢évor gde se deonica 5 uliva u deonicu 3

Na slikama 10 i 11 se prikazuju hidrogrami, odnosno nivogram za ¢vor n,. U ovaj ¢vor
se ulivaju deonice 2 i 3, a iz ¢vora izlazi deonica 4.

Napominje se da je za sve ¢vorove proveravana jednacina Kontinuiteta (suma protoka u
¢voru mora biti nula) i dinamicka jednacina (jednakost prirastaja kota slobodne povrsine
vode). Obe jednaline su zadovoljenje za sve ¢vorove §to ukazuje na ispravno
funkcionisanje numeri¢kog modela.
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5. ZAKLJUCAK

Analiza uticaja koeficijenta ponderacije po vremenu @ potvrduje da se povecavanjem
vrednosti ovog parametra pojacava numericka difuzija. Ovaj zakljucak, dobijen
numerickim eksperimentom, je istovetan zakljucku koji se dobija Von Neumann — ovom
analizom linearizovanih de St. Venant — ovih jednacina [3].

Prikazan algoritam za reSavanje mreze otvorenih tokova ispravno funkcioniSe Sto je
prikazano na primeru. Takode je pokazano da numericki model moze da simulira i
povratno strujanje, koje je u ovom slucaju nastalo nailaskom poplavnog talasa u deonici

5 analiziranog sistema.
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MATHEMATICAL MODELING OF AN OPEN
CHANNEL LOOPED NETWORK

Summary: This paper presents a one — dimensional numerical model for an open
channel looped network. The Preissmann scheme was used for discretization of the de.
St. Venant equations. The discretization yields a system of linear algebraic equations
that could not be solved using the Thomas algorithm, so the paper presents a modified
algorithm for resolving this problem. Finally, an example of a numerical simulation for
an open channel looped network is given with an additional analysis of the time
weighting coefficient and its influence on the results.

Key words: One — dimensional numerical model, open channel looped network, time
weighting coefficient.




