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Rezime: U radu je prikazano resavanje jednacina neustaljenog tecenja u sistemima pod
pritiskom primenom dva postupka sa fiksnom racunskom mrezom. Prvi postupak
podrazumeva reSavanje pojednostavljenih jednacina (takozvani tacan eksplicitni
postupak), dok se kod drugog postupka resavaju kompletne jednacine uz interpolaciju
(takozvani interpolacioni eksplicitni postupak). Primenom izvedenih jednacina su
formirana dva numericka modela sa ciljem uporedivanja rezultata.

Kljuéne reci: Sistemi pod pritiskom, neustaljeno tecenje, numericki model.

1. UvOD

Neustaljeno linijsko teCenje u sistemima pod pritiskom opisano je sa dve parcijalne
diferencijalne jednacine, jednacinom kontinuiteta (1) i dinamickom jednacinom (2),

2
a—H+v~a—n—v-sinaJra—-—:O, 1)
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gde su x i t nezavisno promenljive, a, g, 4, D i « poznati parametri, a nepoznate su
zavisno promenljive TTI=TII(x,t) i v=v(Xt). Jednaine (1) i (2) se metodom
karakteristika prevode u Cetiri obi¢ne diferencijalne jednacine koje se onda reSavaju.
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2. RESAVANJE POJEDNOSTAVLJENIH JEDNACINA

Brzina strujanja (v) moze da se zanemari ako se pretpostavi da je brzina propagacije
poremecaja (a) mnogo veca od nje a >> |v| . Uz ovu pretpostavku se polazne parcijalne

diferencijalne jednacine (1) i (2), primenom metode karakteristika, pretvaraju u obicne
diferencijalne jednacine (3) i (4)

Ct: d—H+E-ﬂ—v-sin0¢+g-)L'v—'lvl=O étovaiiduiﬁza, 3)
d g dt g 2D dt

*;d_n_i.%_v.sinog_i-/1 Vlvl:O Sto vazi duz —Xz—a. 4)
dt g dt 2-D dt

Pretpostavljajué¢i da je @ =Const. moze da se formira raGunska mreZa koja zadovoljava

uslov a=dx/dt, uz napomenu da su u ovom sluc¢aju karakteristi¢ne linije (C* i C7)
prave (slika 1), a podnozje karakteristi¢nih linija se poklapa sa racunskim tackama.

:.='.—1

Slika 1.

Integraljenjem jednacina od polazne tatke (tacka A za C*, a tatka B za C~) do dolazne
tacke (P), se dobija

a sina

Ct Mo Tyt = (Qp=Qn) ==, (0-Qp +(1-0)-Qu)- A+
®)
+g;-.—D/1-A2.[(0.QP +(1-6)-Q4)-6-Qp +(1—9)~QA|-At]=O




C™: IMp-Il, _g+aA.(QP_QB)_¥.(9.QP+(1—¢9).QB).At_

a-A (6)
_m'[('g‘QP +(1-6)-Qg)-|0-Qp +(1—9)-QB|.At]:0

Nepoznate veli¢ine u jedna¢inama (5) i (6) su proticaj u tacki i u tekuéem vremenskom
nivou n+1, Qp, i pijezometarska kota u tacki i u trenutku n+1, T1,. Oduzimanjem

jednacine (6) od jednacine (5) se dobija jedna jednacina sa jednom nepoznatom Qp,

Mg —TT,+B-(2Qp —Qy—Qg ) +W - (1-6)-(Qg —Qa )+
+R~[(9~Qp +(1-6)-Qa)-|0-Qp +(1-0)-Qp|+(6-Qp +(1-6)-Qg )-|0- Qe +(1—9)~QB\]=0

gde su B=a/(gA), W =sina-At/A, R=a-At-1/(2g-D-A?). Izvedena jednagina je
nelinearna algebarska jednacina koja se linearizuje primenom Newton — Raphson — ovog
iterativnog postupka. Prikazana jednacina se moZe napisati za svaku racunsku tacku
unutar posmatrane oblasti, a tacke na granicama zahtevaju posebne jednacine.

3. GRANICNI USLOVI

Spoljasnji granicni uslovi
U slu¢aju da je na nizvodnom kraju cevi rezervoar, (slika 2), nepoznate veli¢ine su I i

Qp - Na osnovu slike 2 moze da se napise jedna jednacina pozitivne karakteristike (C*),

C*t Mgy =TT, ~B(Qp ~Qn)+W (6Qp, + 1~ 0)Qn) ~R[(6Qpi +@A-0)Qn ) [0Qp: +(1-O)Qu[] -

Za zatvaranje sistema je potrebna dodatna jednacina, §to je u ovom sluéaju energetska
jednacina. Opsti oblik energetske jednaéine izmedu preseka u cevi i u rezervoaru je

2

gde se Koeficijenti lokalnih gubitaka razlikuju u zavisnosti od smera tecenja.
Uvrstavanjem energetske jedna¢ine u C* jednacinu se dobija jedna jednacina sa jednom
nepoznatom Qp; ,

2
_

n
R oga?

(1+ f) =IT, - B(Qpi _QA)+W (QQPi + (1_‘9)QA)_
—R[(6Qp; +(1-0)Qn ) |0Qp; + (1-6)Qu|]
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Slika 2 — Nizvodni granicni uslov — rezervoar

Izvedena jednacina je nelinearna i potrebno ju je linearizovati.
U slucaju da je rezervoar zadat kao uzvodni grani¢ni uslov, nepoznate su I, i Qp, ana

raspolaganju stoji jedna C~ jednadina. Dodatna jednacina se dobija ispisivanjem
energetske jednacine, sa ¢ime se problem svodi na dve jednacine sa dve nepoznate.

Unutrasnji granicni uslovi

Od unutrasnjih grani¢nih uslova je razmatrano serijsko vezivanje cevi i zatvarac.
Prilikom serijskog vezivanja cevi se spajaju cevi razli¢itih Karakteristika. Posledica su
razli¢ite brzine propagacije poremecaja u razli¢itim cevima. Kako je a=Ax/At,

racunski korak po vremenu ( At ) moze biti isti za sve cevi samo ako je racunski korak po
prostoru (Ax) promenljiv. Posmatra se slika 3, nepoznate veli¢ine su

Qpi» Qpit I, 1., - Na raspolaganju su dve jednadine, jedna C* i jedna C~
jednacina,

C™ Mg —Ip+ Bj (Qpi _QA)_Wj (H'QPi +(1_9)QA)+ @)
+R; [(H'Qpi +(1_9)QA)'|9'QPi +(1_9)QAH =0
C: Hpiyy g =By '(QPi+1 _QB)_WJ+1 ’(H'QPiJrl +(1-0) 'QB)_

®)

—Rji1[(6-Qpia +(1-6)-Qg)-|0-Qpiuy +(1—6)-Qg|]=0
Za zatvaranje sistema nedostaju jo§ dve jednacine. Dodaju se jednaCina kontinuiteta,
Qpi = Qpi,y > 1 energetska jednacina za ustaljeno tecenje u opstem obliku,

2 2 2 2
QPi I + QPi+l +& - QPi _E . QPi+1

Hp; + =1piy 1 2 :
' 2gAZ " 2gAZ, 2gA 20A2 4
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gde se koeficijenti lokalnih gubitaka razlikuju u zavisnosti od smera teenja i pre¢nika
cevi. Primenom jednacdine kontinuiteta na jednacinu (9) se dobija

Lo

el fiPa

Covi Cav j=1

Slika 3 — Unutrasnji granicni uslov — serijska veza cevi

2
Ip; —Hpi+1+Qpi+1 {1_51 —l_fzJZO. (10)

2 2
20 | A} AL

U nastavku se iz jednacina karakteristika izrazavaju nepoznate pijezometarske kote, koje
se zatim, zajedno sa jednac¢inom kontinuiteta, uvrStavaju u jednaé¢inu (10),

0=1I, +W; -(6’~QPi +(1—¢9)~QA)—RJ- -[(9~Qpi +(1—6?)-QA)~|6’-QPi +(1—¢9)~QA|J—
g _Wj+1(9'QPi +(1_9)'QB)_Rj+1[(9'QPi +(1—9)‘QB)'|9'QPi +(1—9)'QBH_

Qi[1-4 1-¢
_Bj '(Qpi —QA)_BHl(QPi _QB)+£[A_J_21_?:J

Na ovaj nacin je dobijena jedna nelinearna algebarska jednacina sa jednom nepoznatom
Qp; koja se linearizuje i reSava primenom Newton — Raphson — ovog iterativnog

postupka.

U slucaju da se na sredini cevi nalazi zatvarac, slika 4, nepoznate su Qpi,Qpi,q.
Iy i [Ty, . Ispisivanjem C* i C™ jednacina se dobijaju dve jednacine, jednagine (7) i
(8), a zatvaranje sistema zahteva dve dodatne jednaline. Prva jednadina je jednacina
kontinuiteta, Qp; = Qpj,1, @ druga jednadina je veza protoka i pijezometarske kote za

zatvaraC izmedu dve cevi,

Iy, —I1p;
Qpi =Qyi 7" —Pi_Pidl (11)
I I g —Igi 4




gde je 7= CQAZ/(CQAZ )o (7 =0 znaci da je zatvara¢ potpuno zatvoren, a 7 =1 da je
potpuno otvoren u odnosu na pocetnu otvorenost). Veli¢ine Qpy Iy, i Iy, Su
pocetne vrednosti proticaja i pijezometarskih kota. Oduzimanjem jedna¢ine C~ od

jednagine C* uz primenu jednacine kontinuiteta, se dobija

gl

i-1 i i+1

Slika 4.

Hp; =iy =115 —11g _Wj+1'(9'QPi +(1—9)'QB)+WJ' '(G'QPi +(1—9)'QA)—
-B; -(Qpi —Qa)—R; '[(Q'Qpi +(1-6)-Qa)-|0-Qp; +(1_0)'QA|:|_
By (Qei ~ Q) ~Ryua [ (0-Qei +(1-0) Qg ) 0~ Qpi +(1-0)- Qs ]

Ako se iz jednaCine (11) izrazi razlika pijezometarskih kota i uvrsti u poslednju
jednacinu, nakon sredivanja se dobija,

I, —TTg —B;-(Qpi —Qa)—Bju1-(Qpi —Qg ) -
272 | Ry [(0-Qei +(1-0)-Qu) [0-Qpi +(1-0)-Qu[]-
Tl Moy |-Wj1+(0-Qpi +(1-0)-Qg ) +W;-(0- Qpi + (1-0)-Q4 ) -
—Ry.1 [ (0-Qpi +1-6)- Qg )-|0Qpy + (1-6)- Qg ]

—Qpi | Qpi 0

Izvedena jednacina je nelinearna algebarska jednacina sa jednom nepoznatom za ¢iju se
linarizaciju i reSavanje koristi Newton — Raphson — ov iterativni postupak.

4. RESAVANJE KOMPLETNIH JEDNACINA
Kod postupka resavanja kompletnih jednacina se brzina “v” ne zanemaruje u polaznim

jednaCinama. U tom slucaju se polazne parcijalne diferencijalne jednacine (1) i (2),
primenom metode karakteristika pretvaraju u obi¢ne diferencijalne jednacine (12) i (13)
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cr: AL, 3 ing+ 2 2V o govaridur X ovia, (12)
d g dt g 2D dt

"d—H—E-d—V—v-Sina—3~l.v'|v|:O Sto vazi duz d—X:v—a. (13)
d g d dt

Posto jednadine sadrze brzinu v, karakteristi¢ne linije viSe nisu prave, pa se tatke A i B
(podnozja karakteristika) ne poklapaju sa ratunskim tackama (tacke i-1 i i+1 na slici 5).
U ovom slucaju nema razloga da se postuje uslov a=Ax/At, odnosno, moze da se
dozvoli promenljiv radunski korak po prostoru Ax. Integraljenjem jednaina
karakteristika od polazne do dolazne tacke, jednacine postaju,

c*: HP—HA+ﬁ.(QP—QA)—“%.(9-QP+(1—9)-QA).(tP—tA)+
(15)
A-a
+m-[(9-QP+(1—9).QA)~|0.QP+(1—9).QA|](tP—tA)=0
Sto vazi duz XP—XA:{9~(%+a] +(1—¢9)-(%+aj ](tp—tA) (16)
P A
A P
fpel
ct c
i-1 '4. i 'B i=1 =}L
Slika 5.
c: HP—HB—g%“A-(Qp—QB)—WT“(&QP+(1—0)~QB)-(tp—tB)—
7
A-a
—m'[(Q‘QP+(1_‘9)'QB)‘|9'QP+(1_‘9)'QBH'(tP_tB):O
Stovazi duz  Xp—xXg =[ 0-(Q/A-a), +(1-6)-(Q/A-a), |(tp ~t5) (18)
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Dobijene su &etiri jednacine (15), (16), (17) i (18), gde su t, =tg =t,, tp =t 4,
tp —ty =tp —tz = At i X, , poznate veli¢ine, a nepoznate veli¢ine su Qp, Ilp, Xp, Xg,
I1,, I1g, Qp i Qg . Dodatne jednacine se dobijaju iz interpolacionih izraza za I1 i Q u

tackama A i B . Primenom linearne interpolacije se, na osnovu slike 5, mogu napisati
sledece jednadine

II. —TT. 1. -TL —X
e N § =HH+M-(Hi ~11;,) (19)
X=X Xp — X1 X=X
99 Q= o o, _q,+X2 %1 q-qL) (20)
X=X  Xa—Xa X — X1
L Mg =TT, + 21 (M —T15) (21)
Xija =% Xg — X% X —%
Qi+1 _Qi QB _Qi XB B Xi
= = Q=0+ (Qu1-Q) (22)
X=X  Xg—X I i1~ % a I

Cilj je da se sistem od osam jednadina i osam nepoznatih veli¢ina svede na jednu
jednacinu sa jednom nepoznatom. Prvo se koordinate X, i Xg izraze iz jednacina (16) i

(18) i uvrste se u izraze (19), (20), (21) i (22),

|:Qi—l Mg +AQ g (Xp — X1 )~ AQ - At-(0-Qp /A+ a)]' A

Q= AX_y-A+(1-0)-At-AQ @)
Qs = (24)
AX; - A+(1-6)- At-AQ;
- (Xp —Xi1)—At-(6-Qp/A+a) (1-6)-At-AIT;
IT, =11, + A 'Ani—l_—A.AXFl "Qa (25)
- +xp—xi—At-(9-QP/A—a) AT (1-0)-At- AL o 26
g =1 A% MmO (26)

gdesu AX; =X, —%, AQ =Q; —Q, AIl, =IT,,, —IT;. Ako se u izraze za I1, i
Iy uvrste izrazi za protoke Q, i Qp, dobija se veza TT,(Qp)illz(Qp).
Uvrstavanjem jednacina (23), (24), (25) i (26) u jednadine karakteristika (15) i (17) se

dobijaju dve jednacine sa dve nepoznate, Qp iIl,. Oduzimanjem, jedna¢ine C~ od
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jedna¢ine C* se iz jednadina eliminiSe nepoznata pijezometarska kota Il i ostaje

jedna jednacina sa jednom nepoznatom veli¢inom, Qp ,

g —T1, +B(2:Qp —Qa —Qg )-W (1-6)-(Qa —Qg ) +
+R[(9-QP +(1-0)Q4 |6 Qp +(1-0)Qa| +(0- Qo +(1-6) Qg )|0- Qs +(1—9)QB|]=0

Dobijena jednacina je nelinearna algebarska jednacina koju je potrebno linearizovati.

Jednacine unutrasnjih i spoljasnjih grani¢nih uslova se odreduju kao u slucaju
pojednostavljenih jednacina. Razlika je u tome $to kod komletnih jednacina poloZzaj
podnozja karakteristi¢nih linija (tacke A i B na slici 5), i vrednosti pijezometarskih kota i
proticaja u istim tackama nisu poznate nego se odreduju interpolacijom.

5. ANALIZA REZULTATA

Posmatra se sistem prikazan na slici 6. U poéetnom trenutku u Sistemu vlada ustaljeno
stanje. Vodni udar (neustaljeno te¢enje) u sistemu pod pritiskom izazvano je zatvaranjem
zatvaraca. Podaci potrebni za proracun su dati u tabelama 1 i 2 i na slici 6. Razmatraju se
dva slucaja. U prvom slucaju se zatvara¢ naglo zatvara, a u drugom je zatvaranje
postepeno. U tabeli 3 su date vrednosti funkcije zatvaranja zatvaraca.

Slika 6.
Tabela 1 — Podaci za proracun
K (GN/m?) E (GN/m?) v () p (kg/m®) 0 () At (s)
2.19 205 0.27 1000.0 0.5 0.00824
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Tabela 2 — Karakteristike cevi

Cev Cevl Cev 2 Cev 3 Cev 4

Duzina L (m) 250.0 150.0 50.0 100.0
Pre¢nik D (m) 0.75 1.0 0.75 0.50
Debljina zida e (mm) 10.0 20.0 15.0 15.0
Koef. Trenaj 1 (-) 0.030 0.025 0.025 0.020

Tabela 3 — Funkcija zatvaranja zatvaraca

. t(s) 0.0 1.0 4.5

Naglo zatvaranje 0 10 02 0.0
Postepeno zatvaranje L) 0.0 10 10.0 20.0
P ! 7 0 10 | 03 | 005 0.0

Slika 7 — Graficki prikaz funkcije zatvaranja zatvaraca

Postupak sa kompletnim jednacinama
Brzina propagacije talasa je a® =(K/p)/(1+y-K/E), gde koeficijent y zavisi od
nacina oslanjanja i odnosa D/e. Sve cevi su ukljestene celom duzinom, i za svaku cev

vazi daje D/e> 25, pa je koeficijent w odreden izrazom y = D/e(l—vz) .
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Tabela 4.

Cev Cevl Cev 2 Cev3 Cev4
Dle (-) 75.00 50.00 50.00 33.33
v () 69.53 46.36 46.36 30.90
a (m/s) 1120.98 1210.24 1210.24 1283.14

Racunski koraci po vremenu i prostoru su isti kao kod reSavanja pojednostavljenih
jednacina kako bi se vrednosti racunale za iste tacke i iste vremenske trenutke.

Postupak sa pojednostavijenim jednacinama
U slucajevima serijski vezanih cevi razli¢itih karakteristika, se za razliite cevi dobijaju

razlicite brzine propagacije poremecaja. Cilj je odrediti broj duzina AX oznaCen sa N

tako da N; bude ceo broj. Jedna mogucnost za to je prilagodavanje brzine propagacije

talasa. Postupak pocinje tako Sto se izracunaju brzine propagacije datih cevi, pa se za
najkracu cev odredi At iz uslova da je At=Ax/a. Na ovaj nafin se za najkratu cev

uzima ta¢na vrednost racunskog koraka po vremenu, a za ostale cevi se uzimaju
korigovane vrednosti. Znacaj odredivanja racunskog koraka po vremenu za najkracu cev
je u tome $to su onda relativne greske zaokruzivanja manje kod ostalih (duzih) cevi. Za
raunski korak po prostoru se uzima Ax=10m. Najkraca cev je cev 3 odakle je

At = Ax/ag =0.0083s. Sa poznatim racunskim korakom po vremenu se odreduje
potreban broj tacaka N;, iz N jpmrebno =L / (aj 'At). Nakon §to se sraduna N jpombno,
dobijene vrednosti se zaokruze na ceo broj, N;j pa se za svaku cev izracuna korigovana
brzina propagacije poremecaja i raCunski korak po prostoru, AX;j iz AX; =L; /Nj .

Srac¢unate vrednosti su date u tabeli 5.

Tabela 5.
Cev; Cevl Cev 2 Cev3 Cev4
a; (m/s) 1120.98 1210.24 1210.24 1283.14
L; (m) 250.0 150.0 50.0 100.0
N potene () 26.99072 15.000 5.000 9.431867
N; () 27 15.000 5.000 9.000
a’m ™ (mjs) | 1120.502 1210.23967 1210.23967 1344.711
Ax; (m) 9.259 10.000 10.000 11.111

Pocetni uslovi se odreduju ispisivanjem energetske jednacine izmedu dva rezervoara, i
isti su za oba proracuna,
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odakle se dobijaju pocetne vrednosti za proticaj Q = 0.9262m* /s i pijezometarske kote.

U nastavku su prikazani rezultati proratuna za opisanu situaciju, dobijeni sa dva
postupka, taénim eksplicitnim i interpolovanim eksplicitnim postupkom.

= i T T T T i T i i
T TACAN EKSPLICITNI POSTUPAK

T

77—
JTERPOLOVANI EESPLICITNI POSTURAK

NN

)V

10

13

Slika 8 — Funkcija TI(t) neposredno uzvodno od zatvaraca — naglo zatvaranje

Uporedivanjem rezultata dobijenih za slucaj naglog zatvaranja zatvaraca, za presek
neposredno nizvodno od zatvaraca, slika 9, se uocava da pijezometarska kota opada
mnogo brze u slucaju reSavanja kompletnih jednacina. Pomenuta pojava moze biti
posledica ne zanemarivanja brzine v u odnosu na brzinu propagacije poremecaja ili
posledica numericke difuzije zbog primenjene interpolacije. Ponavljanjem proracuna sa
manjim At pikovi pijezometarske kote opadaju mnogo brze §to ukazuje na to da je
smanjenje pomenutih pikova posledica interpolacije tj. numericke difuzije. Znacajno je
primetiti da oba postupka daju iste vrednosti maksimalnih pijezometarskih kota. Proticaji
dobijeni na dva razli¢ita na¢ina se poklapaju, slika 10.
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TACAN EKSPLICITNI POSTURAK

TAMI EKSPLICTTNI BPOSTURAK

——r—— - INTERFOLOV

fu) 1

15

Slika 9 — Funkcija TI(t) neposredno nizvodno od zatvaraca — naglo zatvaranje

TACAN EESPLICTTNMI BOSTURAK

TANT EKSPLICITNI BOSTURAE

--t-- INTEREOLOY

Slika 10 — Funkcija Q(t) neposredno uzvo.dno i Nizvodno od zatvaraca — naglo

zatvaranje
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— TACAW EKSPLICITNI POSTUPAE

______ INTERPOLOVANI EKSPLICTTNI POSTUTAE
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5 10 15 20 25 30

TACAN EESPLICTTNI FOSTUPAK

—————— INTERPOLOWVANI EKSPLICTTNI FOSTUFAE

| W

5 10 15 20 25 30

Slika 12 — Funkcija TI(t) neposredno nizvodno od zatvaraca — postepeno zatvaranje

Rezultati za slucaj postepenog zatvaranja zatvaraca su prikazani na slikama 11, 12 i 13.
Hidrogrami dobijeni reSavanjem kompletnih i pojednostavljenih jednacina se i u ovom
slucaju poklapaju. Ako se uporede rezultati za dva postupka, za presek nizvodno od
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zatvaraca, primecuje se da postoje odstupanja ali mnogo manja nego u prethodnom
slu¢aju. Uporedivanjem rezultata za dve brzine zatvaranja zatvaraca se vidi uticaj brzine
zatvaranja na intenzitet hidrauli¢kog udara, Sto je zatvaranje brze, veci je poremeca;.
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Slika 13 — Funkcija Q(t) neposredno uzvodno i nizvodno od zatvaraca za slucaj
postepenog zatvaranja
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NUMERICAL SOLUTION OF THE TRANSIENT FLOW
EQUATIONS

Summary: This paper presents a numerical solution of the hydraulic transients
equations. The numerical solution is based on two modeling approaches, the exact
explicit method and the interpolated explicit method, both using the fixed computational
grid. The first approach is the so called exact explicit method, using simplified equations
of motion and continuity. The second approach is the interpolated explicit method, using
complete equations with interpolation. The two approches are then tested on the same
example for comparison.

Key words: Transient flow, unsteady flow, numerical model, exact explicit method,

interpolated explicit method.
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