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Rezime: U ovom radu je prikazan postupak numerickog modeliranja geometrijske
nelinearnosti nosaca primjenom metode konacnih razlika. Proracun presjecnih sila i
pomjeranja je proveden iterativnim postupcima uzimajuéi u obzir uticaje drugog reda.
Opisanim postupkom ravnoteza sistema se uspostavlja na deformisanom nosacu. Na taj
nacin presjecne sile imaju svoj doprinos na momente savijanja i deformacije.
Prikazanim metodama proracuna moze se modelirati geometrijska nelinearnost nosaca
sa konstantnim ili promjenjivim poprecnim presjekom. Proracuni su uradeni numericki,
a rezultati su kontrolisani u programskom paketu Tower. Prikazani su numericki
rezultati pomjeranja i sila, i usporedeni sa rezultatima dobijenim u programskom
paketu. Kroz numericke primjere je prezentiran postupak proracuna i izvrSena analiza
rezultata.

Kljuéne rijeci: geometrijska nelinearnost, teorija drugog reda.

1. UvOD

Kod konstrukcija sa vitkim elementima dolazi do znaajne deformacije elemenata
nosaca. Analizom deformisanog S$tapa spoljasnje opterecenje utiCe na promjenu
presjecnih sila i deformacija. Pomjeranje ose Stapa pri djelovanju opterecenja izaziva
dodatne stati¢ke uticaje koji se nazivaju uticaji drugog reda. Od svih uticaja drugog reda
znafajnu ulogu imaju momenti savijanja i deforamcije Stapa, pa su u ovom radu
analizirani. Momenti savijanja dobijeni po teoriji drugog reda kod nekih nosaca se ne
mogu zanemariti. Momenti savijanja u ovom radu su dobijeni iterativno sa postupnim
priblizavanjem ravnoteZznom stanju nosaca.
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2. SAVIJANJE STAPA PO METODI KONACNIH RAZLIKA
2.1 Jednacine savijanja Stapa po teoriji drugog reda

Teorija drugog reda se bazira na pretpostavkama o malim deformacijskim veli¢inama
e<<l, ¢<<1 i linearnoj vezi izmedu napona i dilatacija (materijalna linearnost) [1].
Veli¢ine pomjeranja napadnih tacaka spoljasnjih sila u ovoj teoriji se uzimaju u
proracun, a uslovi ravnoteze uspostavljaju na deformisanom nosacu.

Pri proraunu se smatra da optereCenje Stapa prije i poslije deformacije ostaje istog
intenziteta i pravca.

Iz jednacina koje opisuju statiCko-deformacijsko stanje Stapa dobija se nehomogena
diferencijalna jednadina po teoriji drugog reda u obliku [2]:

d’ dv| d dv d’ At
L GO S S IO BE

U jednacini (1) kao nepoznate veli¢ine su pomjeranja v i komponente presjecnih sila
H(X). Za neke slu¢ajeve u praksi se postize dovoljna ta¢nost rjeSenja ako se usvoji da je
normalna sila u Stapu H=S, gdje je S-normalna sila u Stapu odredena po teoriji prvog
reda.

Za slucaj prizmaticnih Stapova opterecenih transverzalnim optereenjem py Sa
konstantnom krutosti na savijanje El=const. i aksijalnom silom H=const. diferencijalna
jednacina (1) dobija sljedeéi oblik:

dv _,d* py S
— Kk —=—=; K== 2
dx* dx®> EI El )

Dvostrukom integracijom izraza (2) slijedi:

d’v.M=S-v
e )

dx EI
Jedna¢ine (2) i (3) su diferencijalne jednacine elasti¢ne linije pravog S$tapa po
linearizovanoj teoriji drugog reda. U tim jedna¢inama Su nepoznata pomjeranja v 0se
Stapa, a normalne sile S su poznate i odredene po teoriji prvog reda.

2.2 Savijanje Stapa primjenom metode kona¢nih razlika

Metoda kona¢nih razlika (MKR) predstavlja numericki postupak rjeSavanja
diferencijalne jednacine u tacki. Ako Stap podijelimo na viSe tacaka, odnosno dijelova
onda rjesenje diferencijalne jednacine dobijamo za pojedine tacke podjele.

Na $tapu i-k uo¢imo tacku m u kojoj trazimo rjeSenje diferencijalne jednacine (3) i u
okolini te tacke napravimo podjelu na dijelove duzine Ax, slika 1.
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Slika 1. Prikaz opterecenja i funkcije ugiba u okolini tacke Stapa

Funkcija ugiba u okolini tacke ,,m* se moze razviti u Taylor-ov red unaprijed oblika [3]:

dv AX? (d*v A (dPv Ax* (dYv
Vi =V +AX| — | +—— = | + — | + — |+ @
dx/, 2!'\dx”) ~ 3!'\dx’ ) 4! \dx" )
Razvoj reda unazad je oblika:

dv AX? (d*v A (dPv Ax* (dYv
Vo =V, —AX|— | + S = 5= | + | +.. ®
dx/, 2!\dx* )~ 3!'{dx ) — 4! {dx" )

Ako uzmemo u obzir prva dva €lana reda, a ostatak zanemarimo razlika izmedu izraza
(4) i (5) predstavlja nagib tangente na elasti¢nu liniju oblika:

(ﬁ) — Vm+1 _ mel (6)
dx /., 2Ax
Zbir prva tri ¢lana reda daje krivinu Stapa u tacki m oblika:
ﬂ _ mel _ 2Vm + Vm+1 (7)
dx? . AX?

Kada izraz za krivinu $tapa u tacki m (7) zamijenimo u jednac¢inu (3) slijedi jednacina
elasticne linije Stapa po linearizovanoj teoriji drugog reda i metodi konacnih razlika
oblika:
Vm—l _2Vm +Vm+l _ Mm iSm ) Vm
AX El

m

®)

Jednacina (8) se rjeSava iterativno. Za poznatu krutost na savijanje popre¢nog presjeka
Eln i aksijalnu silu S, dobijenu po teoriji prvog reda u tacki m u i-tom iterativnom
koraku izraz (8) je oblika [4]:

2
v =2vi v = ETX(M +S, i) 9)

m
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3. PRORACUN SISTEMA STAPOVA

Kod proracuna sistema §tapova koji ¢ine nosa¢ potrebno je svaki Stap podijeliti na manje
elemente. Elementi su medusobno povezani ¢vorovima u kojim se za svaki ¢vor
postavlja jednaéina (9). Na slici 2 je prikazana podjela $tapa i-k na dijelove.

i m-2 m-1 m El |mH m+2 k

~ M2 v Vi Vinst Vm2 L

IAXIAXIAXIAXIAXIMIAXI

Slika 2. Podjela Stapa na elemente

Za podjelu Stapa prema slici 2 jednacine savijanja Stapa u tackama m-1, m i m+1 po
metodi konac¢nih razlika su oblika:

i i i AX® i

Vin2 = 2Vm—l + Vin = EIm_] (Mm—l * Sm—l ’ Vmil)
. . . AXZ .

vi =2vi 4vi  =—(M_*S_-v' 10
m-1 m m+1 Elm ( m m m ) ( )
i i i AX® i

Vin = 2Vm+1 TV = FI (Mm+1 * Sm+1 'Vm}rl)

m+1

Sistem jednacina (10) moZe se napisati u matri¢énom obliku:

[A]-[v]=[B] (11)

gdje je: [A] —matrica koeficijenata uz pomjeranja, [v] —matrica kolona nepoznatih
pomjeranja i [B] —matrica slobodnih ¢lanova. Pri podjeli $tapa za neprekidnost funkcije
ugiba potrebno je definisati vanjske ¢vorove. Vanjski ¢vorovi su izvan predmetnog
Stapa. Definisanjem vanjskih ¢vorova javljaju se dodatna nepoznata pomjeranja. Ova
pomjeranja odredujemo iz rubnih uslova. Rubni uslovi zavise od veze izmedu Stapova i
veze sa okolinom. Prema tome razlikujemo dvije vrste veza: (a) zglobna veza, (b)
ukljestenje. Na slici 3 su prikazane navedene vrste veza [5].

¥ b)

m-1 m_——m# m-1 m m+

o
A, A LAX A,
e St 7 7 7

Slika 3. Rubni uslovi Stapa

Za zglobnu vezu Stapa sa osloncem rubni uslov je:

2
[d Vj Vg =2V Vo
m

— 12
dx? AX? (12)

L-0 = v
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Za ukljestenje uslovi su sljedeci:

dv Vi = Vi
= =imit Tmel = v =v 13
[dx )m 2Ax e m (13)

4. NUMERICKI PRIMJERI

U prvom primjeru je analiziran stub na kojem su odredeni uticaji drugog reda po metodi
kona¢nih razlika. Krutost na savijanje poprecnog presjeka je: EI=11922,19 kNm?,

i R0 kN o
X A7 Matrica koeficijenata uz

—,  ewzeama pomjeranja je oblika: i
- It 2 0 0 0 o0 O
%_5 teotija . reda 1 -2 1 0 0 0 0

] I 1 -2 1
41 kN/m =1 ; [A]= 0 00
) . f 0O 1 -2 1 0 O
« .f 0 0 1 -2 1 0
L .’ 0 0 0 1 21
~ 2 - _

\ -

v [mm]
8
Slika 4. Primjer 1
Nepoznata pomjeranjasu: [v]" =[v, v, v, v; v, v,]
Matrica slobodnih ¢lanova u pojedinim iteracijama je oblika:

[ 0,00151 ]| [ 0,001681 | [0,001716 ] [0,001722 ]
0,00105 0,001211 0,001244 0,001250
0,000671 0,000812 0,000841 0,000846

B(l): 4 ; B(z): ’ ; B(3): 4 ; B(4>: 4
[B] 0,000377 [B] 0,000488 [B] 0,000511 [B] 0,000515
0,000168 0,000243 0,000259 0,000262
0,0000419 | | 0,0000798 | [ 0,0000882 | | 0,0000897 |
Tabela 1. Prikaz rezultata proracuna iz 1. primjera
Cror 1. iteracija 2. iteracija 3. iteracija 4. iteracija Proratun Tower
? M[kNm] v[mm] S-v[kNm] M[kNm] v[mm] S-v[kNm]M[kNm] v[mm] S-v[kNm] M [kNm] v[mm] S-v[kNm]M [kNm] M [kNm] v[mm]
1 1800 000 204 2004 000 246 2046 000 253 2053 000 254 2054 2048 0,00
2 1250 088 194 1444 084 233 1483 086 240 1490 086 242 1492 1468 078
3800 242 168 968 289 202 1002 29 209 1009 297 210 1010 1006 282
4 450 483 132 58 576 159 609 590 165 615 593 165 615 613 570
5 200 762 09 290 911 109 309 93 113 313 940 113 313 31l 910
6 050 1059 045 095 1270 055 105 1307 057 107 1314 057 107 106 1277
7000 1360 000 000 1638 000 000 1687 000 000 1696 000 000 000 1654
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U drugom primjeru je analiziran nosa¢ na dva polja. Rezultati proracuna su prikazani za
podjelu stapova na dijelove od 1 m (tabela 2) i na 0,5 m (tabela 3). Rezultati proracuna
su usporedeni sa linearnim prora¢unom i rezultatima iz programskog paketa [6]. Krutost
na savijanje popre¢nog presjeka §tapg)va je: EI=1987,90 kNm?.

8 1 2

4 5 6 7
L ax=] q=20 kN/m
Loy by Fe200kN
/Ax:O,S T T,
% 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13
y 3 L 3 L

f| 7 7

Slika 5. Primjer 2

Tabela 2. Prikaz rezultata proracuna iz 2. primjera, Ax=1 m

1. iteracija 2. iteracija 3. iteracija Proraun Tower Razlika [%]
M[KNm] v[mm] Sv[kNm] M+Sv v[mm] k[U/m] M[KNm]Sv[kNm] M+Sv v[mm] K[1/m] M[kNm] M [kNm] M [kNm] v[mm] M v
1 616 000 000 616 000 -000250 497 000 497 000 -000254 505 505 679 000 2564 0,00
2 01 111 -022 -033 -125 ooo06 -032 -003 -035 -127 000018 -036 -036 -015 -123 -13855 -325
3 638 -216 -043 681 -234 00043 -682 -004 685 -236 00045 -686 -686 -706 -238 286 0,84
4 -1265 0,00 000 -1265 000 000487 -9,68 f 0,00 -9,68 000 o092 -978 -978 -1327 000 26,30 0,00
5 1157 653 131 128 721 000648 1288 014 1302 728 000655 1302 1302 1243 641  -475  -1357
6 1578 723 145 1723 794 00087 1724 014 1738 801 -ooo874 1737 1737 1701 717 -214 1172
Tabela 3. Prikaz rezultata proracuna iz 2. primjera, Ax=0,5 m
Gor 1. iteracija 2. iteracija 3. iteracija Proracun Tower Razlika [%]
M[kNm] v[mm] Sv[kNm] M+Sv v[mm] k[l/m] M[kNm]Sv[kNm] M+Sv v[mm] k[L/m] M [kNm] M[kNm] M [kNm] v[mm] M v
1 616 000 000 616 000 -00033% 668 000 668 000 -0003% 668 668 679 000 163 0
2 302 036 007 309 -042 0060 318 001 319 042 o4 326 326 336 -040 297 500
3 011 111 -022 033 -124 o020 -040 -003 -042 -125 000024 -048 048 -015 -123 -21806 -163
4 -325  -184  -037 362 -201 ooo184 -366 -003 -369 -202 000184 -366 -366 -365 203 -021 049
5 -638 -216 -043 681 -232 00030 -676 -003 -679 -233 000340 -676 676 -706 -238 427 2,10
6 952  -168 -034 98 -178 o0004% -98 -002 -98 -179 000500 -994 994 -1030 -184 350 2,72
7 1265 000 000 -1265 000 “oooe8 -1288 © 000 -1288 000 oooss6 -1304 -1304 -1328 000 1,80 0,00
8 196 3,07 0,61 2,57 340 00012 262 0,07 2,69 343 000136 2,70 2,70 211 334  -2813  -269
9 1157 590 118 1275 647 -000640 1272 011 1284 652 00064 1280 1280 1243 641 299 172

10 1617 721 145 1762 794 000884 1757 013 1771 800 -00oee8 1765 1765 1744 789 -122  -139
1 1578 660 132 1710 720 -0008e4 1718 012 1730 726 -o00876 1741 1741 1701 717 238 -126
12 1039 396 079 1118 430 -000s60 1113 007 1120 433 -000s60 1113 1113 1115 429 016 0,93
13 000 000 000 000 000 o00cOCO 000 000 000 000 o0go0 000 000 000 000 000 0,00

1 2 3 4 5 6 7
-20
-15
40
5 »
5 //
10 o
%% [kNm]
Tt 2 3 4 5 6 7 8 9 0 # 12 B
teorija 1. reda teotija 2. teda MKR(Ax=0,5)
————  teotija 2 reda MKR(Ax=T) - teorija 2. teda Tower

Slika 6. Dijagrami momenata savijanja nosaca iz 2. primjera
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5. ZAKLJUCAK

Uspostavljanjem uslova ravnoteze na deformisanom nosacu dobijaju se realniji rezultati
proraduna sila i deformacija. Geometrijski nelinearan problem primjenom metode
konacnih razlika je rijeSen pomocu sistema linearnih jednacina. Iz prikazanih primjera
zakljuCujemo da rezultati proratuna zavise od gustine podjele Stapova na manje
elemente. Sa veéim elementima podjele momenti savijanja i deformacije u unutrasnjim
¢vorovima su priblizni analitickom rjeSenju, dok su za vanjske ¢vorove odstupanja
znacajna. Sa povecanjem gustine mreze do duzina pojedinih elemenata od 0,5 m rjeSenje
nosaca je priblizno rezultatima dobijenim u programskom paketu.

Odstupanja u prora¢unu po metodi kona¢nih razlika u odnosu na programski paket se
kre¢u oko 3% $to je u prihvatljivim granicama. U ta¢kama nosaca sa nultim momentima
razlike su znacajne zbog toga $to mreza elemenata ne pokriva uske zone gdje krivina
deformacione linije mijenja znak.

Rezultati proracuna po teoriji drugog reda u odnosu na teoriju prvog reda razlikuju se do
~10 % u prikazanim primjerima.
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DETERMINATION OF THE IMPACT ACCORDING TO
THE SECOND ORDER THEORY USING FINITE
DIFFERENCE METHOD

Summary: This paper presents the procedure of numerical modeling geometric
nonlinearity beam using the finite difference method. The calculation cross section
forces and displacements is carried iterative procedures taking into account the effects
of the second order. Described method balance system is established on a deformed
beam. This way of cutting forces have their own contribution to the bending moments
and deformation. Presents a calculation method can be modeled geometric nonlinearity
beam with constant or variable cross section. The calculations are done numerically,
and the results are controlled by the software package Tower. The present numerical
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results of displacements and forces, and compared with the results obtained in the
application pack. Through numerical examples presented the calculation process and
analysis of results.

Keywords: geometric nonlinearity, the theory of second order.
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