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Rezime: Cilj ovog rada je da se numerickom metodom resava problem Saint-Venant-ova
(Cista, slobodna) torzija prizmaticnih Stapova, od  homogenih linearnoelasticnih
materija-la. U inZenjerskoj praksi mozemo da sretnemo takav problem za koji nema
analitickog resenja. U takvom slucaju za resavanje problema moramo traziti neki od
numerickih postupaka, jedan od tih metoda je metod konacnih razlika. Metod konacnih
razlika uspesno se moze primeniti na tankozidnim nosacima, na problemima plasticno
deformabilnih konstrukcija, zbog svoje jednostavnosti i jasne veze izmedu numerike i
fizickog znacenja clanova u jednacinama. U radu je dato reSenje za problema torzije
prizmaticnog Stapa, razlicitog poprecnog preseka.

Kljucne reci: Saint-Venant, metod konacnih razlika, parcijalna diferencijalna jednacina

1. UVOD

Adhemar Jean Barre de Saint-Venant, francuski nauénik [1] koji je godine 1855. u svom
poznatom delu: “Mémoire sur la torsion des primes...”, Mém. divers savants Acad. Sci.
Paris, 14, 233-560 str., je formulisao svoj princip, koji se njemu u ¢ast zove Saint-
Venant-ov princip i mozemo interpretirati na sledec¢i nacin:
Ako izvesnu raspodelu povrSinskih spoljasnjih sila koje deluju na malom delu
konture tela zamenimo nekom drugom raspodelom sila koje deluju na istom delu
konture tela, tada se mahanicki efekti obe raspodele nece bitno razlikovati na
delovima deformabilnog tela koji su dovoljno udaljeni od mesta opterecenja,
ukoliko su obe raspodele sila medusobno stati¢ki ekvivalentne.
Saint-Venant se inace smatra ocem teorije elasti¢nosti. Problem torzije moze se podeliti
na:
e slobodna, Cista (Saint-Venant-ova) torzija — u svim tackama poprec¢nog preseka
grede javljaju se samo naponi smicanja ., i 7,
e ograniCena torzija — pored napona smicanja 7., 1 7 u poprecnim presecima
javljaju se i normalni naponi o.
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U ovom radu se bavimo o slobodnoj (Saint-Venant-ovoj) torziji Stapa proizvoljnog
popre¢nog preseka, koji predstavlja specijalan slu¢aj dvodimenzionalne analize
kontinuuma.

2. TORZIJA GREDE PROIZVOLJNOG PUNOG POPRECNOG
PRESEKA

Koriste¢i Saint-Venant-ov poluobratni (semi-inverse) postupak [2,3,5] reSava se problem
torzije grede Ciji je presek proizvoljnog oblika.

Sustina metode sastoji se u tome Sto, sagledavajuéi fizicku stranu problema, unapred
predvidamo izvesne elemente analitickog reSenja. Time smanjujemo broj nepoznatih
funkcija, a eventualno i broj nezavisno promenljivih prostornih koordinata od kojih
zavise nepoznate funkcije.

U matematickoj formulaciji, ovaj problem se po metodi funkcije naprezanja opisuje

Poisson-ovom parcijalnom diferencijalnom jednacinom drugog reda:

Fhy)  FIE) _ oy w
ox’ oy’ '

i grani¢nim uslovom na konturi preseka:
#(x,y)=const.=0

U ovim jednac¢inama ¢(x,y)je Prandtl-ova funkcija napona (deplanacija), G Lamé-
ova konstanta, poznata i kao modul klizanja, a 6 =¢'(x,y) = d¢(x,y)/dz — ugao torzije

(ugao obrtanja) relativno obrtanje dva poprecna preseka na jedinicnom rastojanju.
Naponi smicanja 7_ i 7,, i momenat torizije M,, dati su u zavisnosti od funkcije napona

#(x,y) , usledeéim izrazima:
_0p(x,y)
y
op(x,y)
=" 12
¥ Ox 42

M, = [[ $(x, y)dedy

zx

Jednac¢ine (1.2) imaju jednostavnu geometrijsku interpretaciju. Naime ako vrednost
funkcije @(x,y) nanesemo kao aplikate, dobi¢emo prostornu povrs. Tada je veliCina

smicuceg napona jednaka nagibu tangente na povr§ ¢(x,y) u pravcu upravnom na

pravac trazenog smicuceg napona, a momenat torzije je jednak dvostrukoj zapremini tela
koju ova povrs ograni¢ava zajedno sa ravni poprecnog preseka.

Prakti¢no reSavanje ovog matematickog zadatka predstavlja slozen problem, i za svaki
zadati oblik konturne linije treba posebno traziti na¢in za njegovo reSavanje.
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3. METOD KONACNIH RAZLIKA — FDM

Metod konaénih razlika (Finite Difference Method) bazira se na matematickoj
diskretizaciji diferencijalnih jednac¢ina prevodenjem na jednacine sa konacnim
razlikama. Drugim re¢ima diferencijalni operator se zamenjuje odgovarajuéim
diferencijskim tako da umesto reSavanja parcijalne diferencijalne jednacine reSava se
sistem od algebarskih linearnih (nelinearnih) jednacina, zavisno od prirode problema
koji se analizira.

Mreze konacnih razlika mogu biti pravougane, trougaone, itd. U ovom radu koristicemo
pravougaone mreze dimenzija mxn. Posmatranu oblast ¢emo podeliti vertikalnim i
horizontalnim linijama i u tackama tako dobijene mreze odredi¢emo vrednosti naponske
funkcije @(x,y) pri torziji. DefiniSemo numeri¢ku mrezu [7] sa intervalima Sirine Ax u

smeru ose x, te Sirine Ay u osi y.

a) pravilan rub domena

Aproksimacije parcijalnih derivacija pomoc¢u metode konac¢nih razlika su za ovako
definisane oznake jednake:

az_¢: ¢i+1,j _2¢i,j + i-1,j

ox> Ax? 13)
62_¢:¢i,j+1_2¢i,j+ i,j-1 .
o’ Ay

Tako da je diskretizacija Poasson-ove parcijalne diferencijalne jednacine drugog reda
(1.1) za pravilan rub domena ima oblika:

1 1
E(é’ﬂ,/’ - 2¢i,j + ¢i—l,j ) + A_y2(¢i,j+l - 2¢1’,j + ¢1’,j—1 ) =-2G0
b) nepravilan rub domena

U ovom slucaju ne mozemo primeniti prethodne jednacCine (1.3), jer neke od tacaka koje
se pojavljuju u toj jednacini ne leze niti unutar niti na rubu posmatranog podrucja.
Umesto toga iskoristimo poznate vrednosti, iz razvoja funkcije ¢(x,y) u Taylorov red

sledi aproksimacija druge parcijalne derivacije po x u tacku (i, j):

3¢ 2 1 1 1
—_ . .+ . . ——0. . 14
ot AP (a(l +a) b l+a b, a b ] 9

Na slican nacin se dobije i aproksimacija:
g 2 1 1 1
—_ .+ .. — 0. . 15
» A [b(1+b) B g P ¢”’j 3

b

Uvrstavanjem dobijenih aproksimacija sledi da kod nepravilnog ruba domena, za tacke
koje se nalaze u blizini ruba, diskretizacija Poasson-ove jednacine (1.1) ima oblik:

2 1 1 1 2 1 1 1
—_ o+ == |+ — o+ == |=-2G6
sz(a(l+a)¢'1” Tra aqj”f] Ayz[b(1+b)¢”” ACE bqj”fj
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gde su a-Ax i b-Ay udaljenosti tacaka na rubu domena od tacke (i, j), tako daje 0 <a

i b <1respektivno.

Kada se odrede vrednosti funkcije naprezanja u ¢vorovima mreze ¢;;, mogu se
izraCunati komponente naprezanja u svakom ¢voru mreze, torzijska krutost preseka,
trajektorije naprezanja i sl.

NUMERICKI PRIMERI

a) Primer 1.

Osnovnu ideju metode konac¢nih razlika i njenu realizaciju prikaza¢emo na
primerima reSavanja St. Venant-ove torzije prizmati¢nih Stapova. Za numericki
primer koriS¢en je Primer 5.3.11. str. 209. iz knjige [3] Sekulovi¢, M. Metod
Konacnih Elemenata.

Za $tap kvadratnog poprecnog preseka a =b =1.0, koji je izlozen slobodnoj torziji,
treba odrediti promenu naponske funkcije i smi¢uéih napona po preseku.

Resenje:

O
R
RN
DY
RO
R .

Slika 1 — diskretizacija domena, (Prandtl-ova) funkcija naprezanja ¢(x,y)
(deplanacije) pri razlicitoj gustini mreze

Slika 2 — dijagram napona smicanja tx i -,
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Slika 3 — trajektorija napona i vektorski dijagram raspodele napona
smicanja v i Tz, pri Cistoj torziji

b) Primer 2.
Za §tap kruznog poprecnog preseka R =1.0, koji je izloZzen slobodnoj torziji,
treba odrediti promenu naponske funkcije i smi¢uéih napona po preseku.

Resenje:

0.5
Ty (mev)y ok

Slika 4 — diskretizacija domena, (Prandtl-ova) funkcija naprezanja ¢(x,y)
(deplanacije) pri razlicitoj gustini mreze i dijagram napona smicanja t-. i T,
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Slika 5 — trajektorija napona i vektorski dijagram raspodele napona
smicanja T i Tz pri Cistoj torziji

Slika 6 — apsolutna greska metoda FDM za razlicite poprecni presek

LSl
R
(e

e

Prilikom proratuna mozemo primetiti (Slika 6.) da su rezultati dobijeni metodom
kona¢nih razlika za kvadratni poprecni presek ve¢ pri maloj gustini
mreze mxn = 3x3 prili€no tacni i da je apsolutna greska proracuna za funkcijski napona
~ 2.58% . Dok rezultat dobijen na nepravilnom rubu domena, (kruzni popreéni presek)
ve¢ ima znatnih odstupanja pri maloj gustini mreze mxn =3x3, naro€ito u blizini ruba
domena oko ~ 16.99% u odnosu na tacno reSenje.

4. ZAKLJUCAK

Osnovna prednost postupka konacnih razlika je njegova jednostavnost i tacnost u slucaju
kada su grani¢ni uslovi korektno opisani. Glavni nedostatak je ogranicena mogucnost
opisivanja nepravilnih delova ruba podrucja. Efikastnost metode opada sa povec¢anjem
broja ¢vornih tacaka.




4 1 FOONHA TPABEBUNHCKOI ®AKYNTETA CYBOTULIA

MeRhyHapoaHa kKoHdepeHumja
CaBpeMeHa gocturiyha y rpahieBuHapctBy 24. anpun 2015. Cy6otnua, CPBUJA

LITERATURA

[1] Dunica, S.: Otpornost materijala, Gradevinski Fakultet, Beograd, 1995.

[2] Sekulovi¢, M.: Metod konacnih elemenata, Gradevinska Knjiga, Beograd, 1984.

[3] Naerlovi¢-Veljkovi¢, N., Pavsi¢, M: Teorija elasticnosti, Nau¢na Knjiga, Beograd,
1980.

[4] Brcié, V.: Otpornost materijala, Gradevinska Knjiga, Beograd, 1978.

[5] Dz. T. Katsikadelis: Granicni elementi teorija i primene, Gradevinska Knjiga,
Beograd, 2011.

[6] Proki¢, A.: Matricna analiza tankozidnih konstrukcija, 1zgradnja, Beograd, 1999.

[7] Internet:
http://www.gradst.hr/Portals/9/PropertyAgent/1167/Files/3760/Torzija.pdf, 2015

SOLUTION OF THE SAINT-VENANT'S TORSION
WITH FINITE DIFFERENCE METHOD

Summary: The goal of this work is the numerical solving of Saint-Venant’s (pure,
uniform) torsion on prismatic beams made up from homogeneous, linearly elastic
material. In engineering practice we can find this problem but there is no analitycal
solving method or just a very complicated one. For solving this problem we have to
search a numerical method, and one of these is finite difference method. Finite
difference method can be successfully used on thin-walled structural members, on
problems with plastically deformable contructions, because of its simplicity and clear
connection between numerics and physical meaning of members in equations. In the
work is given the solution for torsion problem of prismatic beam, with different cross
sections. Numerical solving of problem is made with Wolfram Mathematica.

Keywords: Saint-Venant, finite difference method, partial differential equations
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