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Rezime: Armiranobetonska poliedarska ljuska raspona 30m dimenzionisana je na
osnovu presecnih uticaja odredenih primenom metoda konacnih traka uz pretpostavku
linearnog ponasanja konstrukcije. Kriva loma karakteristicnih preseka prikazana je na
dijagramima interakcije, konstruisanim za radne dijagrame betona i celika prema
Evrokodu 2 i reolosko-dinamickoj analogiji. Primenom harmonijski spojenog metoda
konacnih traka, sukcesivnim povecanjem opterecenja odredeno je opteretenje pri kojem
dolazi do loma karakteristicnih preseka. Poredenjem globalnih koeficijenata sigurnosti
karakteristicnih preseka dobijenih na osnovu linearne i geometrijski nelinearne analize
pokazalo se da, u veéini slucajeva, linearna analiza daje rezultate na strani sigurnosti u
odnosu na rezultate analize zasnovane na pretpostavci o geometrijski nelinearnom
ponasanju konstrukcije. Medutim, ovaj zakljucak se ne sme generalizovati, jer lom
pojedinih preseka ovako dimenzionisane konstrukcije, kako pokazuju rezultati
nelinearne analize, nastupa ve¢ pri opterecenju koje je samo 30% vece od
eksploatacionog.

Kljucne reci: Armirani beton, poliedarska ljuska, metod konacnih traka, globalni
koeficijenti sigurnosti.

1. UVOD

Armiranobetonske prizmatiéne poliedarske ljuske su konstrukcije koje, uprkos maloj
debljini sastavnih, medusobno monolitno vezanih ravnih ploca, mogu premostiti
relativno velike raspone. Geometrijske i fiziCke karakteristike ovih konstrukcija najcesée
su konstantne duz glavnog pravca (raspona), zbog ¢ega su za njihovu analizu autori
odabrali metod konaénih traka (MKT).

Ponasanje ovih konstrukcija veoma zavisi od geometrije poprec¢nog preseka, kao i
odnosa Sirine i raspona konstrukcije. U ranijim radovima [1]-[3], na osnovu dijagrama
presecnih sila, pomeranja i obrtanja dobijenih primenom MKT zasnovane na
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pretpostavci linearnog ponasanja konstrukcije i materijala, autori su pokusali da odaberu
optimalan oblik poprec¢nog preseka, te da odrede granicu izmedu "kratkih" i "dugih"
ljuski, pri ¢emu se smatralo da se pretpostavka o malim pomeranjima moZe, sa
zadovoljavaju¢om tac¢noscu, uvesti u analizu "kratkih" ljuski, dok se analiza "dugih"
ljuski mora sprovesti vodeci racuna o njihovom geometrijski nelinearnom ponasanju.
Milasinovi¢ [4]-[6] razvija poluanaliticki harmonijski spojen metod konacnih traka
(HSMKT), koji se primenjuje za reSavanje problema velikih pomeranja poliedarskih
ljuski. Za razliku od linearne analize primenom MKT, gde se koristi svojstvo
ortogonalnosti harmonijskih funkcija u formiranju matrice krutosti, Sto omogucava
zanemarivanje medudelovanja ¢lanova reda (harmonika), pri geometrijski nelineanoj
analizi primenom HSMKT svojstva ortogonalnosti vise ne vaZe, pa su svi harmonici
spojeni [6]. Ovaj metod je do sada cesto koris¢en i potvrden [4]-[7].

Zbog slozenosti postupka odredivanja elemenata matrice krutosti traka u HSMKT, koji
je ujedno i najzahtevniji deo analize sa aspekta utroska vremena racunara, primenjuju se
razlicite strategije za optimizaciju. Autori su se opredelili za kombinovanu primenu MPI
1 OpenMP paralelizacije [5], [8].

U ovom radu je izvrSena analiza armiranobetonske poliedarske ljuske raspona 30m
primenom linearnog MKT i nelinearnog HSMKT metoda. Karakteristi¢ni preseci ljuske
dimenzionisani su na osnovu rezultata linearne analize, a zatim su konstruisani njihovi
dijagrami interakcije (N,-M,). Linije loma su odredene primenom radnih dijagrama
betona 1 armature prema Evrokodu 2 (EC 2) i prema reolosko-dinamickoj analogiji
(RDA). Na osnovu ovih interakcionih dijagrama odredene su i uporedene granicne
nosivosti, kao i globalni koeficijenti sigurnosti karakteristicnih preseka ljuske za
pretpostavke malih i velikih pomeranja. Ocenjena je veli¢ina i priroda greske koja se ¢ini
kada se grani¢no optereéenje duge ljuske predvida na osnovu rezultata linearne analize,
te ukazano na znacaj uvodenja pretpostavke o velikim pomeranjima u analizi dugih
ljuski.

2. OPIS PREDMETA I METODA ANALIZE

Analizirana je armiranobetonska prizmati¢na poliedarska ljuska raspona L=30m,
izvedena betonom MB 45 (C35/45), sa armaturom RA 400/500-2 (slika 1), koja se na
krajevima (y=0 1 y=L) oslanja na armiranobetonske dijafragme krute u svojoj ravni.
Oblik i dimenzije poprec¢nog preseka, servisno opterecenje, mreza konacnih traka
(ukupno 10), njihove oznake i oznake ¢vornih linija, kao i orjentacija globalnog
koordinatnog sistema, prikazani su na slici 1. Trake su na krajevima slobodno oslonjene,
a svaka ima po osam stepeni slobode kretanja. IskoriSéena je simetrija geometrije,
opterecenja i uslova oslanjanja, pa je numeri¢ka analiza sprovedena samo za polovinu
konstrukceije. Usvojene su sledece karakteristike materijala: modul elasticnosti E=34GPa
i Poisson-ov koeficijent v=0.

HSMKT analiza je sprovedena za maksimalno optere¢enje jednako trostrukoj vrednosti
eksploatacionog optereéenja, sa ciljem da se dostigne grani¢no stanje konstrukcije. Ovo
opterecenja je podeljeno u 37 inkremenata, pri cemu prvi inkrement odgovara intenzitetu
stalnog optereéenja, peti intenzitetu servisnog, a Sesnaesti granicnom opterecenju
sraunatom primenom parcijalnih  koeficijenata sigurnosti prema PBAB'S7.
Komparativna analiza je sprovedena za pretpostavku linearnog (LIN) i geometrijski
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nelinearnog ponasanja konstrukcije prema predvidanjima Green-Lagrange-a (LAG) i
von Karman-a (VK), kori§¢enjem 21 ¢lana reda.
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Slika 1. Poprecni presek, servisno opterecenje i mreza konacnih traka prizmaticne
poliedarske ljuske

Karakteristi¢ni poprecni preseci ljuske dimenzionisani su u skladu sa PBAB'87 za
preseCne uticaje odredene linearnom MKT metodom. Za tri karakterisicna preseka
ljuske, u sredini raspona, konstruisani su dijagrami interakcije (N,-M,) koris¢enjem
radnih dijagrama betona i armature prema EC 2 (dijagram napon-dilatacija betona za
nelinearnu analizu) i prema RDA sa maksimalnim dilatacijama betona ograni¢enim na
&=3.5%o (konstrukcija radnih dijagrama betona i armature primenom RDA detaljno je
opisana u [3] i [4]). Upotrebom dijagrama interakcije odredeni su i uporedeni grani¢na
nosivost i globalni koeficijenti sigurnosti preseka prema LIN, LAG i VK predvidanjima.

3. ANALIZA DIJAGRAMA PRESECNIH UTICAJA

Uporedni prikaz dijagrama presec¢nih uticaja u preseku na sredini raspona ljuske usled
grani¢nog optere¢enja odredenog prema PBAB'87 dat je na slici 2. Moze se uociti da se
ekstremne vrednosti poduZne normalne sile N, i momenata savijanja M, i M, dobijaju
primenom linearne analize, dok geometrijski nelinearna analiza zasnovana na Green-
Lagrange-ovom predvidanju daje absolutno najmanje vrednosti ovih uticaja. Na osnovu
ovoga se moze zakljuciti da, za ove presecne uticaje, linearna analiza daje rezultate koji
su na strani sigurnosti u odnosu na rezultate geometrijski nelinearne analize.

Najveca odstupanja u rezultatima linearne i nelinearne analize uocavaju se na dijagramu
normalne sile N,, koja je prema LIN analizi istog predznaka (pritisak) duz celog
poprecnog preseka ljuske. Medutim, geometrijski nelinearna analiza daje promenu
predznaka ove sile, te ona prelazi u zatezanje u trakama ploce blizim ivicnoj gredi, pri
¢emu se absolutno najveée vrednosti dostizu prema predvidanjima von Karman-a. To
prakticno znaci da, ukoliko se prilikom dimenzionisanja preseka zanemari pojava
zatezuée normalne sile u poprecnom pravcu, usled nedovoljne koli¢ine armature moze
do¢i do pojave prekomernih prslina u plocama, ¢iji se pravac pruzanja poklapa sa
poduznom osom konstrukcije, a u ekstremnim sluc¢ajevima cak i do loma preseka.
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Slika 2. Uporedni prikaz dijagrama presecnih uticaja na sredini raspona usled
granicnog opterecenja odredenog prema PBAB'S7 (Sesnaesti inkrement)

Pojava zatezuce sile N, desava se u trakama ploca udaljenim od temena ljuske (trake br.
4 do 8) i to samo u blizini sredine raspona konstrukcije. Dijagrami prese¢nih uticaja u
preseku ljuske koji je od oslonca udaljen za desetinu raspona (y=3.0m), za Sesnaesti
inkrement opterecenja, prikazani su na slikama 3 i 4. Duz celog ovog preseka

membranska sila N, ima pozitivan predznak (pritisak).
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Slika 3. Uporedni prikaz dijagrama N, i M, u preseku u blizini oslonca usled granicnog
opterecenja odredenog prema PBAB'S7 (Sesnaesti inkrement)
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Slika 4. Uporedni prikaz dijagrama N,, M, N, i M., u preseku u blizini oslonca usled
granicnog opterecenja odredenog prema PBAB'S7 (Sesnaesti inkrement)

4. GRANICNA ANALIZA KARAKTERISTICNIH PRESEKA

Za dalju analizu izabrana su tri karakteristicna preseka u sredini raspona ljuske: presek u
temenu (¢vorna linija 1), u kojem se prema svim predvidanjima javlja ekstremna
vrednost momenta M,, presek u kojem se javljaju ekstremne vrednosti zatezude
membranske sile N, (¢vorna linija 7), te presek ivicne grede, sa absolutno maksimalnim
vrednostima poduzne normalne sile &,. Ovi popre¢ni preseci i odgovaraju¢i dijagrami
interakcije (N,-M,) prikazani su na slikama 5-7. Na interakcionim dijagramima krivom
"A" je prikazana linija loma odredena koriS¢enjem radnih dijagrama betona (za
nelinearnu analizu) 1 Celika prema EC 2, dok su za konstrukciju linije loma "B"
upotrebljeni radni dijagrami materijala odredeni prema RDA [3], [4]. Parcijalni
koeficijenti sigurnosti za materijal nisu primenjeni. Negativan predznak odgovara
zatezu¢oj normalnoj sili. Pozitivan moment savijanja u ivi¢noj gredi zateze donju ivicu
poprecnog preseka.

Parovi N-M, sracunati za razliCite nivoe (inkremente) optereéenja, definisu funkciju
promene (FP) N-M sa porastom optere¢enja. U preseku linije FP i odgovarajuce linije
loma ocitava se granicna nosivost preseka. U slucaju LIN analize, zbog pretpostavke o
linearnom ponasSanju konstrukcije, povecanje opterecenja izaziva samo porast intenziteta
normalne sile, ali ne i promenu njenog ekscentriciteta u odnosu na teziSte preseka. Za
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ovu analizu FP je linearna, pa se njen grafik moze konstruisati na osnovu poznavanja
para N-M za samo jedan inkrement opterec¢enja. Granicna nosivost preseka moze se sada
odrediti bez daljeg razmatranja ostalih inkremenata opterecenja.

U geometrijski nelinearnoj analizi, buduci da se uslovi ravnoteZe ispisuju u odnosu na
deformisani nosac, promena opterecenja izaziva ne samo promenu intenziteta normalne
sile, nego 1 njenog ekscentriciteta u odnosu na teziste preseka. Presecni uticaji za neki
vi§i nivo optereéenja mogu se odrediti tek sukcesivnim dodavanjem opterecenja i
ispisivanjem uslova ravnoteze za svaki prethodni inkrement. Grafik FP postaje kriva
linija, a grani¢na nosivost preseka moze se odrediti tek ukoliko se prethodno odrede
parovi N-M za dovoljan broj inkremenata opterecenja, ¢ime se definiSe FP.
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Slika 5. Poprecni presek ivicne grede u sredini raspona i odgovarajuci N,-M,, dijagram

Sa slika 5 1 8a jasno se uocava da je u ivi¢noj gredi odstupanje od linearne promene FP
najizrazenije prema LAG predvidanju. Ista pojava se vidi i u preseku ploc¢e u ¢vornoj
liniji 1 (slike 6 i 8b) iako se u ovom preseku grafici FP prema razli¢itim predvidanjima
gotovo u potpunosti poklapaju. Interesantno je da se u ¢vornoj liniji 1 prema LAG
predvidanju linija loma "B" ne dostize ¢ak ni pri optere¢enju trostruko vecem od
eksploatacionog (slike 6 i 8b).

U poprecnom preseku u ¢vornoj liniji 7 (slika 7) najveca zakrivljenost grafika FP se
dobija prema VK predvidanju (slike 7 i 8c). Ovde posebno treba obratiti paznju na
razli¢it predznak normalne sile prema linearnoj i nelinearnoj analizi, za sve inkremente
opterecenja.

Grani¢na nosivost N, i globalni koeficijenti sigurnosti y(N)=N,/N 1 y(q)=q./q za tri
odabrana poprecna preseka poliedarske ljuske, prema LIN, LAG i VK predvidanjima,
prikazani su u tabeli 1. N predstavlja membransku silu usled servisnog opterecenja g,
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grani¢na nosivost N, se ocitava sa dijagrama interakcije za presecnu tacku grafika FP i
linijje loma N,-M,, dok je g, grani¢no opterecenje, odnosno opterecenje pri kojem se
dostiZe grani¢na nosivost N, preseka.
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Slika 6. Poprecni presek u ¢vornoj liniji 1 u sredini raspona i odgovarajuci
MFM{ dijagram

Analizom rezultata prikazanih u tabeli 1 moze se zakljuciti da se lom ivicne grede
prema LIN analizi dostize pri optere¢enju koje je manje od grani¢nog optereéenja
sracunatog prema LAG predvidanju, ali je veée od VK predvidanja. Ove razlike,
medutim, nisu ve¢e od 7.5%. Lom preseka u ¢vornoj liniji 1 prema LAG nije dostignut
ni pri opterecenju trostruko vecem od servisnog, dok je grani¢no optereéenje ovog
preseka najmanje prema LIN analizi. Koeficijenti sigurnosti ovog preseka, dobijeni LIN
i VK analizom medusobno se razlikuju za oko 21%. Na osnovu dosadasnjeg razmatranja
moglo bi se reéi da linearna analiza daje rezultate koji su neznatno manji ili na strani
sigurnosti u odnosu na rezultate nelinearne analize, narodito u poredenju sa LAG
predvidanjima. Ovo, medutim, ne vazi za presek u ¢vornoj liniji 7. Zbog razlicitog
predznaka membranske sile prema linearnoj i geometrijski nelinearnoj analizi, u ovom
preseku je razlika izmedu koeficijenata sigurnosti za LIN, LAG i VK analizu mnogo
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veéa nego u ostalim presecima. Najmanja vrednost grani¢nog optereéenja dobija se VK
analizom i ona je ¢ak 47% manja od LIN predvidanja, odnosno 15% od vrednosti
dobijene LAG analizom. Prema VK predvidanju, lom ovog preseka deSava se pri
opterecenju koje je samo 30% vece od servisnog, dok je prema LAG ova razlika 52%, a
prema LIN cak 144%.
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Slika 7. Poprecni presek u ¢vornoj liniji 7 u sredini raspona i odgovarajuci
N,~-M, dijagram

Sve navedeno namece zakljucak da se duge poliedarske ljuske ne smeju dimenzionisati
prema rezultatima linearne analize, ve¢ je neophodno primeniti metod proracuna koji ¢e
uzeti u obzir geometrijski nelinearno ponasanje konstrukcije. Posledica dimenzionisanja
duge poliedarske ljuske prema rezultatima LIN analize je neujednacenost koeficijenata
sigurnosti po pojedinim presecima, pri ¢emu su neki od njih neopravdano
predimenzionisani, dok je nosivost drugih nedovoljna.

Ako uporedimo rezultate LAG i VK analize, moZzemo primetiti da se prema VK
predvidanju u svim analiziranim presecima dobijaju manji koeficijenti sigurnosti nego
prema LAG, odnosno da se lom svih preseka prema VK deSava pri nizim vrednostima
opterecenja nego $to to predvida LAG analiza. Ove razlike ne prelaze 17%.
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Slika 8. Ponasanje funkcije promene N-M sa porastom opterecenja prema linearnoj
(LIN) i geometrijski nelinearnoj analizi - predvidanje Green-Lagrange-a (LAG) i von
Karman-a (VK): a) u ivicnoj gredi, b) u cvornoj liniji 1 i c) u ¢vornoj liniji 7, na sredini

raspona poliedarske ljuske

Tabela 1. Granicna nosivost i globalni koeficijenti sigurnosti karakteristicnih preseka u

sredini raspona poliedarske ljuske

Presek (element) Ivi¢na greda Cvorna linija 1 Cvorna linija 7
“Kombinacija I‘a.dIvlih. A B A B A B
dijagrama betona i celika
eksploatacioni N=-1556.753kN; N=51.647kN/m; N=19.267kN/m
linearna uticaji M=230.19kNm M=15.339kNm/m || M=2.935kNm/m
teorija Ny -2830 -2870 120 128 47 50
(LIN) Y(N) 1.818 1.843 2.323 2.478 2439 | 2.595
1(q) 1.818 1.843 2.323 2.478 2439 | 2.595
eksploatacioni N=-1401.483kN; N=50.741kN/m; N=-16.792kN/m
Green- uticaji M=176.17kNm M=13.32kNm/m || M=2.797kNm/m
Lagrange Ny -2540 -2560 - - -35 -37
(LAG) Y(N) 1.812 1.827 - - 2.084 2.203
1(q) 1.905 1.922 - - 1.520 1.577
eksploatacioni N=-1533.584kN; N=52.309kN/m; N=-30.993kN/m
von uticaji M=213.33kNm M=14.70kNm/m || M=2.629kNm/m
Karman N, -2660 -2700 158 170 -50 -55
(VK) Y(N) 1.734 1.761 3.02 3.25 1.613 1.775
1(q) 1.7745 1.8025 2.925 3.143 1.295 1.310
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5. ZAKLJUCAK

Osnovna razlika izmedu "kratkih" i1 "dugih" poliedarskih ljuski ogleda se u njihovom
ponasanju pod opterecenjem, §to diktira i izbor adekvatne metode proracuna. Imajuci u
vidu da su geometrijske i fizicke karakteristike ovih konstrukcija najce$¢e konstantne
duz njihovog raspona, metod konacnih traka predstavlja dobar izbor za njihovu analizu.
Pomeranja "kratkih" ljuski mogu se smatrati malim, pa klasican MKT metod daje
rezultate prihvatljive tacnosti. Medutim, geometrijski nelinearno ponasanje "dugih"
ljuski namece primenu sloZenijih metoda proracuna. Harmonijski spojen metod kona¢nih
traka, zasnovan na Green-Lagrange-ovim ili von Karman-ovim pretpostavkama, pokazao
se kao pouzdan metod analize "dugih" poliedarskih ljuski.

Analiza duge prizmaticne poliedarske ljuske raspona 30m pokazuje da proracun
zasnovan na pretpostavci malih pomeranja ne daje uvek i u svim presecima rezultate koji
su na strani sigurnosti u odnosu na rezultate geometrijski nelinearne analize. Naprotiv,
pojedini preseci, dimenzionisani prema linearnoj teoriji, dostizu grani¢no stanje pri
opterecenju daleko manjem od granicnog optereCenja sracunatog prema vazZeéim
tehni¢kim propisima. Ovo prakti¢no znaci da se dimenzionisanjem duge poliedarske
ljuske prema uticajima sracunatim linearnom analizom ne moze obezbediti propisana (ili
zeljena) pouzdanost konstrukcije. Proradun ovih konstrukcija treba wvrsiti pod
pretpostavkom geometrijski nelinearnog ponasanja.
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ANALYSIS OF ULTIMATE RESISTANCE OF LONG
REINFORCED CONCRETE FOLDED PLATE
STRUCTURE

Summary: The reinforced concrete 30m long folded plate structure is designed on the
basis of internal forces calculated by finite strip method assuming a linear behavior of
the structure. The curve of fracture of characteristic cross-sections is shown on
diagrams of interaction, which are drawn for working diagrams of concrete and steel
according to Eurocode 2 and rheological-dynamical analogy. By successive increase of
load, using the harmonic coupled finite strip method, the load at which the fracture of
characteristic cross sections occurs is determined. Comparison of global safety factors
of characteristic cross-sections obtained by the linear and geometric nonlinear analysis
shows that, in most cases, the linear analysis gives results on the safe side compared to
the results of the analysis based on the assumption of geometric nonlinear structural
behavior. However, this conclusion can not be generalized because failure of some
cross-sections of such dimensioned structure, according to nonlinear analysis, occurs
under load that is only 30% higher than the service load.

Keywords: Reinforced concrete, folded plate, finite strip method, the global safety
factors.
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