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Rezime: U radu se daje detaljno izvodenje geometrijski nelinearnih jednacina staticke
ravnoteze konacnog elementa Bernuli-Ojlerovog Sstapa prema von Karmanovom
pristupu. Ove jednacine su izvedene na dva nacina: primjenom principa o minimumu
totalne potencijalne energije (PMTPE) te iz principa virtuelnog rada (PVR). U prvom
slucaju jednacine su linearizovane razvijanjem nepoznate funkcije reziduuma u Tejlorov
red, a u drugom iskljucivanjem nelinearnih clanova gradijenta pomjeranja u onom
Clanu virtuelnog rada koji sadrzi proizvod prirastaja napona i deformacije. Pokazano je
da oba pristupa daju identicne jednacine, $to je i ocekivano jer PMTPE predstavija
specijalan slucaj PVR-a.

Rjesenje nelinearnih jednacina ravnoteze se trazi inkrementalno-iterativnim postupkom.
Opterecenje dijelimo na inkremente a u okviru svakog inkrementa vrsimo iteracije da bi
dosli do ravnoteznog polozaja konstrukcije za taj nivo opterecenja. Ovdje je predloZen
standardni Njutn-Rapsonov iterativni postupak.

Kljucne rijeci: Bernuli-Ojlerova greda, geometrijski nelinearna analiza, metod
konacnih elemenata

1. UVOD

Kao posljedica ekonomskih i estetskih zahtjeva mnoge savremene konstrukcije, tipicno
Celi¢ne, se nalaze u stanju geometrijske nelinearnosti. S obzirom na napredak tehnologije
i dostupnost jeftinih moénih raCunara, inZenjer viSe nema izgovor da ne sprovede
nelinearnu analizu. Ova analiza se obi¢no svodi na "Stikliranje" opcije u odgovaraju¢em
softverskom paketu, $to je sasvim u redu ako korisnik razumije Sta je modelirano i na
koji nacin softver radi. Prikazani postupak izvodenja geometrijski nelinearnih jednacina
jednostavnog konacnog elementa BE grede moze biti od koristi u ovakvim situacijama.

Dva su cilja ovog rada. Prvi je da sazeto predstavi geometrijski nelinearnu formulaciju
Bernuli-Ojlerove (Bernoulli-Euler, BE) grede a drugi da uporedi postupak izvodenja
jednacina primjenom principa virtuelnog rada (PVR) i primjenom principa o minimumu
totalne potencijale energije (PMTPE). Naime, uz nckoliko izuzetaka [1, 2, 3, 4],
geometrijski nelinearna analiza konstrukcija ne zauzima znacajno mjesto u domacoj
literaturi izuzev preko uproscenih jednacina "teorije Il reda" [2] ravanskog Stapa. Analiza
nelinearnog ponasanja linijskih nosaca se moze naci u [1, 2] ali u opStem obliku bez
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konkretnih primjera. U referentnoj svjetskoj literaturi [5, 6, 7, 8] nelinearna analiza BE
clementa ne zauzima znafajno mjesto, vjerovatno zato S§to se taj sluCaj smatra
trivijalnim. Mnogo ceS¢e se za edukativne svrhe koristi neSto jednostavniji element
reSetke [6, 7]. U [7] je izvedena opSta procedura za izoparametarski konac¢ni element dok
je u [6] data formulacija kona¢nog elementa plitkog luka.

Drugi cilj rada jeste da se pomenute jednacdine izvedu na dva nacina. Naime, u literaturi
se izvodenje nelinearnih jednacina ravnoteze ¢ece provodi primjenom PVR-a [3, 5, 6, 7]
ali nerijetko i primjenom PMTPE [1, 2, 4, 6]. S obzirom na to da je PMTPE samo
specijalan slucaj PVR-a primijenjenog na elasti¢ne sisteme pod dejstvom konzervativnih
sila, jasno je da bi oba pristupa trebala dati isti rezultat u posmatranom slucaju.

Predmet rada su iskljuc¢ivo konstrukcije koje se nalaze u podrucju linerane elasti¢nosti. U
stvarnosti, geometrijska i materijalna nelinearnost se pojavljuju istovremeno. Nekad je
dominantna jedna a nekad druga. Obi¢no se ocekuje da ¢e geometrijska nelinearnost
prvo do¢i do izrazaja kod vitkih celicnih konstrukcija. Nasuprot njima, materijalna
nelinearnost je dominantna kod masivnih betonskih konstrukcija.

S obzirom da se razmatra jednostavan slucaj, gdje se javlja jednoosno naprezanje, ovaj
rad moZe posluziti kao osnova za ucenje, razumijevanje i sistematizaciju znanja iz
geometrijski nelinearne analize konstrukcija.

2. KONACNI ELEMENT BERNULI-OJLEROVE GREDE

Dobro poznata BE hipoteza o nedeformabilnim presjecima koji ostaju upravni na
deformisanu osu Stapa (slika 1.b) omoguéava svodenje analize Stapa na analizu samo
jedne materijalne linije - ose Stapa. Ova pretpostavka sa zadovoljavajuom ta¢no$cu
opisuje ponasanje vitkih greda. Ako je greda izloZena savijanju i aksijalnom naprezanju,
tada pomjeranja u pravcu ose $tapa proizvoljnog presjeka kao i odgovarajuca jedina
komponenta deformacije & moze da se predstavi kao na slici 1.a.
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Slika 1. a) poduzna pomjeranja presjeka BE grede b) BE greda prije i nakon savijanja

¢) generalisana pomjeranja elementa sa dva cvora

U ovom radu analiziramo samo element sa dva ¢vora. Za osnovne nepoznate veliCine,
prema "deformacionom modelu", usvajamo generalisana pomjeranja ¢vorova, slika 1.c.
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Razmatra¢emo najopstiji slucaj kada Stap ima Sest nezavisnih ¢vornih pomjeranja.Ova

pomjeranja slazemo u dva vektora, jedan za savijanje i drugi za aksijalno naprezanje
T T

q Z[Vt @ ¢k] q, = [ui uk] (1)
Interpolacione funkcije, koje su Hermitovi (Hermite) polinomi, se dobijaju standardnom
procedurompretpostavljaju¢i kubnu promjenu ugiba te linearnu promjenu poduznog
pomjeranja [2, 9]:
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Funkciju poduznog pomjeranja i ugiba u funkciji ¢vornih nepoznatih piSemo kao
u(x)=N,q, v(x)=Nq,. (3)
U ovom radu ¢e se, kako je to uobicajeno [5], kao mjera napona koristiti drugi Piola-

Kirhofov (Piola-Kirchoff) tenzor napona a kao mjera deformacije Grin-Lagranzov
(Green-Lagrange) tenzor deformacije koji u opstem slucaju ima oblik

1
=5 (1 i, ) “)
Jedina komponenta tenzora deformacije,koja se javlja kod BE Stapa jeste dilatacija u
pravcu ose Stapa te stoga uvodimo sljede¢e oznacavanje

xx X,x x

1 1
E,=u_ + E(ufr + ufr + uf,x) =u, + 5(142Y + vi + wi) =& %)

Materijalna linearnost nalaze koristenje Hukovog zakona koji, istina, narusava pocetnu
BE hipotezu [9] ali sa zanemarljivim posljedicama

O-:cc = O-x = ng‘ (6)

Komponenta w (pomjeranje u pravcu z ose) ne postoji jer razmatramo nosace u ravni xy
optereéene iskljuéivo u toj ravni. Komponenta u,,” ne bi trebala imati znacajan uticaj kod
realnih konstrukcija izuzev kad se razmatra i materijalna nelinearnost. Slijedi da izraz za
dilataciju u pravcu ose Stapa mozemo pojednostaviti kao

1,
&, =u +—v> (7
s TRV,
Sto odgovara vonKarmanovoj teoriji. Kaze se da ovakav pristup opisuje velika
pomjeranja i rotacije ali male deformacije (large displacements and rotations but small

strain) [5].

Zgodno je dilataciju razdvojiti na dio nastao od savijanja i dio od aksijalnog naprezanja

£ =y, +yic+%vfr =g, +¢, (8)
gdje su
ga = u(),x + % Vi gs = yK (9)
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Koriste¢i zapis preko ¢vornih pomjeranja(3) imamo

1
8(1 = NZ,xqa + E N:,xqusT,xqs & = _yNsT,quv * (10)

3. VIRTUELNI RAD

Virtuelni rad unutra$njih sila tokom vremenskog intervala (0,#+A4¢) je

5'4R, =[N0 e, dV (11)
Vv

. i . . £,
gdje su o’ komponenete drugog Piola-Kirhofovog tenzora napona a 7 komponente

Grin-Lagranzovog tenzora deformacije. U uslovima BE hipoteze ovaj rad se svodi na
5'R, = [ "o, e dV (12)
Vv

Koristicemo inkrementalnu formulaciju prema kojoj svaku veli¢inu u nekom
proizvoljnom trenutku ¢+Afpredstavljamo kao zbir poznatog dijela (ostvarenog u
intervalu od 0 do ¢) i inkrementa (prirastaja) koji je nepoznat a koji se ostvaruje u
intervalu od ¢ do t+A¢. Pristup kada sve veli¢ine (napone, deformacije i pomjeranja)
referiSemo u odnosu na pocetnu konfiguraciju se naziva "totalni langrazijan" (fotal
langragian). Ako bi veli¢ine mjerili u odnosu na prethodnu konfiguraciju tada je rije¢ o
"azuriranom langranzijanu" (updated langrangian). Ovdje koristimo totalni langrazijan.
Dakle, vrsimo sljedecu dekompoziciju napona i deformacije

At At
Oo-x _Oo-x+00-x 0€x_08x+08x‘ (13)

Iz ovih izraza slijedi da je varijacija deformacije u intervalu(0,£+4%) jednaka varijaciji
njenog prirastaja

016, =0z, (14)
S obzirom na usvojenu pretpostavku (7) imamo

1 1 2
1+At N t+Ar 2 ¢ t .t
ng - Ou,x+5 Ov,x _(Ou,x+0u,x)+5(0v,x+0v,x) - ng+0€x (15)

pri cemu je ukupna ostvarena deformacija do trenutka ¢

1
e = gt oV (16)
a nepoznati prirastaj od trenutka ¢ do r+A4¢

. 1
08y =(Ou,x+0v,x0v,x)+5 ov,i =08 T ol (17
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gdje smo uveli sljedece oznake

1
— t _ 2
Oex - Ou,x+0v,x Ov,x Onx _E Ov,x' (18)

o€, predstavlja dio prirastaja deformacije koji je linearan po nepoznatim priraStajima
gradijenata pomjeranja dok je 77, nelinearni dio.
Prirastaj deformacije preko interpolacionih funcija i ¢vornih pomjeranja pisemo kao

_ ¢ _ ' N7 T T ot T
Oex _Ou,x + Ov,x Ov,x - OuO,x +y0K+ Ov,x Ov,x - Na,x Oqa _yNs,xx Oqs +Ns,x Oqus,x Oqs

1 1 (19)
ol = 2 ov,zx = E(Nf,x oqs)2~
Odgovarajuce varijacije su
5Oex = 50u0,x + y§OK+ (;v,x50V,x = Nz.xé‘oqa - yNsTxxé‘Oqs + N:x (;qusT,xé‘qu (20)
5077x = Ov,xé‘Ov,x = N:,x Oqui:xéOqs‘
Sada ¢emo jednacinu (12), koristeci izraze (13) i (17), zapisati kao
5"%R, = [(o, +,0)8,6dV = [ j0.5,8.dV + [ 0,5 ,8.dV =

14 4 14 (21)

I 10 0,edV +I 000 ,n.dV +j 00,0 ,6.dV.
v v v

Ovo je sistem nelinearnih jednacina jer se u treCem sabirku na desnoj strani jednacine
javlja proizvod dvije nepoznate veliCine, priraStaja napona i prirastaja deformacije.
Rjesenje sistema nelinearnih jednacina se mora traziti nekom iterativnom procedurom.
Uobicajeno je koristenje Njutn-Rapsonovog (Newton-Raphson) postupka koji ze zasniva
na sukcesivnoj linearizaciji problema razvijanjem funkcije u Tejlorov (Taylor) red te
zadrzavanjem samo linearnog ¢lana [5].

Ako zanemarimo nelinearan dio deformacije u nelinearnom sabirku izraza (21)dobijamo

508,\‘ =§(Oex+077x)560ex Oo-x ZE(Oex-l-O?]x)EEOex‘ (22)

Ovim smo izvrsili linearizacijuproblema te jednacdina (21) postaje

5'YR, =[j0.8,edV +[ j0.5,maV +[ e, ES e,dV. (23)
14 14

vV

Identi¢nu jednacinu bi dobili i razvijanjem nelinearne funkcije u Tejlorov red [5].
Prirastaj rada spoljasnjih sila je

5I+AOIRS — J' t+A(;PT5udx (24)

L

gdje je P vektor spoljasnjih koncentrisanih i raspodijeljenih opterecenja na elementu a u
vektor komponentalnih pomjeranja napadnih tacaka spoljasnjih sila [9].
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Principa virtuelnih pomjeranja izrazava jednakost radova spoljasnjih i unutrasnjih sila na
virtuelnim pomjeranjima sistema

§"OR,=5"R, (25)

Sto pisemo kao

[oeEd,eav+[ o.8,mdv =" P oudc—[0.5,edv. (26)
A )

L Vv

Ispisa¢emo sve ¢lanove ove jednacine u razvijenom obliku. Prvi sabirak sa lijeve strane
Ioe Ed,edV = j oUo T YK+ gV, oV, )Eé‘( Uy + YK+ oV, oV, )dV—
J.(OuOAEFé‘ Uy, + oty EF v 6 v+ KEIS k+ v v EFSu,, +

v v EF v 8v )dx = J‘(N”OanFNf‘x&Oqa+Nf,x0anFfo(§qusT,x50qs+

s,xqusEINT 50‘13 squs squsEFNT é‘Oqa—i_

(27)
N:,x(l;qs squsEFNsqus Oqs)dx_oanN EFNT dxéoqa+

Oan.N EFNsqusNT,xdxé‘Oqs Oqu.NT EINT dxé‘oqs+
Oqs _[Ns st x OquF Nf,deé‘Oqa Oqs INS st X OquF Ns X OquT,xdxaoqs =

Oana50qa Oqzﬁ"sgoqs Oqs Ks50qs ol Es"50qa + OqZES5Oqs

F je povrsina poprecnog presjeka a / moment inercije povrsine za osu z.
Drugi sabirak sa lijeve strane glasi:

J‘aéonde J‘O'vioqg 0,94V = IoNfooqs <0 0q,dx

1
= Oqf INs,x ON Ns,xdx50qs = Oqf INs,x (N;x (t)qa 2 Ns X Oqs s,X Oqs )EFN dxgoqs
1 (28)

Oqs J.Ns xNa X OanF Ns,deé‘Oqs Oqs INS st X Oqs $,X OquFN dx§0q5

1
=04, ﬁaé‘oqs +5 oq:ﬁs50qs

. t . v . .
U prethodnom izrazu sa oN je oznaCena normalna sila ostvarena u intervalu od 0 do ¢

O[N = (;ngEF = (”o,x +%V’1]EF (Naxoqa ;NsxoqusqusjEF'
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Drugi sabirak sa desne strane jednacine (26):

jacf edV = jcrc? heol, —INI 04, +NI 1q,NT, oq,)dV =

ex 0

Io@lNT 8,9,dx— joﬁ[Nf’ 0qdx+.|‘thN”OqSNT’deqsa’x=

j(N“Oqa ;N”Oqs T iq,)EF N, dx&oqa+jN,u0qu1N§xxdx50qs+

I(N,,x a4 SN 0N 9)EF N (N xS g, = (d, [N, EF N[ dx5,q,+(29)
1

20qs jN”N”OqSEFNf,xdxaoqa q jN EIN' _dx5,q, +

iy JN EF N, q,N] dx5q, + oqs IN”N”oquF N{ . 0a,N{ dx5 g,

=K, 50, 2 0 Kdq, + TK 5,0, + ] RS g, 04 'K ,q,

t
Sa oM je oznacen momenat savijanja ostvaren u intervalu od 0 do ¢

oM=—v E[=-N_ !q,EI

(30)

U prethodnim jedna¢inama smo uveli sljedece oznake:
K, jN EFN! dx K, = ijEI N7 dx

st N IQEFNT QN dr K=K = jN N {q,EFN! dx 31)

K. = J'N N’ iqEFN' dx.

Rad spoljasnjih sila, razdvajajudi ga na aksijalni i savijajuci dio, ¢emo zapisati kao
[P s udx = j “NPING  qdx = j CNPIN,S ,q, dx + j CNPIN,S , q,dx =
JL‘”A’PTN dx8 ,q, + j ’*A’PTNsdx50q? —NRTS q, + ”A’RTé‘Oqg 2
i

gdje susa N R N.iN, oznagene odgovarajuce matrice interpolacionih funkcija [9].

Jednacinu (26), koristeci izraze (27), (28), (29) i (32), moZemo matri¢no napisati u
sljede¢em obliku:
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a

K K a
T T 0'a
d, o9, 6 =
[0 ’ ] K. KS+Es+Ea+%ES qu

t+Atp T t+Atp T Oqa | t4T t T Ka ﬁas (;qa
[“5R; “GR[]S [l sal ] 1 810
0" "a 0 s 0™1a 0™s _Esa Ks-l-—ﬁs éqs
2 2

(33)

Oqs

S obzirom na to da varijacije prirastaja pomjeranja moraju biti razli¢ite od nule, slijedi
sljededi sistem jednacina gdje je svaki €lan transponovan:

K, Ko o
1 Oqa —
ﬁsu Ks+ﬁs +Ra +5ﬁs _Oqs_
: l T _ _ t+At _ t l t (34)
ar ] K M e | R g R,

t+At - t ’
- ORS Esa Ks +%ﬁs _Oqs_ H-A(I)Rs _ﬁs" (t)qa +Ks (;qs +%ﬁs éqs

Ovo je sistem linearnih jednacina po mnepoznatim prirastajima pomjeranja koji
jednostavnije zapisujemo kao

K oq="R-F=—"¥. (35)

U ovoj jednacini K, je tangentna matrica krutosti, ,q vektor prirastaja pomjeranja, oF

vektor unutrasnjih ¢vornih sila, ”A(’,R vektor spoljainjeg &vornog optereéenja a W
vektor neuravnotezenih sila (reziduum).

Rjesavanjem ovog sistema jednacina dobijamo inkrement pomjeranja koji dodajemo na
ukupno ostvareno pomjeranje. Ovako dobijeno ukupno pomjeranje nece uravnoteZziti
spoljasnje opterecenje zbog uvedene pretpostavke (22). Naime, veé prilikom
linearizacije smo poceli pripremati jednaline za rjeSavanje Njutn-Rapsonovom
metodom. Primjena ove metode zahtijeva da u svakom inkrementu vr§imo iteracije tako
§to opet formiramo tangentnu matricu krutostii vektor neuravnoteZenih sila (sa
ukljucenim novim, tacnijim, pomjeranjem) te odredujemo novi inkrement pomjeranja.
Iteracije ponavljamo sve dok rjesenje ne iskonvergira ka trazenom sa zadovoljavaju¢om
ta¢nosc¢u koju unaprijed definiSemo.

Na slici 2 je prikazan uproS$éen prikaz rjeSavanja nelinearne jednacine primjenom Njutn-
Rapsonovog postupka. Pretpostavljamo da poznajemo polozaj konstrukcije u trenutku ¢
te trazimo polozaj koji ¢e uravnoteziti opeterecenje u trenutku ¢+A4z. Poznavanjem
tangentne matrice krutosti u trenutku ¢, moZemo odrediti inkrement pomjeranja koji

odgovara opterecenju ”AéR. Potom inkrement dodajemo na ukupno pomjeranje te

odredujemo reziduum. Ovaj postupak ponavljamo sve dok rjeSenje ne iskonvergira, $to
je na uproscenoj skici 2 vec u trecoj iteraciji.
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Kriterij za kovergenciju se moZe postaviti na mnogo nacina. U ovom istrazivanju je
postavljen uslov da norma vektora reziduuma bude manja od 0.001.

R A
'kl - 'Ki _ 'Ki
‘K7 >
g —
7 a2 r\}"j
<
llPH
. 3
|
0 Jq .'é‘(i 1q.' rq;’ rqj:,.._\,,q ‘;q

Slika 2. Uproscen prikaz Njutn-Rapsonove procedure

Opisani postupak se naziva "pun Njutn-Rapsonov metod" jer se tangentna matrica
krutosti formira u svakoj iteraciji. Postoji nekoliko varijanti modifikovanog Njutn-
Rapsonovog metoda koje samo ponekad, ili ¢ak nikad ne formiraju tangentnu matricu
krutosti [6]. Ovim se Stedi raCunarsko vrijeme potrebno za njeno formiranje ali se
istovremeno produzava period potreban za prorac¢un povecanog broja potrebnih iteracija.
Moze se pokazati da pun Njutn-Rapsonov metod ima kvadratnu konvergenciju ako su
zadovoljeni odredeni uslovi [5, 10]. Najbitniji od ovih uslova jeste da je pocetno,
pretpostavljeno rjesenje blizu trazenog. Ovo je u inZenjerskim problemima skoro uvijek
zadovoljeno, izuzev u slucaju nagle promjene konfiguracije posmatrane konstrukcije.
Blizina pocetne i krajnje konfiguracije nam takode omogucava da od viSe rjeSenja
sistema nelineranih jednacina uvijek dobijemo ono koje odgovara realnom odzivu
konstrukcije.

4. MINIMUM TOTALNE POTENCIJALNE ENERGIJE

Energija deformacije BE $tapa u uslovima linearne elasti¢nosti je

XX T XX

U=1 [oe,av = 1 [o.e.dv = lj.axede -1 [e.Eeav. (36)
2V 2V 2V 2'V

Kako je uobicajeno u literaturi [1, 2, 4], izostavicemo indekse intervala na koji se odnose
posmatrane veli¢ine i pretpostaviti da je uvijek rije¢ o ukupnim naponima,
deformacijama i pomjeranjima, od po¢etne nenapregnute do trenutne konfiguracije.
Koriste¢i dekompoziciju (8)energiju deformacije mozemo pisati kao
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U=%J.(ga +&)E(e, +&,)dV =%I(8aEga +2¢e Ee, +e Ee)dV =
4 v

% [f e, + % V2)E(uy, + % V2)+ 29K E(u, , + % Vv2)+ y*k Ex)dFdx =
LF (3 7)
% [y, + % V2)EF (u,  + % Vv2) + kElK)dx =
L

% [ EFu, , + % V:EFV: 42 EFu, | + KEI<)dx
L

Bitno je napomenuti da su u pitanju proizvodi skalarnih veli¢ina te ih mozemo komutirati
po potrebi Uvodec¢i zapis preko (3) imamo

j (N! q,EFN! q, + i N’ q,N! q,EFNT qN! q, +

(38)
s,xququsEF Ng,xqa + NzqusEINZqus )dx

Sada ¢emo izvrsiti odgovarajuée komutacije unutar svih sabiraka
U=—|(qN, EFN] 1 EFN! qN! q,+

J‘(q a, an 4 q §.X S, XqS s,xqs s,xqs (39)
QN N[ . q,EFN; q, +q;N,  EIN{ q,)dx
da bi mogli uvesti sljedeci matriéni zapis
U= %qf K,q,+ qs TKuq, 42 . TKug, +2 Sa K, (40)

Uvedene oznake su veé¢ definisane jednaCinama (31). Jedina razlika je u izostavljanju
oznake intervala na koji se odnose pomjeranja.
Potencijal spoljasnjih sila je

W=-q'R,-qR, @1)
te je ukupna potencijalna energija elementa
[=U+Ww. (42)

Potreban uslov ravnoteze jeste da totalna potencijalna energija ima stacionarnu
vrijednost.Dovoljan uslov jeste da ta energija bude u minimumu, tj. da je druga varijacija
veca od nule Sto je obezbijedeno kvadratnom formom matrice krutosti.

Dakle, prva varijacija potencijalne energije po pomjeranjima mora biti jednaka nuli

511 =M 5q - 0. 43)
oq
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Slijedi da jepotrebno naci gradijent skalarnog polja (potencijalne energije) i izjednaciti
ga sa nulom (jer su virtuelna pomjeranja po definiciji razli¢ita od nule)

an
5, 0
O _ 19 | _g_|Y] (44)
oq | ol 0
0q,

Ovi uslovi ravnoteze predstavljaju sistem nelinearnih jednadina po nepoznatim ¢vornim
pomjeranjima. Vektor neuravnoteZenih sila (reziduum, ¥) smo uveli u prethodnom
odjeljku.

Sada ¢emo prikazati izvodenje Njutn-Rapsonove metode.Kao $to je ve¢ napomenuto,
ovaj postupak se zasniva na aproksimaciji funkcije u okolini neke tacke Tejlorovim
redom, pri ¢emu zadrzavamo samo linearni ¢lan. Naravno, interesuju nas vrijednosti
promjenljive za koju je funkcija (u ovom slucaju reziduum) jednaka nuli.

¥(q’ +Aq°)=T(q°)+a@_ZAq° =¥(a')+KiAq" 0= A0’ =K, ¥ (q) 0

q1 qu +Aq0 qi+1 =qi +Aqi

Postupak je iterativan te ga ponavljamo dok jednacine ravnoteZe ne budu zadovoljene sa
trazenom tacnoscu.

Mozemo vidjeti da se dobija identiCan oblik jednacina kao i (35). Vektor
neuravnotezenih sila predstavlja gradijent totalne potencijalne energije. Tangentna
matrica krutosti jeHesijan (Hessian) totalne potencijalne energije.

Izvedimo sada jednacine ravnoteze:

= %q: + qs ﬁ‘qs +— qs ﬁmqa +— qs 4,-9'R,—q'R, (46)
T1

61'[ g K.q, +lﬁfaqs -R,
da | _ - (47)

aq a_H l Esqs l —aq ﬁsaq“ qus —
oq, 2 2 0q,

s

Prilikom diferenciranja ¢lana %qf ﬁsaqa po (,potrebno je malo izmijeniti oblik

posmatranog Clana energije deformacije. Da bi ovo izveli, posmatrac¢emo zapis preko
interpolacionih funkcija 1 pomjeranja

S“qa jq $.X sxquFNf,xqadx‘ (48)
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S obzirom na to da su q;N, i N, q, skalarne funkcije, izvrii¢emo odgovarajuée
komutacije te dobiti:

L
%qf K.q, = % [aIN, N q,EF N q,dx. (49)
0
Sada uvodenjem oznake
L
K. =[N, NI q,BF N[ dx (50)
0
mozemo uvesti drugo oznacavanje istog ¢lana energije deformacije:
1 1
~q; Kug, =~q] Kaq, (51)
2 2
te konacno dobiti gradijent potencijalne energije
oIl
Py K. g +lﬁ;q -R K q +lﬁfaq -R
ol aqa ala 2 s a a'la 2 s a
aq |om| |1 |1 =t G2
q - _Esq“l'ﬁaqs'i'Kgqg_R‘, _qu‘,'i'ﬁsaqa"'quv_R‘,
2q, 5 ‘ 4. ; 5 4. 54, ;
Izjednacavanjem reziduuma sa nulom dobijamo traZene jednacine ravnoteZe.
Gradijent reziduuma, potreban za rjeSavanje nelinearnih jednacina, je
oY, 0JY, <
a‘P aqa aqb Ka sa
K,=—= = 3 ) (53)
oq | oY, ¥ | |K. ZK,+K.+K,
oq, 0q, 2

Prilikom ovih diferenciranja neophodno je uoditi da su K, iK|nezavisne od
pomjeranja, one su jedini blokovi osnovne matrice krutosti. Preostali blokovi su zavisni

od pomjeranja i to: K. = ﬁsa(qs) , K. :ﬁa(qa) iK, =ﬁs(qs2) .

5. ZAKLJUCAK

Oba predstavljena pristupa, PVR i PMTPE, daju isti rezultat $to je i o¢ekivano jer je
PMTPE samo specijalan slucaj PVR-a kada se posmatra elastican sistem pod dejstvom
konzervativnih sila.

U domacoj literaturi je dominantan pristup izvodenja jednacina primjenom PMTPE-a.
Jedan od mogucih razloga za ovu pojavu jeste taj da varijacioni ratun u domacoj
literaturi ne zauzima znacajno mjesto. Naime, dok se u PVR-u mora egzaktno koristiti
varijacioni racun, recimo u jednacini (20), u PMTPE-u se varijacije pojavljuju samo
formalno u osnovnoj jednaCini (43) a citavo izvodenje se svodi na odredivanje
parcijalnih izvoda.

Zbog svoje opstosti, primjena PVR-a pri izvodenju jednacina ravnoteze predstavlja
standardni postupak u referentnoj svjetskoj literaturi.
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GEOMETRICALLY NONLINEAR ANALYSIS OF
PLANE BEAM STRUCTURES - PART I: DERIVATIONS
OF EQUATIONS

Summary: Detailed derivation of geometrically nonlinear equations of statical
equilibrium for finite element of Bernoulli-Euler beam according to Von-Karman theory
is given in this paper.These equations are derived in two similar but different manners:
by the principal of minimum of total potential energy (PMTPE) and by the principle of
virtual work (PVW). In the first case, equations are linearized through evaluation of
unknown residuum function into Taylor series, while in the other case they are
linearized by neglecting nonlinear terms of displacement gradient in the part of virtual
work that includes product of stress and strain increments. It is shown that both
approaches give identical equations which was excpected because PMTPE represents
special case of PVW.

Incremental-iterative procedure is used for solution of these equations. Load is divided
into increments while iterations are performed during each increment to obtain
equilibrium for the given load level. Standard full Newton-Raphson method is proposed
here.

Keywords: Bernoulli-Eulerbeam, geometrically nonlinear analysis, finite element
method
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