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Rezime: U ovom radu je predstavljen linijski numericki model za transport zagadivaca.
Da bi se postigla potrebna tacnost jednacina je resavana kombinacijom Holly-
Preissmann-ove metode za advekciju i Crank-Nicholson-ove Seme metode konacnih
razlika za difuziju. Uporedeni su rezultati resavanja kompletne transportne jednacine
dobijeni razli¢itim metodama. Nakon toga jednacina je modifikovana za linijski
transport zagadivaca u podzemnoj vodi, koji je podlozan bioloskoj/hemijskoj razgradnyji.
Model je primenjen na primer transporta jona amonijuma NH,".

Kljuéne reci: Linijski transport zagadivaca, numericke metode, podzemna voda,
bioloska/hemijska razgradnja.

1. UvOD

Linijski transport zagadivaca (koji obuhvata zdruzeno dejstvo advekcije i difuzije) je
opisan linearnom parcijalnom diferencijalnom jednadinom prvog reda koja ima i
paraboli¢ne i hiperboli¢ne karakteristike. U ovom radu su testirana i predstavljena dva
numericka modela koji na razli¢ite nacine reSavaju jednacinu. Nakon toga jednadina
transporta je modifikovana za neustaljeni transport zagadivac¢a u podzemnoj vodi koja
struji u akviferu sa slobodnom povrSinom.

2. JEDNACINA NEUSTALJENOG LINIJSKOG TRANSPORTA
ZAGADPIVACA

Ako se napiSe jednacina odrzanja mase zagadivaca koji je pomeSan sa vodom na
molekularnom nivou, uz pretpostavku da je jedini mehanizam promene mase
molekularna difuzija, dobija se jednacina transporta u kojoj figuriSu trenutne vrednosti.
Nakon osrednjavanja jednacine po Reynolds-u, dobija se jednaina neustaljenog
transporta zagadivaca [5]. Izostavljanjem dve prostorne koordinate kona¢no se dobija
jednacina neustaljenog linijskog transporta zagadivaca.
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gde je C koncentracija zagadivaca, U brzina strujanja fluida, a Dy koeficijent difuzije koji
obuhvata i molekularnu i turbulentnu difuziju.

Medutim, jednostavnosti radi tokom testiranja numerickih metoda za reSavanje jednacine
(1) uzima se da su brzina strujanja i koeficijent difuzije konstante (2).
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Slika 1. Sematski prikaz trajektorije fluidnog deli¢a u ravni prostor-vreme.

U jednadini (2) drugi ¢lan sa leve strane se naziva advektivni ¢lan, a ¢lan na desnoj strani
jednacine je difuzioni ¢lan. Ako se izostavi difuzioni ¢lan dobija se jednaina Ciste
advekcije, koja je numericki veoma osetljiva i reSava se primenom metode
karakteristika.

Ako se trajektorija fluidnog delica definise kao dx/dt=u i ova diferencijalna jednacina
uvrsti u jednacinu ¢iste advekceije, ona se svodi na materijalni izvod DC/Dt=0. Ovako se
jednacina Ciste advekcije svodi na dve obicne diferencijalne jednacine $to je osnovni
princip metode karakteristika. ReSenje materijalnog izvoda se dobija integraljenjem po
trajektoriji i svodi se na to da je Cp=Cp (koncentacija u dolaznoj tac¢ki D = koncentacija
u polaznoj tacki P). Koordinata polazne tatke Xp se dobija integraljenjem jednacine
trajektorije delica.

U opstem slucaju polazna tacka pada izmedu diskretnih tacaka (slika 1), pa se problem
svodi na problem interpolacije. Najbolje rezultate za Cp daje lokalna interpolacija viseg
reda, $to je osnovna ideja Holly-Preissmann-ove metode.

Difuzija je numeric¢ki benigna, pa se za difuzioni ¢lan primenjuje Crank-Nicholson-ova
aproksiamcija metode konac¢nih razlika.
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4. HIBRIDNI METOD

Ovaj metod je predlog autora Alexandre Preissmann i Forrest M. Holly. Ako se
trajektorija deli¢a definiSe kao dx/dt=u (slika 1), leva strana jednacéine (2) postaje
materijalni izvod pa se parcijalna diferencijalna jednacina (2) svodi na
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Integraljenjem gornje dve jednacine od polazne (Xp, t,) do dolazne (x;, t,+1) tacke
trajektorije dobijaju se dve algebarske jednacine. Ako se za integraljenje koristi trapezno
pravilo dobija se izraz (4).
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Drugi izvod u tacki (X;, th+1) se bez problema moze zameniti Crank-Nicholson-ovom
aproksimacijom. Za drugi izvod u tacki (Xp, t,) se takode koristi Crank-Nicholson-ova
aproksimacija samo u tacki (X;, t,). Ovo je jedna od kljuénih principa hibridne metode.
Dakle, ako se koristi uopsteno trapezno pravilo dobija se jednaéina (5).
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Slika 2 — Numricka simulacija transporta zagadivaca koristec¢i hibridnu metodu.

| ZBORNIK RADOVA 18 (2009) |



Analiziraju se greske (slika 3), koje su date kao razlika izmedu analitickih i numerickih
vrednosti. Ako je = 0.0, onda se daje veca tezina izvodu u tacki (Xp, tp), Koji je smaknut
u tacku (X;, t,) pa tako unosi numeri¢ku greSku. Sa druge strane ako je = 1.0, onda se
daje veca tezina izvodu u tacki (X;, th+1), koji nije smaknut pa je tako numericka greska
manja.
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Slika 3 — Greska numerickih rezultata koristeci hibridnu metodu

5. METODA ETAPNOG RESAVANJA

Ako se na prvi izvod koncentracije po vremenu primeni aproksimacija prvog reda (tzv.
Euler-ova aproksimacija), jednacina (2) se moze razdvojiti na dve jednacine, koje se
reSavaju u dva uzastopna koraka:

o advektivni korak: (C:—Ci" )/At =-u-0C/ox ,

o difuzioni korak: (Ci”+1 -C; )/At -D,-8°C/ox’ .

Rezultat advektivnog koraka C;” se koristi u difuzionom koraku kao prethodni (poznati)
vremenski trenutak.
Advektivni korak se reSava primenom Holly-Preissmann-ove metode.
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Integraljenjem gornje dve jednaCine od polazne (Xp, t,) do dolazne (x;, tn.;) tacke
trajektorije dobijaju se dve algebarske jednacine.

C™=Cp, X, =X-U-At @
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Difuzioni korak je numeri¢ki manje osetljiv, pa se resava Crank-Nicholson-ovom
Semom (8). Napominje se da je u jednacini (8) prethodni vremenski trenutak obelezen sa
indeksom n zapravo rezultat advektivnog koraka.
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Na slici 5 su prikazane greske kao razlika izmedu vrednsti proizteklih iz analitickog i
numerickog resenja.
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Slika 4 — Numericka simulacija transporta zagadivaca koriste¢i metodu etapnog
resavanja
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Slika 5 — Greska numerickih rezultata koristeéi metodu etapnog resavanja
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6. JEDNACINA NEUSTALJENOG LINIJSKOG TRANSPORTA
ZAGAPIVACA U AKVIFERU SA SLOBODNOM POVRSINOM

Navodi se jednaina neustaljenog linijskog transporta zagadivaca u akviferu sa
slobodnom povrSinom (9). Ako je materija koja se transportuje podlozna bioloskoj
razgradnji (nekonzervativna materija) onda se u jednacini javlja ¢lan sa konstantom
intenziteta degradacije prvog reda A, a ako transportovana materija nije podloZna
bioloskoj razgradnji (konzervativha materija) onda se pomenuti ¢lan izostavlja iz
jednatine [3]. Jednacina (9) je reSavana metodom etapnog re$avanja.
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gde je v efektivna brzina, H dubina vode, D, koeficijent difuzije, A konstanta
intenziteta degradacije prvog reda.
Napominje se da u ovom slucaju koeficijent difuzije Dy sadrzi u sebi molekularnu
difuziju i hidrodinami¢ku disperziju [3]. Konstanta A je u direktnoj vezi sa vremenom
poluraspada tys preko jednacine (10).

2=In(2)/t,, (10)

Proudava se linijski transport jona amonijuma NH,", koji je podlozan bioloskoj
degradaciji (nitrifikacija) [1]. Razmatrani proces se odvija u podzemnoj vodi koja struji
izmedu reke i kanala. Vodonepropusna podloga je horizontalna. Koeficijent filtracije
porozne sredine je K=0.0005 m/s, a efektivna poroznost e,= 0.32 [2]. Koeficijent
molekularne difuzije za jon amonijuma je D= 3.1047-10° m?/s, a vreme poluraspada
tos = 5 god. [4]. Grani¢ni uslovi su dati na slici 6, pri ¢emu se napominje da u reci nema
zagadivaca. U tabeli 1 su dati parametri numeric¢ke simulacije.
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Slika 6 — Granicni uslovi za numericku simulaciju
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Tabela 1 — Parametri numericke simulacije

Opis Oznaka Vrednost Jedinica mere
Period koji se simulira T 6.0 godina
Racunski korak po vremenu At 50.0 S
Rastojanje izmedu reke i kanala L 200.0 m
Racunski korak po prostoru AX 1.0 m
Koeficijent ponderacije 2] 0.5 -

Numeric¢ka simulacija je uradena za dva slu¢aja: kada ima odnosno kada nema bioloske
degradacije jona amonijuma.

U oba prikazana preseka smanjenje koncetracije u slucaju konzervativnog transporta
ukazuje na povratno strujanje, dok u slucaju nekonzervativnog transporta predmetno
smanjenje koncentracije ima dva razloga: povratno strujanje i/ili bioloska degradacija.
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Slika 7 — Dijagram promene koncentracije zagadivaca na rastojanju 20.0m od kanala
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Slika 8 — Dijagram promene koncentracije zagadivaca na rastojanju 180.0m od kanala
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7. ZAKLJUCAK

Kompletna jednacina transporta je reSavana pomocu hibridne metode i metode etapnog
resavanja. U pogledu tacnosti rezultati dobijeni hibridnom metodom zaostaju u odnosu
na rezultate koje daje metoda etapnog reSavanja.

Na samom kraju su prikazani rezultati simulacija za jedan konkretan slucaj strujanja
izmedu reke i kanala, gde se jasno vidi uticaj bioloske razgradnje, kao i hidrauli¢ki uticaj
reke u ovom konkretnom slucaju.
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NUMERICAL SOLUTION OF THE TRANSPORT
EQUATION WITH APPLICATION ON
GROUNDWATER FLOW

Summary: This paper presents a one-dimensional numerical pollutant transport model.
In order to achieve better accuracy the equation was solved using the Holly-Preissmann
method for advection, and the Crank-Nicholson scheme for diffusion. The results gained
by solving the complete transport equation using the differnt methods were anlysied and
compared. After that the equation was modified for one-dimensional pollutant transport
in groundwater, where the pollutant is subject to biological/chemical degradation. The
model was applied to an example using the ammonium ion NH," as the pollutan.

Key words: One-diensional pollutant transport, numerical methods, groundwater,
biological/chemical degradation.
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